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Pokyny pro vypracovani

1) Seznamte se s problematikou ukladani fidkych matic a analyzujte existujici formaty
pro jejich ukladani.[1-3]
2) Nastudujte a analyzujte algoritmy pro nasobeni fidkych matic jak v zadkladnich, tak
pokrocilych formatech jako ELL & BCRS. [1-7]
3) Pro alespon 2 rizné formaty implementujte v C++ sekvenéni algoritmus pro ndsobeni
fidkych matic a také jeho paralelni verzi pomoci obou nasledujicich riznych
paralelizaénich pfistupt:

a) C++ bez externich knihoven pro paralelizaci;

b) s pouzitim externi knihovny pro paralelizaci nad sdilenou paméti.
4) Pfi navrhu dbejte na znovupouzitelnost, udrzitelnost a snadnou rozsifitelnost kédu.
Prostudujte a diskutujte moznosti vyuziti modernich vlastnosti jazyka ze standardu C+
+20.[8]
5) VSechna implementovand feSeni fadné otestujte a zautomatizujte kompilaci i ovéfeni
testl pomoci kontinualni integrace.
6) Zméfte dobu bé&hu, pro paralelni feSeni pak navic i paralelni cenu, zrychleni a
efektivnost. Porovnejte a diskutujte vykon jednotlivych implementovanych feseni.
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Abstrakt

Naplni této diplomové prace je analyza, navrh, implementace a vyhodnoceni
paralelnich algoritmi pro nasobeni fidkych matic na architekturach se sdilenou
paméti za pouziti programovaciho jazyka C++ a knihovny OpenMP.

V literarni resersi jsou nejprve popsany zakladni principy vypocetni archi-
tektury se sdilenou paméti a také jsou predstaveny zakladni pojmy z teorie
slozitosti a linedrni algebry. Nasleduje definovani fidké matice, popis moznych
formath pro reprezentaci ridkych matic v paméti a také popis souborovych for-
matu pro jejich prenos a uklddani. Zavér literarni reSerse se vénuje predstaveni
a analyze modernich algoritmt pro nésobeni fidkych matic.

Prakticka cast prace se zaobird navrhem a implementaci algoritmu pro na-
sobeni fidkych matic. Implementovana je sekvencéni varianta, paralelni varianta
v jazyce C++ za pouziti modernich funkci ze standardu C++20 a druha paralelni
varianta s vyuzitim externi knihovny OpenMP. Korektnost téchto implemen-
taci je ovérena pomoci testtl, které jsou spolecné s kompilaci automatizovany
pomoci virtualizaéni technologie Docker a néstroji pro kontinudlni integraci.
Zaver praktické c¢asti se vénuje méreni vhodnych metrik implementovanych re-
Seni, porovnani vykonu a posouzeni vyhod a omezeni kazdého paraleliza¢niho
pristupu. Detailni vysledky vSech méreni jsou uvedeny v priloze této prace.

Klicova slova tidké matice, formaty fidkych matic, ndsobeni fidkych matic,

SpGEMM, paralelismus nad sdilenou paméti, C++, OpenMP, méreni vykonu
paralelnich aplikaci

vi



Abstract

This thesis focuses on the analysis, design, implementation, and evaluation of
parallel algorithms for multiplying sparse matrices on shared-memory archi-
tectures using the C++ programming language and the OpenMP library.

The literature research first describes the basic principles of shared me-
mory computing architecture and introduces basic concepts from complexity
theory, and linear algebra. This is followed by definitions of sparse matrices,
a description of possible formats for representing sparse matrices in memory,
and a description of file formats for their transfer and storage. The conclusion
of the literature research is devoted to the presentation and analysis of modern
algorithms for multiplying sparse matrices.

The practical part of this thesis deals with the design and implementation
of an algorithm for multiplying sparse matrices. A sequential version is im-
plemented, as well as a parallel version in C++ using modern features from
the C++20 standard, and a second parallel version utilizing the OpenMP ex-
ternal library. The correctness of these implementations is verified using tests
that, together with the compilation, are automated using Docker virtualization
technology and continuous integration tools. The conclusion of the practical
part focuses on measuring appropriate metrics of the implemented solutions,
comparing performance, and assessing the advantages and limitations of each
parallelization approach. Detailed results of all measurements are provided in
the appendix of this thesis.

Keywords sparse matrices, sparse matrix formats, sparse matrix-matrix

multiplication, Sp GEMM, shared-memory parallelism, C++, OpenMP, perfor-
mance evaluation of parallel applications
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Kapitola 1

Uvod

,Programmers who care about performance must become parallel
programmers, for sequential programs mean slow programs.“

— Patterson & Hennessy, Computer Organization and Design

Paralelni programovani patii mezi kralovské discipliny softwarového inzenyr-
stvi a nabizi U¢inny zpusob, jak zrychlit vypocetné narocéné aplikace. Vyvoj
efektivnich paralelnich programiu je vsak mimoradné naroc¢ny obor, ktery je
velmi nachylny k chybam. Problémy, jako jsou casové zavislé chyby, rozlo-
zeni vypocetni zatéze a korektni synchronizace vypocetnich vldken, vyzaduji
dikladnou analyzu a peélivy névrh vysledného programu. Reseni téchto kom-
plikovanych problémi proto posouva paralelni programovani z inzenyrské a veé-
decké oblasti k uméni. Piesto paralelni programovani jiz davno neni vyhradni
doménou superpocitac¢ti nebo védeckych laboratori. Kvuli nadale rostoucim
naroktim na vypocetni vykon a diky neustidlému vyvoji hardwaru hraje pa-
ralelismus stale vyznamnéjsi roli i v kazdodennich aplikacich. S pokracujicim
rozvojem vicejadrovych procesorti bude navic vyznam a potreba paralelismu
i v bézném softwaru dale rist.

Jednim z problémi, ktery vyznamné tézi z paralelizace vypoctu, je néso-
beni Fidkych matic (z angl. sparse general matriz-matriz multiplication, zkr.
SpGEMM). Tento problém z numerické linearni algebry patii mezi jedny z nej-
dilezitéjsich stavebnich kamenti v oblasti védeckych vypocta. Jeho efektivni
implementace plni zdsadni roli v teoretické informatice, jako napriklad ve vice-
zdrojovém prohledavani grafu do sitky, barveni grafu, detekci a poc¢itani cykli
nebo v nalezeni nejkratsich cest mezi vSemi vrcholy grafu. Klicové postaveni
ma vSak také v nesupervizovaném strojovém uceni, jako je Markovova shlu-
kova analyza, v aproximaci TeSeni rozsdhlych soustav linedrnich rovnic, jako
je algebraicka metoda vice siti ale také v prirodnich védach, jako jsou simu-
lace molekularni dynamiky nebo porovnavani a skladani genomt ve vypocetni
biologii. Vykon téchto aplikaci ¢asto zasadné zavisi na efektivni implemen-
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taci nasobeni ridkych matic. To je vSak vypocetné mimoradné narocné kvili
casto velmi vysokym rozmérim vstupnich matic a jejich nepravidelné struk-
ture, kterd vyznamné komplikuje predikci pristupt do paméti, vyrovnavani
vypocetni zatéze a predpovidani rozlozeni nenulovych prvka vystupni matice.
Tyto vlastnosti proto znacné ztézuji navrh algoritmi, které efektivné vyuzivaji
moznosti modernich paralelnich architektur. [1]

Tato prace detailné priblizuje problematiku paralelizace nasobeni ridkych
matic na architekturach se sdilenou paméti. Seznamuje ¢tenatre s formaty pro
reprezentaci a ukladani ridkych matic a analyzuje moderni algoritmy pro reseni
problému jejich ndsobeni. V praktické ¢asti je poté popsan navrh a implemen-
tace paralelniho algoritmu pro nasobeni fidkych matic v jazyce C++ a také
algoritmu vyuzivajictho externi knihovnu pro paralelizaci OpenMP. Dale jsou
predstaveny problémy, na které lze pii implementaci narazit, a je popsano,
jak tyto problémy fesit. Pro porovnani obou paraleliza¢nich pristupt je na
vhodnych testovacich maticich zméren paralelni ¢as, cena, zrychleni a efektiv-
nost. Zavér diplomové prace pak porovnava vykon implementovanych reseni
a poskytuje vhled do kompromisti mezi nativni paralelizaci v jazyce C++ a
piistupem zalozenym na externi knihovné OpenMP. Snad tato prace nejen
pomuze ¢tenaii k hlubsimu pochopeni problému paralelizace nasobeni ridkych
matic, ale i v ném zazehne zajem vénovat se paralelnimu programovani nebo
feseni problémt numerické linedrni algebry i nadéale.

1.1 Cile prace

Cilem této diplomové prace je analyza, ndvrh, implementace a vyhodnoceni pa-
ralelnich algoritmi pro nasobeni Ffidkych matic v programovacim jazyce C++
a pomoci knihovny OpenMP. Cile prace bude dosazeno fesenim nékolika vza-
jemneé souvisejicich dil¢ich cilu.

Prvnim diléim cilem je predstaveni vypocetnich architektur se sdilenou
paméti, definice Tidkych matic a formata pro jejich ukladani a reprezentaci
v paméti. Soucasti tohoto cile je také detailni analyza modernich paralelnich
algoritmti pro nasobeni fidkych matic.

Druhym dilé¢im cilem této prace je navrh a implementace paralelniho algo-
ritmu pro nésobeni fidkych matic pomoci dvou riznych paraleliza¢nich tech-
nik. Prvni technika se opird o programovaci jazyk C++ bez vyuziti externich
knihoven pro paralelizaci. Druha technika pak vyuziva knihovnu OpenMP pro
paralelizaci nad sdilenou paméti. Se druhym cilem je spojeno i dikladné tes-
tovani implementovanych algoritmi.

Poslednim diléim cilem je zméreni paralelniho ¢asu, ceny, zrychleni a efek-
tivnosti, a porovnani vykonu implementovanych reseni na vhodnych vstupnich
datech. Tento cil zahrnuje také vyhodnoceni obou paralelizacnich technik a po-
souzeni vyhod a omezeni kazdého pristupu.
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1.2 Struktura prace

Text této prace je rozdélen do 12 kapitol. Po ivodni kapitole nasleduje kapi-
tola, kterd popisuje vypocetni architektury se sdilenou paméti. Jsou popsany
zékladni komponenty pocitace, paméfova propast a hierarchie cache paméti
uvnitt procesoru. Déle je popsan virtudlni pamétovy prostor procesu, jeho
struktura a také operacni systém a jeho role pri vytvareni a spravé virtualniho
pamétového prostoru procesu. Tato kapitola se dale zabyva popisem vicejad-
rovych a multiprocesorovych vypocetnich systémi, jakoz i popisem pamétové
koherence a jejiho vztahu k falesnému sdileni.

Treti kapitola se vénuje popisu programovacich modelt nad sdilenou pa-
méti. Konkrétné popisuje prostiedky pro vicevlaknové programovani ve stan-
dardni knihovné jazyka C++ vcetné modernich funkcionalit z C++20, a také
popisuje externi knihovnu pro programovani nad sdilenou paméti OpenMP.

Ctvrté kapitola se zabyva zékladnimi pojmy z teorie slozitosti a linedrni
algebry. Kromé asymptotické horni meze a amortizované slozitosti jsou defi-
novany také metriky pro porovnavani paralelnich algoritmu, jako je paralelni
Cas, cena, zrychleni a efektivnost. Z linearni algebry jsou predstaveny pojmy
vektor, jejich soucet, skalarni souc¢in a linedrni kombinace. Déale je definovana
matice, jeji vlastnosti a operace. Zavér této kapitoly se pak zabyva definici
pojmu ridké matice.

Pata kapitola se zabyva detailni analyzou vsech ¢tyr formulaci nasobeni
matic. U kazdé formulace jsou uvedeny jeji vyhody a nevyhody, pseudokdd,
mira znovupouziti dat a naroky na cache pamét. Pro CbR, RbR a CbC for-
mulace jsou také uvedeny forméalni dukazy jejich ekvivalence s RbC formulaci.

Sestd kapitola predstavuje nejzndméjsi formaty pro reprezentaci ridkych
matic v paméti pocéitace, konkrétné se vénuje formataim COO, DIA, ELL,
CSR, CSC a BCSR. Kazdy forméat je detailné popsan, je uvedena jeho pamé-
tova narocnost, vyhody a nevyhody, a také ukazka reprezentace ridké matice
v tomto formatu. Zavér kapitoly se vénuje popisu souborovych formatu pro
sdileni a uklddani fidkych matic Harwell-Boeing, Rutherford-Boeing a Mat-
rix Market, u kterého je uvedena i ukazka reprezentace ridké matice v tomto
formatu.

Sedma kapitola se vénuje analyze postupu algoritmi pro nasobeni fidkych
matic. Na zacatku kapitoly je identifikovano pét riznych fazi obecného Sp-
GEMM vypoctu a pro tii z téchto fazi jsou detailné popsany a analyzovany
dostupné metody, které problematiku dané faze resi, véetné jejich vyhod a ne-
vyhod. Pro fazi predikce velikosti vystupni ridké matice je popsana metoda
horniho odhadu, metoda presné alokace, pravdépodobnostni metoda a progre-
sivni metoda. Pro fazi rozdéleni vypocetni zatéze je mozné pouzit nékterou
z blokovych nebo grafovych metod. Z blokovych metod rozdéleni vypocetni
zatéze jsou predstaveny vsechny metody jednorozmérného, dvourozmérného
a tiirozmérného zpusobu rozdéleni. Z grafovych metod rozdéleni jsou uvedeny
metody reprezentace SpGEMM nésobeni prostiednictvim hypergrafu a bipar-
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titniho grafu. Pro fazi akumulace mezivysledkt je predstaven ridky akumulé-
tor, ESC akumulator, akumulator zalozeny na slévani, akumuldtor s haldou,
akumulédtor s hesovanim, LLA akumulator a také zpusob akumulace pouzivany
v algoritmu MAGNUS.

Osma kapitola se vénuje navrhu algoritmu pro paralelni nasobeni Fidkych
matic. Zvoleny algoritmus je rozdélen na pét dil¢ich algoritmt, z nichz kazdy
je detailné popsan, a jsou uvedeny rovnéz pseudokddy téchto dil¢ich algoritmai.
Tato kapitola se také vénuje navrhu hesovaci tabulky pro akumulator navrze-
ného algoritmu a zdsobarny vlaken, ktera je pouzita pro paralelizaci SpGEMM
algoritmu bez externich knihoven pro paralelizaci.

Devata kapitola detailné popisuje implementaci vSech tii variant aplikace
pro nasobeni fidkych matic. V této kapitole je predstavena implementace heso-
vaci tabulky, zdsobarny vlaken, struktur pro reprezentaci ridkych matic a také
trid pro jejich nacitani a zapis do souboru. Déle se tato kapitola vénuje popisu
hierarchie t¥id celého projektu, implementaci paralelniho prefixového souctu
a také konvertorti pro prevod ridkych matic. V této kapitole je také popsino
falesné sdileni a zptsoby jeho eliminace v tomto projektu, a je také odivodnéna
volba predavani vypocitanych vysledktt hodnotou, véetné popisu optimalizaci
tohoto pristupu v modernim C++. Na zavér této kapitoly je popsdano CLI roz-
hrani implementovanych aplikaci a implementace zpracovani argumentt z pri-
kazové radky.

V deséaté kapitole je popsan framework zvoleny pro ucely testovani imple-
mentovanych trid, véetné popisu maker, kterd jsou v ramci testovani pouzi-
vana. Déle je popsan zpusob automatizace sestaveni aplikaci, zpracovani exter-
nich knihoven, vyhleddni implementovanych testi a generovani dokumentace
prostiednictvim néstroje CMake. Zavér této kapitoly se vénuje kontinualni in-
tegraci téchto procesti v ramci fakultni instance webového repozitare GitLab,
véetné automatického nasazeni vygenerované dokumentace na PagesFIT.

V jedenacté kapitole je popsana konfigurace vypocetnich uzli fakultniho
klastru ClusterFIT, které byly pouzity pro méreni. Déle tato kapitola detailné
popisuje zpusob méreni a rozdéleni matic urc¢enych pro méreni do péti kategorii
podle velikosti. Zavér této kapitoly se vénuje prezentaci a diskuzi namérenych
vysledki.

Posledni dvanécta kapitola se vénuje shrnuti celé diplomové prace a im-
plementovaného projektu, véetné identifikace a popisu moznosti rozsiteni této
prace.

V priloze A jsou uvedeny uzivatelské prirucky vsSech tii variant aplikaci
pro SpGEMM nasobeni. Déle je uvedena piirucka pro mérici aplikaci i pro
méfici skript, ktery byl pouzit pro automatizaci méreni na fakultnim klastru.
V priloze B je uveden seznam a popis matic, které byly vybrany pro méfend,
a v priloze C jsou pak uvedeny kompletni vysledky téchto méreni.
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Vypocetni architektury se
sdilenou pameéti

Tato kapitola vysvétluje zdkladni pojmy klicové pro pochopeni vypocetnich
architektur se sdilenou pameéti. Kapitola je koncipovana tak, aby i ctendr bez
hlubokijch technickiyjch znalosti ziskal nezbytné informace, které mu pomohou
pochopit problém paralelizace ndsobeni ridkych matic nad sdilenou pameti.

Na zakladni drovni lze na pocita¢ nahlizet jako na zarizeni, které vykonava
instrukce a zpracovava data podle predem definované posloupnosti pravidel,
jez se nazyva program. Kazdy moderni pocitacovy systém zajistuje komuni-
kaci mezi ¢tyfmi zdkladnimi komponentami, kterymi jsou procesor (v angl.
také central processing unit, zkrdcené CPU), hlavni pamét, sekunddrni pamét
a periferni zafizeni.

2.1 Zakladni komponenty pocitace

Procesor je zodpovédny za vykonavani instrukeci programu, tj. ¢te instrukce
z pameéti, interpretuje je a provadi odpovidajici operace, jako jsou aritme-
tické vypocty, logické operace nebo prenos dat z hlavni paméti. Procesor se
typicky skladéd z aritmeticko-logické jednotky, kterd provadi aritmetické a lo-
gické operace, tadice, ktery nacéitd a dekdduje instrukce z hlavni paméti, ho-
din, které synchronizuji veskeré operace procesoru generovanim periodického
signalu, a registri, které predstavuji nejrychlejsi pamét pocitace. Data v re-
gistrech jsou procesoru k dispozici v kazdém cyklu CPU hodin, nicméné pocet
registrii je velmi omezeny a s nékterymi z nich mtze programétor pracovat
primo. Procesor vsak také obsahuje programaéatorovi skrytou, tzv. cache pa-
mét, kterd bude popsana v nasledujici kapitole. Procesory dale casto obsahuji
samostatnou jednotku pro vypocty v plovouci radové ¢arce, jednotku pro vek-
torové operace nebo jednotku pro predikci skokt v programu, kterd zvysuje
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vykon procesoru tim, ze umoznuje tzv. spekulativni provadéni instrukci. Mo-
derni procesory pro zvyseni vykonu typicky také implementuji paralelismus na
urovni instrukei, nebot vyuzivaji jak paralelismus v ¢ase (tzv. pipelining), tak
paralelismus v prostoru (superskaldrni zfetézeni). [2, 3, 4]

Hlavni pamét (znamé také pod oznacenim RAM, z angl. random access me-
mory) je ulozisté, ve kterém jsou uloZeny instrukce programu a kam se béhem
jeho béhu ukladaji data programu. Pamét je organizovana jako posloupnost
adresovatelnych jednotek o velikosti 1 bajt, tj. 8 bitd a kazdy bajt ma svou
unikatni fyzickou adresu. Moderni procesory pouzivaji 64-bitovou architekturu
a jsou tedy teoreticky schopné adresovat az 264 bajti, ackoliv redlné imple-
mentace této architektury, jako je x86_ 64, typicky pouzivaji fyzické pamétové
adresy kratsi délky, napt. 48 bith. Hlavni pamét je volatilni, coz znamena,
Ze jeji obsah je pri vypnuti pocitace ztracen. Naproti tomu sekundarni pa-
mét, jako jsou HDD a SSD disky, je nevolatilni a obvykle uchovava operac¢ni
systém, programy a uzivatelskd data. Sekundarni pamét je vsak vyrazné poma-
lejsi oproti hlavni paméti. Zatimco pristupovy c¢as hlavni paméti se pohybuje
v desitkdch nanosekund, v ptripadé SSD disku se jednd o desitky mikrosekund
a u HDD diskt dokonce o jednotky az desitky milisekund. Z téchto davodu
musi byt instrukce programu a data vzdy nejprve nactena ze sekundarni pa-
méti do hlavni paméti pocitace, odkud jsou pak pres adresni a datovou sbérnici
nac¢itana procesorem. [2, 3, 4]

Grafickd a sifova karta pak spole¢né se vstupné-vystupnimi zarizenimi patii
mezi periferni zarizeni.

2.2 Pamétova hierarchie

Rychlost hlavni paméti je vyrazné nizsi nez rychlost CPU. Zatimco procesory
se za poslednich 45 let zrychlily témér milionkrat, hlavni pamét se za stejné
casové obdobi zrychlila o néco vice nez desetkrat. Tento obrovsky rozdil je
znamy jako pamétova propast mezi vykonnosti CPU a RAM. Pamétova pro-
past tvori uzké hrdlo omezujici vypocetni vykon pocitacovych systému a patii
mezi hlavni problémy pocitacové architektury jiz nékolik desetileti. Tato ros-
touci propast pak zpusobuje, Ze procesor ¢asto travi vice ¢asu ¢ekanim na data
nez provadénim potiebnych vypocti. Aby se tento problém zmirnil, vklada se
mezi CPU a hlavni paméf nékolik trovni rychlejsi a mensi paméti, kterd se
oznacuje jako cache pamét. [2, 3, 4]

Cache pamét uchovava kopie dat z hlavni paméti, pricemz zdkladni princip
jeji efektivity spoc¢iva v pozorovani, ze programy veétSinou nepristupuji k po-
lozkam v hlavni paméti ndhodné, ale typicky v daném okamziku pristupuji
jen k malé ¢asti instrukéniho a datového adresového prostoru. Konkrétné pro-
gramy vykazuji vzorce casové a prostorové lokality, které miize cache pamét
efektivné vyuzivat. Casova lokalita oznacuje princip, ze polozky, ke kterym
se pristupovalo nedavno, budou brzy zapotfebi znovu. Podobné prostorova
lokalita znamend, ze polozky, které se nachézeji v paméti pobliz pravé po-
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uzivanych, budou brzy zapotiebi také. Pamétovy systém proto do procesoru
z hlavni paméti nenacitd pouze pozadovanou polozku, ale cely blok po sobé
jdoucich bajtu, a tento blok ulozi do cache paméti procesoru. Na hlavni pa-
mét je proto mozné nahlizet jako na oblast dat rozdélenou na ¢islované bloky
cache paméti. Zatimco velikost hlavni paméti dosahuje desitek gigabajti, cel-
kova velikost cache paméti se pohybuje v jednotkdch nebo nizsich desitkéch
megabajti. Cache pamét je proto schopna v daném okamziku uchovavat velmi
omezeny pocet blokt hlavni paméti. Pokud je cache pamét plna a je zapotrebi
nacist z hlavni paméti novy blok dat, musi se procesor pomoci vhodné stra-
tegie pro nahradu blokt rozhodnout, ktery ze stavajicich blokt cache paméti
vyradit. [2, 3, 4]

Cim je pamét rychlejsi, tim vétsi plochu zabird. Pro procesory to tedy zna-
menad, ze rychlejsi pamét musi mit mensi kapacitu. Procesory tento problém
resi pomoci hierarchie cache paméti, pricemz kazda troven je vétsi a poma-
lejsi nez predchozi. Dnesni procesory vétsinou mivaji nasledujici triaroviiovou

hierarchii. [2, 3, 4]

m [ 1 cache je nejrychlejsi a nejmensi cache pamét. Jeji velikost obvykle do-
sahuje par desitek kilobajtu a na rozdil od vyssich trovni byva rozdélend
na instrukéni (L1i) a datovou (L1d) ¢ast. Ve vicejaddrovych procesorech je
L1 cache pamét replikovana pro kazdé jadro zvlast. [2, 3]

= .2 cache dosahuje velikosti nékolika stovek kilobajti a ve vicejadrovych
procesorech mé kazdé jadro vétsinou opét svou vlastni instanci. [2, 3]

m [.3 cache mé velikost nékolika megabajtii a tato iroven je spole¢nd pro vice
jader procesoru. [2, 3]

Mozné implementace nejnizsich t¥i arovni pamétové hierarchie uvnity pro-
cesoru se ¢tyrmi jadry inspirovaného mikroarchitekturou Intel Nehalem je k vi-
déni na obrézku%.

Kdyz procesor pozaduje data z urcité adresy hlavni paméti, nejprve se
ovéri, zda se pozadovand data nachazeji v cache paméti procesoru. Pokud jsou
pozadovand data jiz nactena v cache paméti, jsou vracena velmi rychle. Na-
piiklad L1 cache pamét je pouze o par jednotek hodinovych cyklt pomalejsi
nez registry procesoru. Pokud pozadovand data v cache paméti nejsou, je po-
treba je nacist z hlavni paméti, coz je z hlediska Casu draha operace, protoze
latence hlavni paméti byva v fadu vyssich desitek hodinovych cyklia. Je tedy
ziejmé, ze ackoli je cache pamét pro programatora transparentni, jeji efektivni
vyuzivani pomoci principti ¢asové a prostorové lokality je naprosto klicové pro
vykon modernich algoritmi, a to obzvlast u vypocetné intenzivnich problém,
jako je nasobeni Fidkych matic. Napiiklad hlavni myslenka algoritmu MAG-
NUS pro paralelni ndsobeni fidkych matic spo¢ivd v dimyslném a komplexnim
vyuzivani cache paméti. [2, 5]
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Sdilena L3 cache

B Obrazek 2.1 Piiklad tritroviové pamétové hierarchie uvniti procesoru. Ilustrace
inspirovana mikroarchitekturou Intel Nehalem. [2]

2.3 Virtualni pamétovy prostor

V predchozi ¢asti bylo popsano, jak programy pristupuji k hlavni paméti za
ucelem nacitani dat a instrukei. Skute¢ny mechanismus, jakym programy inter-
k fyzickym adresam hlavni paméti, ale pracuji s adresami virtualniho paméto-
vého prostoru. Virtualni adresy jsou pak za podpory hardwaru prekladany na
skutecné fyzické adresy. [2]

Bez virtualniho adresového prostoru by nebylo mozné, aby na jednom sys-
tému bézelo vice programt soubézné. Programy by totiz v takovém pripadé
musely védét, kde se v paméti nachézeji ostatni programy, aby nedoslo k ne-
chténému nebo zamérnému zasahu do dat jiného programu nebo dokonce sa-
motného operac¢niho systému. Virtualni pamét tyto problémy tesi tim, ze kaz-
dému programu pridéluje jeho vlastni izolovany virtualni pamétovy prostor.
Teoreticka velikost virtualniho adresového prostoru je vyznamné vyssi nez ve-
likost hlavni paméti. Na 64-bitovych systémech je tato velikost az 264 bajti,
ackoli redlné implementace vétSinou pouzivaji virtudlni adresy kratsi délky,
napt. 48 bith. Kazdy program ma tedy iluzi, ze ma k dispozici velky souvisly
pamétovy prostor, a kdyz je tento program spustén, preklada komponenta pro-
cesoru MMU (memory management unit) kazdou virtudlni adresu na odpovi-
dajici fyzickou adresu v hlavni paméti. Diky tomuto mechanismu oddélenych
virtudlnich pamétovych prostort muze jednotka MMU v souéinnosti s operac-
nim systémem snadno zabranit tomu, aby jeden program pristupoval k fyzické
paméti jiného programu. [2, 6, 7, 8]

Podobné jako je z hlediska cache paméti hlavni pamét rozdélena na bloky,
je i v tomto pripadé virtualni a tim i hlavni pamét rozdélena na bloky, které
se oznacuji jako stranky. Virtualni adresovy prostor je rozdéleny na virtualni
stranky, zatimco fyzickd pamét je rozdélena na fyzické stranky, které se také
nazyvaji ramce. Tento mechanismus strankovani umoznuje presouvani stranek
programu v hlavni paméti nebo jejich odkladani do sekundarni paméti v pii-
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padeé, ze se hlavni pamét zaplni. Virtudlni pamét tedy umoznuje programiim
pouzivat vice paméti, nez je fyzicky k dispozici, tim, ze méné ¢asto pouzivané
stranky jsou uchovavany v sekundarni paméti. MMU pak udrzuje mapovani
mezi virtudlnimi a fyzickymi strankami pomoci tabulky stranek. Pokud chce
program pristoupit k virtudlni adrese, MMU pomoci tabulky stranek urdci,
ktery fyzicky ramec v hlavni paméti odpovidd dané virtualni strance, pripadné
nacte ve spolupraci s opera¢nim systémem odlozenou stranku ze sekundarni
do hlavni paméti, a poté provede preklad na fyzickou adresu. Pokud program
pristupuje na virtuadlni adresu, kterd nespadd do programem alokované ¢ésti
jeho virtualniho adresového prostoru, tj. adrese neodpovida zadny fyzicky ra-
mec v hlavni paméti ani stranka odlozena v sekundéarni paméti, je béh tohoto
programu opera¢nim systémem predc¢asné ukoncen. [2, 6, 7]

Pro ucely této prace je dilezité, ze virtudlni pamétovy prostor je sdileny
mezi vsemi vypocetnimi vlakny daného procesu.

2.4 Operacni systém

Operacni systém (déle také OS) je softwarova vrstva, kterd spravuje hardwa-
rové prostiedky a poskytuje sluzby spusténym programum, tj. je prostiedni-
kem mezi programy a hardwarem pocitacového systému. Operacéni systém tedy
mimo jiné rozhoduje, kterym programtim budou v daném okamziku pridélena
vypocetni jadra CPU, a ve spolupraci s MMU zajistuje spravu virtudlni pameéti
pravé spusténych programd. [6, 7, §]

Zatimco program predstavuje spustitelny binarni soubor, ktery je ulozeny
v sekundarni paméti, proces je konkrétni instanci spustitelného programu.
Jedna se tedy o entitu, které jsou alokovany systémové prostiedky, jako je
virtudlni pamétovy prostor, vlakna, sada otevienych souboru a sitova spojeni.
Procesy jsou vsSak kvuli alokaci systémovych prostiedki pomérné nédkladné
abstrakce. Naproti tomu vlakno je sekvenci vypoctu v ramci jednoho kon-
krétniho procesu, pricemz jadro procesoru je pridélovano konkrétnimu vldknu
a nikoli procesu. Kazdy proces méa implicitné jedno vypocetni hlavni vldkno,
oznacované také jako main vlakno, a dalsi vlakna je pak mozné vytvaret a spra-
vovat prostrednictvim systémovych volani, standardnich knihoven programo-
vacich jazykua (jako je tfida std::thread jazyka C++) nebo externich knihoven
typu OpenMP. Vldkna vytvorend v ramci procesu sdili vétsinu prostredki,
které byly alokovany tomuto procesu, jako je virtualni pamétovy prostor, pri-
stup k soubortm a sitova spojeni. [6, 7, 8]

Vlakna a operacni systém sdili omezeny pocet procesorovych jader vypo-
¢etniho systému, pricemz jedno vldkno miuze byt v daném okamziku zpraco-
vavano jednim jadrem procesoru. Z téchto divodu je nezbytné, aby se vlakna
na vypocetnich jadrech stiidala. Mechanismus, pii kterém se vldkna stiidaji
v pouzivani jader CPU, se nazyva prepinani kontextu. Kontext pfedstavuje
vsSechny potrebné informace, které jsou nezbytné pro opétovné spusténi preru-
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seného vlakna od okamziku jeho preruseni, jako jsou obsahy registri procesoru,
¢itac instrukei, ktery oznacuje, jakou instrukci dané vlakno aktualné provadi,
a ukazatel na zdsobnik, ktery bude popsan pozdéji. [6, 7, 8]

Diky sdileni prostredkt mezi vldkny daného procesu vyzaduje vytvoreni no-
vého vlakna vyrazné nizsi rezii v porovnani s procesem. Také prepinani mezi
vldkny v rdmci stejného procesu je rychlejsi nez prepindni mezi procesy, pro-
toze neni nutné ménit tabulku stranek. Samotna vlakna ziji v iluzi, Ze jsou
spusténa bez preruseni od zacatku vypoctu az do konce. V opera¢nim systému
je vétsinou implementovano nékolik strategii pro prepindni vlaken a vybér
vhodného vldkna, kterému bude umoznéno po urcitou dobu vyuzivat jadro
procesoru poté, co se jadro CPU uvolni. Procesorové jadro se uvolni v pripadé,
ze aktualni vlakno dokoncilo svij vypocet, ¢ekd na vstupné-vystupni operaci
nebo jiz na jadie procesoru vycerpalo svij ¢as, ktery byl vldknu pridélen ope-
racnim systémem. Prepinani kontextu probiha tak, Ze operacni systém ulozi
kontext preruseného vldkna, naplanuje dalsi vlakno, kterému ma byt pridé-
len Cas na jadre procesoru, nastavi kontext tohoto vldkna a obnovi jeho chod
na jadre procesoru. Prostfednictvim prepinani kontextu tak operac¢ni systém
umoznuje zdanlivé soubézny chod vice programt i na jednojadrovém proce-
soru, kdy kazdému vlaknu ptidéli malé casové kvantum, coz vytvari iluzi, ze
vSechna vlakna bézi soubézné, ackoliv jadro procesoru muize v daném okamziku
vyuzivat pouze jedno vlakno. Na vicejadrovych a viceprocesorovych systémech
pak operac¢ni systém koordinuje pridélovani vsech vypocetnich jader vlakntm
bézicich procesu. [6, 7, §]

Pri vytvoreni nového procesu je jeho virtudlni pamétovy prostor usporadan
do nékolika nasledujicich odlisnych oblasti:

m Textovy segment obsahuje spustitelné instrukce programu, tj. zkompilovany
zdrojovy kod.

m Datovy segment uchovava inicializované globélni a statické proménné pro-
gramu.

= BSS segment (z historickych divodu pojmenovany z angl. Block Started by
Symbol) obsahuje neinicializované globalni a statické proménné. VSechny
proménné v tomto regionu jsou po vytvoreni procesu explicitné inicializo-
vany na nulu. [6]

m Halda je oblast pouzivand pro dynamickou alokaci paméti. Halda roste
smérem k vyssim adresdm s tim, jak je alokovidno vice paméti, a zmensuje
se, kdyz se alokovand pamét uvolnuje.

m (Oblast uréend pro knihovny sdilené mezi programy.

m Kazdé vlakno ma svij vlastni zdsobnik, ktery roste smérem k nizsim adre-
sdm. Na zasobnik se ukladaji aktivacni zdznamy (nebo také rdmce), které



Vicejadrové procesory a multiprocesorové systémy

umoznuji volaci a navratovy mechanismus volani funkci a procedur. Ak-
tivaéni zdznam zahrnuje napiiklad lokalni proménné, parametry funkci
a procedur, jejich navratové hodnoty a také navratové adresy. Kdyz vlakno
zavola funkci nebo proceduru, je na zasobnik daného vldkna vlozen novy
ramec, a kdyz se funkce ¢i procedura vrati, je rdmec odstranén. Protoze
kazdé vldkno ma svij vlastni zasobnik, mohou vlakna udrzovat své vlastni
lokalni proménné a volat funkce nezdvisle na sobé. Zasobniky rtiznych vla-
ken jsou umistény v raznych oblastech virtudlniho adresového prostoru
a jsou oddéleny ochrannymi strankami (z angl. guard pages) pro detekci
preteceni maximalni velikosti zédsobniku. [6]

m Horni ¢dst virtualniho adresového prostoru je rezervovana pro jadro ope-
ra¢niho systému, ptricemz do této oblasti nem4 kéd programu pristup. Tuto
oblast vyuzivd operacni systém pro praci se svymi vlastnimi datovymi
strukturami, kdyz dojde k systémovému volani. [6, 8]

Operacni systém také hlida, aby vlakna pristupovala pouze do oblasti vir-
tudlniho pamétového prostoru, které byly radné alokovany. Pokud chce vlakno
napf. pristoupit na adresu, kterda presahuje aktualni velikost zasobniku nebo
haldy, pak takové virtualni adrese nebude odpovidat zadna fyzickad adresa
a cely proces bude z bezpecnostnich divoda predéasné ukoncen, jak bylo vy-
svétleno v kapitole 2.3. Usporadani virtudlniho pamétového prostoru procesu
se tremi vlakny ukazuje obrazek 2.2.

Paralelnim programovanim nad sdilenou paméti se tedy rozumi paralelni
vypocet, kde nékolik vldken prostfednictvim nékolika vypocetnich jader jed-
noho nebo vice procesort spolec¢né pracuje na reseni konkrétniho problému,
pricemz vlakna spolu komunikuji prostrednictvim sdileného virtualniho adre-
sového prostoru. Tato snadnd komunikace prostrednictvim sdilené paméti vsak
s sebou také prindsi synchronizacni problémy, casové zavislé chyby, riziko uvaz-
nuti vldken nebo na vicejadrovych a viceprocesorovych systémech také falesné
sdileni, které bude popsano v dalsi ¢asti. Z téchto duvodu paralelni progra-
movani vyzaduje peclivy navrh vysledného algoritmu a dikladné pouzivani
synchronizac¢nich prostredkt, mezi které patti napriklad zamky, atomické ope-
race nebo bariéry. [6, §]

Pro paralelni nasobeni fidkych matic jsou vsak vlakna vyhodnéjsi nez pro-
cesy, protoze vlakna mohou mezi sebou sdilet vstupni matice a pristup k dalsim
datovym strukturdm bez rezijnich nakladd spojenych s meziprocesovou komu-
nikaci.

2.5 Vicejadrové procesory a multiprocesorové sys-
témy

Po nékolik desetileti se vykon procesort zvysoval predevsim zvySovanim frek-
venci, tj. taktu hodin procesoru, coz s sebou prindselo rychlejsi provadéni in-
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B Obrazek 2.2 Ukézka virtudlniho pamétového prostoru procesu se tfemi vldkny.
Inspirovano ilustracemi z [2].

strukci. Kolem roku 2005 vSak tento pristup narazil na zasadni fyzikalni pro-
blém, ktery se v angli¢tiné oznacuje jako power wall, tedy energeticka propast.
Ukéazalo se, Ze energetickd naroc¢nost roste rychleji nez frekvence procesoru,
a vzhledem k tomu, Ze vétsina této energie se v procesoru preménuje na teplo,
zacaly se naroky na chlazeni zvySovat natolik, Ze se staly nepraktickymi. [2, 3]

Misto zrychlovani frekvence jader proto zacali vyrobci procesora umistovat
vice jader na ¢ip procesoru. Vicejadrovy procesor (v angl. multicore processor)
tedy obsahuje 2, 4, 8 nebo vice nezavislych jader, pficemz tato jadra jsou
schopna vykonavat soubézné svij vlastni proud instrukci. Jak jiz bylo vysveét-
leno v kapitole 2.2, kazdé jadro vétsinou méa svou privatni L1 a L2 cache pa-
mét. L3 cache pamét je pak sdilend mezi jadry procesoru spole¢né s pristupem
k hlavni paméti, coz umoznuje, aby vlakna stejného procesu bézici na ruznych
jadrech spolu mohla komunikovat prostrednictvim sdilené paméti. Procesory,
které jsou uréeny pro vysokou uroven paralelizace na vypocetnich klastrech
(viz. déle) a obsahuji vysoky pocet vypocetnich jader, se nékdy oznacuji jako
mnohojadrové (z angl. manycore processors). [2, 3]

Kromé navysovani vypocetnich jader je mozné zvysit propustnost systému
navysenim pocCtu samotnych procesori, pricemz takové systémy se pak na-
zyvajl multiprocesorové. Tyto systémy se déli na systémy se sdilenou paméti
(z angl. shared memory systems, zkr. SMS) a na systémy s distribuovanou pa-
méti (z angl. distributed memory systems, zkr. DMS). Na multiprocesorovém
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SMS systému bézi jedna instance operac¢niho systému, zatimco DMS systém
se sklada ze samostatnych vypocetnich uzli a kazdy uzel mé svou vlastni in-
stanci opera¢niho systému. Protoze na SMS systému bézi jedna instance ope-
rac¢niho systému, jsou jejich programovacim modelem stejné prostiedky, jaké
byly popsany jiz v kapitole gj, tj. systémové knihovny pro praci s vlakny,
jako napt. POSIX Threads, standardni knihovny programovacich jazykt, jako
napf. std: :thread jazyka C++ nebo externi knihovny typu OpenMP. V DMS
systémech je potieba zajistit komunikaci mezi jednotlivymi vypocetnimi uzly
pomoci mechanismu prijimani a zasilani zprav, pricemz standardem pro pro-
gramovani DMS systémi je MPI (z angl. Message Passing Interface). Oba
pristupy se pak bézné kombinuji, napt. SMS systémy jsou pouzivany jako vy-
pocetni uzly, které jsou vzajemné propojeny rychlymi sitémi s nizkou latenci
do distribuovaného systému, ktery se nazyva vypocetni klastr. U vypocetnich
klastri se pak pouziva MPI pro paralelismus napti¢ uzly a OpenMP pro para-
lelismus uvnitf uzlu. [2, 3]

Multiprocesorové SMS systémy mohou mit sdilenou fyzickou pamét, tj.
hlavni pamét je centralizovana, nebo oddélenou fyzickou pamét, kdy je hlavni
pamét fyzicky rozdélena do nékolika regioni (nebo také uzli), pricemz kazdy
uzel je pridruzen ke specifické podmnoziné procesorti. U SMS systému s od-
délenou fyzickou paméti tedy systém pracuje s virtudlné sdilenou paméti, kdy
kazdy procesor ma svoji lokdlni pamét, ale zaroven muze kazdy procesor pristu-
povat i do jinych pamétovych uzli. Je zfejmé, ze u SMS systémii s oddélenou
fyzickou paméti bude Cas pristupu do paméti rizny, proto se multiproceso-
rové systémy z tohoto hlediska déli na UMA (z angl. uniform memory access)
a NUMA (z angl. non-uniform memory access) systémy. V.UMA systémech
trva pristup do paméti ze vSech procesoru stejné dlouho, zatimco v NUMA
systémech je doba pristupu do paméti rtiznéd pro rizné adresy, tj. pro rtuzna
mista v paméti, protoze zalezi na tom, zda procesor pristupuje ke své lokalni
paméti, nebo k jinému pamétovému uzlu. Kvili vysokym naroktim na propust-
nost pameétové sbérnice jsou vsak UMA systémy Spatné skdlovatelné, proto
UMA systémy obvykle mivaji jednotky nebo nizsi desitky procesorti, a sys-
témy s vysSSim pocétem procesortu pouzivaji architekturu NUMA. Nejbéznéjsim
multiprocesorovym systémem je SMP (z angl. symmetric multiprocessors) sys-
tém, ktery oznacuje multiprocesorovy systém pouzivajici identické procesory
a jedinou centralni sdilenou hlavni pamét. SMP systémy jsou tedy typu UMA
a casto slouzi jako uzly pro vypocetni klastry, které obsahuji stovky az desitky
tisic vypocetnich SMP systému. [2, 3]

Cést méfeni v rdmci této prace bude provadéna na vypocetnich ARM64
uzlech, které jsou soucasti fakultniho klastru ClusterFIT. Kazdy tento uzel
pouziva procesor Fujitsu A64FX a jednd se o SMS vypocetni systém typu
NUMA, ktery disponuje 32GB hlavni paméti a 4 NUMA uzly uvnittr CPU s 12
vypocetnimi jadry na jeden pamétovy uzel, tj. celkem 48 jadry. [9]
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Obsah oblasti

Obsah cache Obsah cache

o g X v hlavni
jadra A jadra B —
0
1 Jadro A ¢te X
2 Jadro B ¢te X 0 0 0
Jadro A uklada 1
3 do X 1 0 1

B Obrazek 2.3 Ukézka problému pamétové koherence. Piekresleno z [&]

2.6 Pamétova koherence a falesné sdileni

V SMS systémech tedy plati, Ze si vypocetni jadra drzi pohled na hlavni pa-
mét optikou své vlastni soukromé nebo lokalni sdilené cache paméti, tj. vice
jader najednou mize mit ulozenou kopii téze pamétové oblasti v bloku své
cache paméti. Pokud jedno z jader tuto oblast prostfednictvim své cache pa-
méti modifikuje, budou mit ostatni jadra ve svych cache pamétich zastaralou
hodnotu. Je proto tfeba zajistit, aby vSechna jadra méla jednotny pohled na
sdilend data, tj. je potieba zabranit situaci, kdy dvé rizna jadra prostiednic-
tvim blokt svych cache paméti vidi dvé rizné hodnoty téze proménné. Ukazka
této situace je k vidéni na obrazku @ [2]

Tato problematika je znamd jako problém pamétové koherence. Forméalni
definice koherence paméfového systému je pomérné komplexni a lze ji nalézt
naptiklad v [@], nicméné neformdlné lze pamétovy systém oznacit jako kohe-
rentni, pokud je zaruceno, ze kazdé Cteni sdilené bunky vrati hodnotu na-
posledy zapsanou do této bunky. K zajisténi koherence se pouzivaji hardwa-
rové koherenc¢ni protokoly, které sleduji a zneplatnuji celé bloky cache paméti.
Koheren¢ni protokoly zarucuji, ze pokud jedno jadro modifikuje pamétovou
oblast prostiednictvim bloku své cache paméti, pak jsou cache bloky odpovi-
dajici této oblasti v hlavni paméti zneplatnény v ostatnich jadrech, ktera jsou
timto krokem prinucena znovu nacist aktualizovany blok z hlavni paméti. Mezi
nejrozifiendji koherenén{ protokoly patii MESI, MESIF a MOESL [2, 3]

Problém, ktery tzce souvisi s paméfovou koherenci a mize mit vyznamny
negativni vliv na vykon paralelnich algoritmi, je falesné sdileni. Falesné sdileni
nastava, kdyz riznd vlakna zapisuji sice na rtizné adresy pamétového prostoru,
avsak tyto adresy jsou natolik blizké, ze jsou mapovany do stejného bloku cache
paméti, ackoliv vlakna zadna data nesdileji. Pokud vldkna pfistupuji k riz-
nym proménnym, které jsou vSak mapovany do stejného cache bloku, a jedno
z vlaken aktualizuje hodnotu své proménné, automaticky tim prostirednictvim
koherenc¢niho protokolu zneplatni cache bloky ostatnich jader. Pro paralelni
algoritmy je to jeden z klicovych problémi, protoze ackoliv mtize byt paralelni
algoritmus navrzeny tak, aby vypocetni vlakna pracovala v disjunktnich oblas-
tech sdilené paméti, mohou vlakna vzajemnym opakovanym zneplatnovanim
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svych cache bloki zcela eliminovat rychlostni efekt cache paméti, zptsobit ¢as-
tecnou serializaci paralelniho vypocétu a vyrazné tak degradovat vykon celého
programu. ReSenim tohoto problému je zajistit, aby vlikna pracovala v dis-
junktnich cache blocich, ¢ehoz se docili zarovnédnim dat na velikost cache bloku
a rozdélenim vypoctu mezi vldkna po jednotlivych cache blocich. [, B]



Kapitola 3

Prostredi pro paralelni
programovani

Tato kapitola se zabjvd programovdanim wvicevldknovijch aplikact, posky-
tuje prehled béznich prostredi pro paralelni programovani a jejich vlast-
nosti. Detailnéji je pak popsdano vicevldknovému programovdni v jazyce C++
a knihovné OpenMP.

Paralelni programovani se zabyva vyjadienim vypoc¢tu zpusobem, ktery umoz-
nuje soubézné provadéni dil¢ich kol na vice vypocetnich jednotkach. Pro
paralelni vypocet je klicové, zda pro dany problém existuje vyuzitelnd moz-
nost soubézného zpracovani. Tedy je nutné, aby byl dany problém rozlozitelny
na diléi podproblémy, které lze provadét soubézné. Toto rozlozeni na podpro-
blémy vsak musi byt vyuzitelné, tj. musi existovat zpusob, jak strukturovat
zdrojovy kod programu, aby bylo mozné podproblémy namapovat na vypo-
Cetni jednotky a zajistit spravnou koordinaci mezi nimi. [10]

Prostredi pro paralelni programovani poskytuje zakladni nastroje a apli-
kacni programovaci rozhrani (z angl. application programming interface, zkr.
APT) potiebna k vytvoreni paralelniho programu. Tato prace se zabyva paralel-
nim programovanim nad sdilenou paméti, tj. vicevldknovym programovanim.
Existuje pomérné mnoho prostiedi pro paralelni programovani systémi se sdi-
lenou paméti, tabulku s kompletnim piehledem téchto prostfedi z poloviny
devadesatych let lze nalézt napt. v [10]. Pro ucely tohoto textu jsou dilezitd
t¥i prostiedi paralelniho programovani.

POSIX Threads API, nebo také Pthreads, je nizkotroviové prostiedi pa-
ralelniho programovani v jazyce C. Jednd se o zakladni knihovnu vldken pro
operac¢ni systémy typu Unix (jako jsou Linux a macOS). Tato knihovna posky-
tuje velmi jemnou kontrolu pro spravu vldken a synchronizac¢nich prostredk.
Protoze se vsak jednd o nizkou troven abstrakce, jsou programy pouzivajici
toto prostredi velmi nachylné k chybam, proto neni vhodnou volbou pro vé-
decké vypocty, kde je klicova pfehlednost a srozumitelnost zdrojového kédu.
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Programovaci jazyk C++ prosel v poslednich 15 letech vyznamnym vyvo-
jem, aby vyhovél pozadavkim vicejadrovych a multiprocesorovych vypocet-
nich systémi. Pred verzi C++11 bylo nutné vyuzit prostiedi paralelniho pro-
gramovani specifického pro konkrétni platformu, jako jsou Pthreads pro Uni-
xové systémy a Windows Threading Library pro operacni systémy Windows.
Od verze C++11 poskytuje standardni knihovna jazyka C++ platformové neza-
visly a objektoveé orientovany zpiisob prace s vlakny vcetné zakladnich synchro-
nizacnich prostredkt. V C++17 pribyly paralelni verze algoritmt z knihovny
STL (v angl. Standard Template Library), a ve verzi C++20 pak ptibyly pokro-
Cilé synchroniza¢ni prostredky a nova tiida pro praci s vlakny, ktera spliuje
principy RAII (zkr. pro resource acquisition is initialization). [11]

Vicevlaknové programovani v C++ jiz neni tolik nizkotiroviové, jako je tomu
napriklad v knihovné Pthreads, avSsak stile muze byt potieba provést velké
zmény ve zdrojovém koédu sekvencniho algoritmu, aby byl prepsan na para-
lelni verzi. Naproti tomu knihovna OpenMP poskytuje vysokou uroven abs-
trakce pro paralelni programovani a umoznuje paralelizaci sekvenc¢niho algo-
ritmu s pomérné malym mnozstvim zmén ve zdrojovém kodu. Vétsina funkcio-
nalit OpenMP je dostupnd prostiednictvim direktiv pro prekladac, zbylé funk-
cionality jsou pak ptistupné prostrednictvim knihovnich funkci. Diky své jed-
noduchosti a moznosti inkrementalniho pridavani paralelniho kédu se na konci
devadesatych let stalo OpenMP dominantni volbou pro programovani systémi
se sdilenou paméti. [10]

Protoze se tato prace zabyva porovnanim paraleliza¢nich pristupti pomoci
C++ a OpenMP, budou obé tato prostredi paralelniho programovani podrobnéji
popséana.

3.1 Paralelni programovani v C++

Vyvoj pocitacové architektury smérem k vicejadrovym a multiprocesorovym
systémum zasadné zménil zpusob, jakym musi byt navrzen software, aby dosahl
dobrého vykonu. Jazyk C++ na tuto zménu reagoval postupnym zaviadénim
komplexnich nastroji pro paralelni programovani od zakladnich funkcionalit
uvedenych ve verzi C++11 po pokrocilé synchronizacni prostifedky dostupné
ve verzi C++20.

3.1.1 Pamétovy model

Pred verzi C++11 se standard jazyka C++ nezabyval vicevlaknovym progra-
movanim a paralelni programovani bylo prenechano rozsitenim specifickym
pro danou platformu, jako je knihovna Pthreads pro Unixové systémy nebo
Windows Threading Library pro opera¢ni systémy Windows. Protoze C++11
prineslo podporu pro vicevldknové programovani, bylo nutné zavést pamétovy
model, ktery formalné definuje, jak se chovaji soubézné operace nad sdilenou
paméti a jak jsou tyto operace usporaddany mezi vldkny. [11, 12]
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Pamétovy model jazyka C++ je zalozen na konceptu pamétovych oblasti
a operacich, které k témto oblastem pristupuji. Pamétova oblast je objekt ska-
larniho typu (aritmeticky typ, typ ukazatele, vi¢tovy typ a std: :nullptr_t),
nebo nejvétsi souvisla posloupnost bitovych pozic nenulové délky. Kazdé éteni
nebo zapis je pak pamétovou operaci, kterd se vykonava nad specifickou pa-
meétovou oblasti. [11]

Pro urceni vysledku situace, kdy dvé vlakna soucasné pristupuji ke stejné
pamétové oblasti, pouzivd pamétovy model C++ pojem cCasové zavislé chyby
(v angl. data race nebo také race condition). Pokud dvé vldkna soubézné pri-
stupuji ke stejné pamétové oblasti, alespon jedno z téchto vldken chce danou
pamétovou oblast modifikovat a plati obé nasledujici podminky:

1. dand pamétova oblast neni modifikovana atomickou operaci (viz. );

2. pristupy vlaken nejsou v tzv. happens-before relaci (viz. déle),

pak takovy program obsahuje ¢asové zavislou chybu a chovani tohoto pro-
gramu neni definovano. Je potreba zminit, Ze pojem ¢asové zavislé chyby se sice
opird o termin soubézného pristupu vldken, avsak formalni definovani této sou-
béznosti neni trividlni dloha. [11, 12]

Protoze pamétovy model jazyka C++ povazuje casové zavislé chyby za ne-
definované chovani, mtuze kompilator predpokladat, Ze se v programu zadné
takové chyby nevyskytuji a provadét silné optimalizace zdrojového kédu, jako
je napr. preusporadani provedeni operaci. Za ticelem zvyseni vykonu programu
muze operace preskupovat kompilator, optimalizator i hardwarovy planovac in-
strukci v CPU. Aby existovaly urcité zaruky, na které se lze pres vSechny tyto
optimalizace spolehnout, definuje pamétovy model jazyka C++ dva koncepty,
které programétorovi poskytuji kontrolu nad preusporadanim operaci. [11, 12]

Prvnim timto konceptem jsou happens-before relace. Tato relace mezi ope-
racemi A a B zarucuje, Ze vsechny efekty operace A jsou viditelné pro operaci
B. Relace happens-before se sklada ze dvou druhu nasledujicich relaci:

m Relace sequenced-before urcuje, které operace v ramci téhoz vldkna nesméji
byt preusporadédny. [11]

m Relace synchronizes-with zarucuje poradi provedeni urcitych operaci mezi
jednotlivymi vlakny. Do této relace patii napriklad nasledujici operace:

= Operace vytvoreni nového vlikna se provede pfed provedenim prvni
operace v tomto nové vytvoreném vldkné. [11]

= Posledni operace v daném vlakné se provede predtim, nez se vrati volani
metody join (viz. 3.1.2) ve vlakné, které toto vldkno vytvorilo. [11]

= Operace uvolnéni zdmku (viz. 3.1.3) v jednom vlakné se provede pied-
tim, nez se provede operace ziskani zdmku v jiném vldkné. [11]
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Relace happens-before je tranzitivni, tj. pokud A je v relaci s B a B je
v relaci s C, pak je i operace A v relaci s operaci C. [11]

Druhy koncept, ktery poskytuje kontrolu nad preusporadanim instrukci, je
vyctovy typ std: :memory_order. Pomoci tohoto typu je mozné urcit poradi,
v jakém budou operace ¢teni a zapisu v jednom vladkné viditelné pro ostatni
vldkna. Tato moznost kontroly nad pfeusporadanim operaci je unikatni pro
jazyk C++ a neni dostupnéd v pamétovém modelu jazyku C# nebo Java. [11]

Pro pochopeni téchto usporadani je klicové, ze nastaveni daného uspora-
déni se vztahuje na poradi paméfovych operaci v jednom konkrétnim vlakné,
tj. nastaveni daného uspotradani v jednom vladkné neovliviuje poradi operaci
v ostatnich vldknech. [11] Existuje celkem Sest nasledujicich usporadani:

m memory_order_seq_cst: Model sekvencéni konzistence, tj. je zaruceno, ze
existuje jedno sekvencni poradi vsech pamétovych operaci v daném vlakné,
které je konzistentni s poradim téchto operaci ve zdrojovém kédu a je
pozorovatelné pro vSechna ostatni vypocetni vlakna. Toto je pro atomické
datové typy vychozi usporadéni. [11, 12]

m memory_order_relaxed: Neni zaruceno zadné usporadani, tj. vlakno muze
pozorovat pamétové operace s memory_order_relaxed usporadanim z ji-
ného vlédkna v jakémkoliv poradi. [11, 12]

= memory_order_release: Zarucuje, ze zadné operace pro ¢teni a zapis v ak-
tudlnim vlakné nesmi byt preskupeny po zapisu s memory_order_release
usporadanim. Tedy plati, Ze pokud jind vypocetni vlakna vidi vysledek
zapisu s usporddanim memory_order_release, pak zarucené vidi i efekty
veskerych predchozich pamétovych operaci z daného vldkna. [11]

= memory_order_acquire: Zarucuje, ze zadné operace pro ¢teni a zapis v ak-
tudlnim vldkné nesmi byt preskupeny pred ¢tenim s timto pamétovym
usporadanim. [11, 12]

= memory_order_consume: Toto usporadani je volnéjsi formou usporadani
predchoziho. U operace s memory_order_consume usporadanim vsSechna
ostatni vladkna vidi efekty této operace pred efekty jakékoliv nésledujici
pamétové operace, avSsak s vyjimkou toho, ze efekty, které nejsou zavislé
na hodnoté operace s memory_order_consume usporddanim, mohou nastat
jesté pred touto operaci. [12]

m memory_order_acq_rel: Toto usporddani kombinuje sémantiku uspora-
déni memory_order_acquire a memory_order_release. [11]

Pamétovy model jazyka C++ je velice komplexni a hluboké téma, které
presahuje rozsah této prace. AvSak vice o pamétovém modelu jazyka C++ se
lze do¢ist napr. v [11] nebo [12].
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3.1.2 Sprava vlaken

Vypocet, ktery muze byt potencidlné provadén soubézné s jinymi vypocty,
se nazyvé tloha. VIdkno je systémovou reprezentaci tlohy v programu. Uloha,
kterda mé byt spusténa soubézné s jinymi tlohami, se spusti vytvorenim in-
stance tiidy std: :thread s danou tlohou jako argumentem konstruktoru této
t¥idy. Uloha muize byt reprezentovéna jako funkce, funkéni objekt nebo lambda
funkee. [11, 12]

Zivotnost vytvoreného vlikna konéi s vykonanim tlohy, kterd mu byla
predana, pricemz na kazdém std: :thread objektu musi byt zavolana metoda
join nebo detach pred tim, nez dojde k jeho destrukci. Volani join je blo-
kujici, dokud volané vldkno nedokon¢i svij vypocet. Volani detach oddéluje
vypocet daného vldkna od jeho std: : thread objektu, ¢imz mu umoziuje pro-
vadét svij vypocet nezavisle na vlakné, které jej vytvorilo. V pripadé odpojeni
vlakna pomoci volani detach se vSak muze stat, ze hlavni vlakno dokonc¢i svij
vypocet diive nez toto odpojené vldkno. Pokud na objektu vytvoreného vldkna
neni zadné z téchto dvou metod zavolana pred jeho destrukci, pak je v destruk-
toru tohoto vldkna automaticky ukoncen cely program prostiednictvim volani
std::terminate. [11, 12]

Proménna, kterd je oznacena jako thread_local, je vlastnéna danym vlak-
nem, tj. kazdé vlakno ma svou vlastni instanci této proménné. Je vSak nutné si
uvédomit, ze ackoliv je takova proménna v daném vlakné nepristupna pro zbyla
vlakna, mohou ostatni vlakna k této proménné pristoupit v pripadé, ze vlakno,
které tuto proménnou vlastni, poskytne jeji adresu prostrednictvim ukazatele,
nebot virtualni pamétovy prostor procesu je sdileny mezi vSemi vypocetnimi
vldkny (viz. 2.3). Priklad pouziti vldken ukazuje vypis 3.1. [12]

Ve verzi C++20 pfibyla tfida std:: jthread, kterd pfinasi dvé zasadni vy-
lepseni. Prvnim vylepsenim je, ze v destruktoru této tridy je automaticky za-
voldna metoda join, takze jiz neni potfeba ji na tomto objektu volat expli-
citné. Tim tato tfida splnuje princip RAII, ktery rika, ze zivotnost objektu je
svazana s rozsahem platnosti jeho proménné, tj. kdyz skonci rozsah platnosti
proménné, musi byt v jejim destruktoru uvolnén zdroj, ktery tato proménna
spravuje. Diky tomuto mechanismu je na objektu této tiidy zavoldna metoda
join i v piipadé, Ze béhem vypoctu nastane vyjimka. [11]

Druhym vylepSenim je moznost kooperativniho ukonceni vypoctu vldkna.
Nasilné ukonceni vlakna neni bezpec¢né, protoze nemusi byt zndm stav vypo-
¢tu tohoto vldkna. Konstruktor tfidy std: : jthread umoznuje piijmout funkci,
kterd jako prvni argument prijimé objekt typu std::stop_token. Prostied-
nictvim tohoto objektu muze vlakno ovérovat, jestli bylo pozadano o zastaveni
a bezpecné tak ukoncit svij vypocet. [11]
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3.1.3 Vzajemné vylouceni

Trida std: :mutex nabizi zajisténi vzadjemného vylouceni. Jednd se tedy o typ
zamku, ktery zarucuje, ze ke kritické sekci bude mit pristup vzdy pouze jedno
vldkno. Uzamknuti se provadi blokujici operaci lock, jeji neblokujici varianta
je try_lock. Uvolnéni zdmku se pak provadi metodou unlock. [11] Dalsimi
typy zamka jsou:

= std::recursive_mutex: Tento zdmek umoznuje danému vldknu zamknout
objekt vice nez jednou. Tento zdmek zistava zamceny, dokud neni odemcen
tolikrat, kolikrat byl uzamdcen. [11]

m std::timed_mutex: Tato tfida umoznuje pomoci operaci try_lock_for
a try_lock_until blokovat vldkno pfi pokusu o ziskani zdmku pouze po
urcitou dobu. Pokud se vldknu nepodari zamek ziskat ve stanoveném ca-
sovém limitu, tak se pokus o ziskdni zdmku ukonéi. [11]

m std::recursive_timed_mutex: Tato trida kombinuje vlastnosti predcho-
zich dvou zadmka.

m std::shared_timed_mutex: Tato tfida byla pridana ve verzi C++14 a po-
skytuje moznost pouzit instanci této tiidy pro exkluzivni i sdilené zamy-
kani. Jedno vldkno muze objekt uzamknout exkluzivné pro ucely modifi-
kace dat, zatimco vice vldken miize zamknout objekt pro soubézné cteni
dat. Zaroven tato tiida umoznuje podobné jako jako std::timed_mutex
zamykéni s ¢asovymi intervaly. [11]

= std::shared_mutex: Tato t¥ida pribyla ve verzi C++17 a poskytuje stejnou
funkcionalitu jako predchozi, avSsak bez podpory casového limitu pokusu
o ziskani zamku. [11]

Rué¢ni zamykani a odemykani objektt zajistujici vzdjemné vylouceni je vSak
nachylné k chybdm typu uvaznuti (v angl. deadlock), kdy jedno nebo vice
vldken c¢ekd na uvolnéni zamku, ktery vSak napt. pokud nastane vyjimka ni-
kdy nebude uvolnén. Z téchto divodia C++ poskytuje tridy pro automatickou
spravu zamk, které riziko uvaznuti vyznamné snizuji. Tyto tiidy splnuji prin-
cip RAII, nebot zadmek si privlastiuji a ptipadné jej rovnou zamykaji v kon-
struktoru a automaticky jej uvolnuji ve svém destruktoru. [11] Mezi tyto tiidy
patri:

m std::lock_guard: Tato tfida poskytuje zdkladni funkcionalitu pro auto-
matickou spravu zamku, tj. uzamknuti zadmku v konstruktoru a jeho uvol-
néni ve svém destruktoru. [11]

= std::unique_lock: Oproti std::lock_guard poskytuje tato tiida rozsi-
fenou funkcionalitu, jako je napr. odlozené uzamknuti ziskaného zamku,
manualni zamykani a odemykani nebo presunuti vlastnictvi zamku pro-
stfednictvim move sémantiky. [11]
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m std::shared_lock: Tato tfida je dostupnd od C++14 a poskytuje automa-
tickou spravu zadmkt std::shared_timed_mutex a std::shared mutex
pro ziskéni sdileného pristupu ke kritické sekci mezi vice vlakny. [11]

m std::scoped_lock: Od C++11 je k dispozici funkce std: :1lock, prostied-
nictvim které je mozné uzamknout dva a vice zamku atomicky pomoci
algoritmu pro zabrdnéni uvaznuti. Tiida std::scoped_lock, ktera je do-
stupna od C++17, pak kombinuje tuto funkcionalitu s automatickou spra-
vou zamku. [11]

Priklad pouziti vzdjemného vylouceni ukazuje vypis @ Tento vypis zé-
roven demonstruje rozdilné pouziti tiid pro automatickou spravu zamki. Pro
odesilatele notifikace je postacujici std: : lock_guard, nebot je zdmek zamknut
a odemknut pouze jedenkrat. Avsak prijemce musi pouZzit std: :unique_lock,
protoze muze zamek uzamknout a odemknout vicekrat. [11]

3.1.4 Atomické typy

Atomicky typ je specializace Sablony std: :atomic<T>. Operace nad atomic-
kym datovym typem je nedélitelnd, tj. je provedena jednim vldknem bez pieru-
seni od ostatnich vldken. U vétsiny implementaci navic plati, ze pro aritmetické
typy a typ ukazatele jsou vSechny atomické operace nad témito typy imple-
mentovany bez zdmku. Operace load a store slouzi k nacitani a ukladani
hodnoty do atomické proménné a soucasné umoznuji zvolit jedno z paméto-
vych usporadani, ktera byla popsdna v ’3171 Od C++20 atomické typy také
umoznuji blokovat dané vldkno volanim metody wait, dokud hodnota ato-
mické proménné neni rovna pozadované hodnoté, a notifikovat ostatni vldkna
pfi zméné hodnoty této proménné pomoci metod notify_one a notify_all.
Tato funkcionalita je velmi podobna podminénym proménnym, které jsou po-
psany v kapitole . [11, 12]

C++20 pridalo moznost pouzivat atomické chytré ukazatele. Chytry uka-
zatel std::shared_ptr se skldda z ridiciho bloku a z ukazatele, ktery spra-
vuje. Ridici blok je bezpeény pro soubézny pifstup vice vldken, tj. operace
s Citac¢em pocitanych referenci jsou atomické a soucasné je zaruceno, ze spra-
vovany objekt bude uvolnén pravé jednou. Nicméné pristup k samotnému spra-
vovanému ukazateli jiz neni bezpecény pro soubézny pristup. Z téchto diuvodua
ve standardu C++20 pfibyly atomické chytré ukazatele v podobé specializaci
std::atomic<std::shared_ptr> a std::atomic<std::weak_ptr>. [11]

Ve verzi C++20 byly také uvedeny atomické reference std::atomic_ref.
Tato tiida umoznuje aplikovat atomické operace na referencovany objekt, proto
soubézné zapisy a ¢teni na tomto objektu nepredstavuji ¢asoveé zavislou chybu.
Je vsak nutné, aby zivotnost referencovaného objektu prekracovala zivotnost
instance std::atomic_ref. Navic, pokud je pro pristup k objektu pouzitd
atomicka reference, vSechny ostatni pristupy k objektu musi taktéz pouzit
atomickou referenci. [11]
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3.1.5 Podminéné proménné

Podminéné proménné std::condition_variable se pouzivaji ke spravé ko-
munikace mezi jednotlivymi vldkny. V1dkno muze cekat (byt blokovdno) na
podminéné proménné volanim metody wait, dokud nebude splnéna urcitd
podminka. Metoda wait podminéné proménné ocekava jako prvni argument
objekt typu std::unique_lock<std::mutex>. Existuje také pretizena vari-
anta, kterd jako druhy argument prijima predikat reprezentujici podminku,
ktera se mé pri ¢ekani nebo po probuzeni ovérovat. Podminéna proménnd tak
predstavuje efektivnéjsi alternativu k aktivnimu cekani, které zbytecné plytva
systémovymi prostiedky. Prostfednictvim podminéné proménné si tedy mohou
jednotliva vlakna posilat notifikace pomoci volani notify_one, které probudi
pravé jedno cekajici vlakno, nebo notify_all, které probudi vSechna cekajici
vldkna. [11, 12]

Pouzivani podminénych proménnych je nachylné ke ztracenému probuzeni
(v angl. lost wakeup) a falesnému probuzeni (v angl. spurious wakeup). Ztra-
cené probuzeni nastava v pripadé, ze odesilatel odesle notifikaci dfive, nez se
prijemce dostane do stavu ¢ekani na notifikaci. Tento jev lze vsak Tesit meto-
dou cekéani s predikatem. Falesné probuzeni nastava, kdyz je c¢ekajici vlakno
probuzeno, ackoliv notifikace nebyla zadnym jinym vldknem odeslana. Toto
chovani lze pozorovat na nékterych systémech, které povoluji falesné probu-
zeni za Gcelem snazsi implementace podminénych proménnych. [12]

Priklad pouziti podminéné proménné ukazuje vypis kédu 3.1. V této ukazce
musi pfijemce pouzit std: :unique_lock nejen proto, ze zdmek muze piijemce
uzamknout a odemknout vicekrdt, pokud se k podminéné proménné dostane
drive nez odesilatel notifikace, ale také kvuli riziku falesného probuzeni. [11]

3.1.6 Paralelni algoritmy v STL

C++17 prineslo vyznamné vylepseni v podobé moznosti paralelizace vétsiny al-
goritmu ze standardni knihovny STL. Od této verze je mozné algoritmy spous-
tét s tzv. zpusobem provadéni (z angl. execution policy), coz umoznuje para-
lelizaci existujicich feseni s miniméalnimi zménami ve zdrojovém kédu. Pomoci
zpusobu provadéni 1ze urcit, zda se ma dany algoritmus spustit sekvencné, pa-
ralelné nebo paralelné s vektorizaci. [11, 13] Hlavickovy soubor <execution>
definuje celkem Ctyfi zpusoby provadéni:

m std::execution: :seq: Sekvencni spusténi v jednom vldkné, které je ekvi-
valentni tradi¢nimu spusténi daného algoritmu. [13]

= std::execution::par: Povoluje paralelni spusténi algoritmu ve vice vy-
pocetnich vlaknech. [13]

m std::execution::par_unseq: Povoluje paralelni spusténi algoritmu ve
vice vlaknech, pricemz vypocet miize byt vektorizovan, tj. zpracovavat vice
datovych polozek soubézné. [13]
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#include <iostream>

#include <condition_variable>
#include <mutex>

#include <thread>

std::mutex mutex_;
std::condition_variable condVar;
bool dataReady{falsel};

void doTheWork () {
std::cout << "Processing shared data." << std::endl;

}

void waitingForWork () {
std::cout << "Worker: Waiting for work." << std::endl;
std::unique_lock<std::mutex> lck(mutex_);
condVar.wait(lck, []J{ return dataReady; 1});
doTheWork () ;
std::cout << "Work done." << std::endl;

3

void setDataReady () {
{
std::lock_guard<std::mutex> lck(mutex_);
dataReady = true;

b
std::cout << "Sender: Data is ready." << std::endl;
condVar.notify_one ();

3

int main() {

std::thread til(waitingForWork);
std::thread t2(setDataReady);

tl.join();
t2.join();

return O;

3

B Vypis kédu 3.1 Ukédzka pouziti vladken, zdmku a podminéné proménné. Zdrojovy
kéd prevzat z [11].
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m std::execution: :unseq: Tato moznost byla ptidana v C++20 a povoluje
vektorizovany vypocet, avsak bez paralelizace ve vice vlaknech. [13]

Je dilezité poznamenat, ze specifikovanim zplisobu provadéni neni zaru-
¢eno, ze dany algoritmus skutecné bude proveden paralelné. Programétor timto
zpusobem pouze vyjadruje, ze uprednostnuje, aby byl algoritmus spustén para-
lelné. Nicméné algoritmus muze byt spustén sekvencné, pokud hardware tento
zpusob provadéni nepodporuje, nebo pokud se implementace ze strategickych
divod rozhodne pro sekvenc¢ni spusténi, napf. protoze zatéz vsech vypocet-
nich jader je jesté pred spusténim daného algoritmu prilis vysoka. [11, 13]

Od verze C++17 je paralelni spusténi podporovano v 69 algoritmech z STL
a 8 novych algoritmu, které podporuji paralelni vypocet, bylo pridano. Algorit-
mus std: :for_each aplikuje unarni funkci na kazdy prvek z daného rozsahu,
std: :for_each_n pak aplikuje unarni funkci na prvnich n prvkia od zacatku
poskytnutého rozsahu. Algoritmus redukce std::reduce poskytuje alterna-
tivu k std::accumulate, kterd nezarucuje poradi vyhodnocovani zleva do-
prava. Kvili paralelnimu provadéni algoritmus redukce vyzaduje, aby poskyt-
nutd operace byla asociativni i komutativni. Operace std: :transform_reduce
kombinuje funkcionalitu algoritmil std::transform a std::reduce, tj. nej-
prve pouzije poskytnutou unarni funkci na dany rozsah, ptip. binarni funkci
na dva rozsahy, a na tento vysledny rozsah pak aplikuje redukci. Operace
std: :transform_reduce proto reprezentuje implementaci znamého algoritmu
MapReduce. Dalsi dva algoritmy pak implementuji prefixové soucty, konkrétné
std::inclusive_scan implementuje inkluzivni prefixovy soucet a operace
std: :exclusive_scan exkluzivni prefixovy soucet. Ze stejnych divodu jako
v pripadé paralelni redukce vyzaduji oba tyto algoritmy, aby poskytnuta bi-
narni operace byla asociativni. Posledni dva algoritmy pridané v C++17 jsou
std::transform_inclusive_scan a std::transform_exclusive_scan, jez
kombinuji funkcionalitu transformace a prefixového sou¢tu.[11]

3.1.7 Pokrocilé synchronizacni prostredky

C++20 pridalo moznost pouzivat pokrocilé synchroniza¢ni prostredky, kon-
krétné byly priddny zavory, bariéry a semafory. Zavora std: :latch je jedno-
razovy synchronizacni prostredek, ktery umoznuje vlakntim cekat tak dlouho,
dokud c¢ita¢ nedosdhne nuly. Po nastaveni pocateéni hodnoty citace mohou
ruznd vlakna atomicky snizovat tuto hodnotu, pricemz kdyz ¢ita¢ dosdhne
nuly, tak vSechna vldkna, kterd na zavofe c¢ekaji, jsou probuzena a pokracuji
ve vypoctu. Zavoru nelze pouzit opakované, nebot jakmile ¢ita¢ dosdhne nuly,
tak se jiz neresetuje na ptuvodni hodnotu. [11, 13]

Bariéra std: :barrier rozsiruje funkcionalitu zavory. Zaprvé je mozné ba-
riéru pouzivat opakované, nebot po snizeni ¢itace na nulu a probuzeni ceka-
jicich vlaken je ¢ita¢ resetovan na puvodni hodnotu. Tato opakovand pouziti
bariéry se také oznacuji jako faze. Zadruhé je mozné snizit hodnotu ¢itace pro
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soucasnou a zaroven i pristi fazi bariéry. Déle bariéra umoznuje na konci kazdé
faze spusténi funkce, kterd byla bariére predana v jejim konstruktoru. Kdyz
¢itac¢ bariéry dosdhne nulové hodnoty, je jedno z ¢ekajicich vldken probuzeno,
aby tuto funkci vykonalo. Teprve poté, co probuzené vldkno tspésné dokonci
provadéni této funkce, jsou probuzena i ostatni cekajici vldkna a vsem témto
vldknum je pak povoleno pokracovat ve vypoctu. [11, 13]

Poslednim synchroniza¢nim prostiedkem, ktery je dostupny od C++20, jsou
semafory’. Semafor je synchronizaéni mechanismus, ktery se pouziva k fizeni
soubézného pristupu k omezenému poctu vypocetnich prostredki. Konstruk-
tor semaforu std::counting_semaphore pfijimé pocatecni hodnotu citace,
pricemz vldkno, které chce semafor ziskat volanim acquire, hodnotu citace
atomicky snizi, nebo je zablokovano, pokud ¢ita¢ dosahl nulové hodnoty. Volani
metody release hodnotu ¢itace semaforu naopak atomicky zvysuje, pripadné
toto volani probudi jedno z ¢ekajicich vlaken. TTida std: :binary_semaphore
ma jako maximalni hodnotu internfho ¢itace jednicku, proto je tento semafor
mozné vyuzit také jako zamek, ovSem s vyhodou, Ze vldkno uvolnujici semafor
nemusi byt stejné vldkno, které semafor predtim ziskalo. [11, 13]

3.1.8 Asynchronni programovani

C++11 prineslo podporu pro asynchronni programovani, znamé z jinych progra-
movacich jazykid, prostiednictvim funkéni Sablony std::async, kterd umoz-
nuje vytvorit tzv. tlohu (z angl. task). Zatimco vldkna vyzaduji pro komunikaci
sdilené proménné, které musi byt chranény zamkem, tloha komunikuje pro-
strednictvim datového kanalu bez explicitniho pouziti zdmku. Koncové body
tohoto datového kandlu se nazyvaji std::promise a std::future, ktery je
navratovou hodnotou voldni std::async. Objekt std::future reprezentuje
hodnotu, kterda bude k dispozici v budoucnu, a std: :promise poskytuje me-
chanismus pro nastaveni této hodnoty. Metoda get objektu std: :future za-
blokuje volajici vlakno, dokud nebude vysledek tlohy k dispozici. Vyhodou to-
hoto pristupu je automaticka propagace vyjimek, tj. do objektu std: :promise
je mozné ulozit jak vysledek tspésného vypoctu, tak i vyjimku, kterd je pak
automaticky propagovana do vyzvednuti vysledku pii volani metody get na
std: :future. Ilustraci tohoto datového kanalu ukazuje obrazek 3.1 [11, 12]
Zatimco std: :thread explicitné vytvori nové vldkno, které ma zpracovavat
zadanou funkci, tloha std: :async muze potencidlné byt spusténa v separat-
nim vldkné. Runtime jazyka C++ rozhodne, zda ma byt tloha spusténa ve
stejném, nebo v separatnim vlakné, pricemz toto rozhodnuti mize zaviset na
poc¢tu dostupnych jader CPU nebo aktualnim zatizeni vypocetniho systému.
Alternativné je mozné specifikovat, zda ma byt tloha spusténa v novém nebo
ve stavajicim vldkné pomoci politiky spusténi. Politika std::launch: :async
zarucuje spusténi v novém vlakné, zatimco std: :launch: :deferred odklada

"Koncept semaforu vynalezl v roce 1965 Edsger W. Dijkstra. [11]
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B Obrazek 3.1 Uloha jako datovy kandl mezi dvéma komunikaénimi body.
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spusténi vypoctu az do okamziku, kdy je na std::future zavolano vyzved-
nuti vysledku, ¢imz je dana uloha spusténa synchronné ve volajicim vlakné.
Protoze tloha mize byt spusténa ve stejném nebo separatnim vlakné, tak
i oba koncové body datového kandlu std::promise a std::future mohou
existovat v jednom nebo ve dvou riznych vlaknech. Pokud je potfeba oddé-
lit vytvoreni tlohy od jejiho spusténi, je mozné pouzit std: :packaged_task,
ktery umoznuje tlohu definovat a samotné spusténi odlozit na pozdéji. Ob-
jekt std::packaged_task je navic na rozdil od std::async mozné resetovat
a pouzit znovu. [ﬁf]

Dalsi vyznamné podpora asynchronniho programovani byla do jazyka pri-
déna ve verzi C++20, kterd pfinesla korutiny? (v angl. coroutines). Korutiny
jsou funkce, které jsou schopny pozastavit a obnovit své provadéni, pricemz
si pri pozastaveni zachovavaji svij vnitini stav vypoctu. Zatimco standardni
funkce se po zavolani vykonavaji od zacatku do konce, vypocet korutin muze
byt rozdélen do nékolika dil¢ich ¢asti, kdy je mozné v urcitych okamzicich
vypocet korutiny pozastavit, dokud nebude obnoven. Korutina mize byt po-
zastavena, protoze napf. musi ¢ekat na urcitou udalost, nebo ma k dispozici
mezivysledek vypoctu, ktery chce predat volajicimu. Toto chovani mize pripo-
minat posloupnost volani nékolika funkci, nicméné klicovy rozdil je, ze korutina
si zachovava svij stav od okamziku, kdy byla pozastavena, az do chvile, kdy
je obnovena. C++20 pfineslo podporu pro definovani vlastnich korutin, pro
které je navic nezbytné definovat také vlastni navratovy typ. Ve verzi C++23
je k dispozici prvni konkrétni navratovy typ std: :generator, ktery lze pouzit
pro korutiny generujici potencialné nekonec¢nou posloupnost prvkii. [E, 13]

3.2 OpenMP

OpenMP je specifikace API uréené pro paralelni programovani v jazycich C,
C++ a Fortran. Tato specifikace je pak implementovana riznymi prekladaci,
jako je napr. GCC, Clang nebo Microsoft Visual C++. Specifikace OpenMP
se skladé z direktiv pro prekladac, knihovnich funkci a proménnych prostredi.
Direktiva OpenMP je instrukce ve specidlnim forméatu, kterou rozpoznavaji

?Korutiny vynalezl v roce 1958 Melvin Conway. ]
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pouze kompilatory implementujici OpenMP. Prekladace, které OpenMP pod-
poruji, vétsinou také obsahuji prepinac¢ pro ptrikazovou radku, ktery aktivuje
interpretaci vsech direktiv OpenMP. Diky tomuto pristupu je mozné efektivné
prepinat mezi sekvenéni a paralelni kompilaci programu, protoze bez tohoto
prepinace nejsou direktivy OpenMP prekladac¢em rozeznény a jsou proto ig-
norovany. Zdrojovy kéd vyuzivajici pouze direktivy OpenMP se bez pouziti
tohoto prepinace tedy zkompiluje jako standardni sekvenéni kéd. [14, 15]

Funkcionality popsané v této kapitole pochazeji z OpenMP verze 5.0, ktera
je k dispozici na vypocetnim ARM uzlu fakultniho klastru ClusterFIT, na kte-
rém budou provadéna vSechna méfen{ v rdmei této prace. Uplnd specifikace
OpenMP je nesmirné rozsahla a kompletni popis vSech funkcionalit vyznamné
presahuje rozsah této prace. Z téchto diivodu budou v této ¢asti popsany pouze
na jazyk C++ a v programovacim jazyce Fortran se mohou nékteré vlastnosti
mirné lisit.

3.2.1 Pamétovy model

OpenMP pouziva jiny pamétovy model sdilené paméti nez jazyk C++, kon-
krétné model volnéjsi konzistence (v angl. relazed-consistency model). V tomto
OpenMP modelu maji vSechna vlakna pristup ke sdilené paméti, avsak kromé
toho je kazdému vldknu umoznéno uchovavat si sviij vlastni docasny pohled
na tuto sdilenou pamét. Tento docasny pohled sice neni specifikaci OpenMP
vyzadovan, ale umoznuje reprezentovat jakykoliv mezistupen pamétové hierar-
chie, jako jsou registry procesoru, cache pamét nebo jiny druh lokalni paméti
mezi vldknem a hlavni pameéti. [14]

Docasny pohled na sdilenou pamét umoznuje vlaknim udrzovat lokalni ko-
pie sdilenych proménnych a tim se vyhnout nacitani hodnot z hlavni paméti
pri kazdém jejich pouziti. Obdobné ¢teni hodnoty dané proménné miize nacist
hodnotu z doc¢asného pohledu vldkna, pokud neni vynuceno nacteni ze sdi-
lené paméti. Pokud je zapotfebi, aby vSechna vlakna operovala s identickym
obsahem sdilené paméti, pak musi programator explicitné donutit ptislusnéd
vldkna, napf. pomoci operace flush, k propsani lokalnich hodnot sdilenych
proménnych do sdilené paméti, resp. k nacéteni aktudlnich hodnot ze sdilené
paméti do lokalnich paméti vlaken. Dale mé kazdé vlakno pristup ke své pri-
vatni paméti, ke které ostatni vlakna nesmi pfistupovat. [14]

Podobné jako v pripadé jazyka C++ je i pamétovy model OpenMP velmi
komplexnim tématem. Vice o pamétovém modelu OpenMP, operaci flush
a jejim vlivu na paméfovou konzistenci je mozné se docist napr. v oficialni
OpenMP specifikaci [14].
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B Obrazek 3.2 Ukazka fork-join modelu. Inspirovéno ilustraci z [@}

3.2.2 Programovaci model

OpenMP vyuziva tzv. fork-join programovaci model, nékdy také oznacovany
jako exekuc¢ni model (v angl. execution model). Program za¢ne sekvencné vyko-
navat jedno vlakno, které je ve specifikaci OpenMP oznacovano jako pocatecni
vldkno (v angl. initial thread). V explicitné oznacenych mistech zdrojového
kédu, které se nazyvaji paralelni oblasti (z angl. parallel regions), vytvori po-
¢atecni vlakno tym paralelné bézicich vlaken (v angl. thread team), a vldkna
z tohoto tymu vykonéavaji kod této paralelni oblasti soubézné. Velikost tymu
vldken a jeho slozeni se po dobu vykondvani dané paralelni oblasti neméni.
Na konci kazdé paralelni oblasti je implicitni synchroniza¢ni bod v podobé ba-
riéry, po niz pokracuje ve vypoctu pouze pocatecni vlakno a vypocet ostatnich
vlédken je ukoncen. , 15]

Tento model umoznuje vnoreny paralelismus, kdy vldkno v paralelni ob-
lasti se samo muze setkat s dalsi paralelni oblasti a vytvorit tak dalsi tym
vldken. VIdkno, které se setkd s paralelni oblasti a vytvori novy tym vlaken,
se stava v rdmeci toho tymu hlavnim vldknem (v angl. master thread) a dostava
Ciselny index 0, pricemz zbyld vldkna tohoto tymu jsou ¢islovana vzestupné
od 1. Tim se OpenMP zdsadné lisi napr. od C++, kde jsou ¢iselné indexy vsSech
vldken unikatni, zatimco v OpenMP se ¢iselné indexy vztahuji pouze na vlakna
v jednom konkrétnim tymu a rizné vldkna z rtznych tymt tedy mohou mit
stejné c¢iselné indexy. Maximalni hloubku zanofeni vnorenych paralelnich ob-
lasti je mozné nastavit volanim funkce omp_set_max_active_levels. [14, 15]
Tlustraci fork-join modelu ukazuje obrazek 3.2.

Direktivy OpenMP jsou specidlni anotace, které prekladac¢tim predepisuji
generovat paralelni kéd. Obecnou syntaxi direktiv OpenMP v jazyce C++ uka-
zuje vypis EE Cést #pragma omp oznacuje direktivu jako OpenMP konstrukci.
Nazev direktivy urcuje typ paralelni konstrukce, za kterym nasleduji volitelné
klauzule, pomoci kterych lze upravit chovani této paralelni konstrukce. Za di-
rektivou OpenMP pak musi nasledovat piikaz nebo strukturovany blok kédu,
na ktery se mé konstrukce vztahovat. , E]
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#pragma omp direktiva [klauzule[[,] klauzule]...]

B Vypis kddu 3.2 Obecnd syntaxe direktiv OpenMP v jazyce C++. [15]

3.2.3 Paralelni oblasti

Zakladni OpenMP konstrukce je direktiva parallel, kterd definuje paralelni
oblast. Kdyz se vldkno pri vypoctu setka s touto konstrukci, vytvori novy tym
vldken a vSechna vlakna z tohoto tymu budou soubézné provadét prikaz nebo
strukturovany blok nésledujici po této direktive. [14]

Pocet vlaken v tymu a jejich chovani je mozné ridit raznymi klauzulemi,
mezi které patii naptiklad néasledujici klauzule:

m if(condition): Tato klauzule poskytuje podminénou paralelizaci, tj. po-
kud je podminka condition vyhodnocena jako nepravdiva, vykona se dané
paralelni oblast pouze jednim vldknem. V takovém piipadé je tedy tato pa-
ralelni oblast vykonana sekvenc¢né. Pokud je podminka vyhodnocena jako
pravdiva, dojde k vytvoreni nového tymu vlaken a kéd paralelni oblasti
bude provadén paralelné timto tymem. [15]

= num_threads (expression): Pomoci této klauzule a expression vyrazu
lze urcit pocet vldken, ktera by méla byt v tymu vykondvajicim paralelni ob-
last. Pocet vlaken v paralelnich oblastech 1ze také nastavit globalné pomoci
funkce omp_set_num_threads nebo proménné prostiedi OMP_NUM_THREADS,
nicméné klauzule num_threads ma vyssi prioritu nez tyto zbylé dva zpt-
soby. [14, 15]

m private(list): Kazdé vldkno bude mit v této paralelni oblasti k dispozici
svou vlastni lokalni kopii kazdé proménné ze seznamu list. Kazda tato
proménna ma na zaCatku paralelni oblasti nedefinovanou hodnotu a jeji
hodnota je po skonceni paralelni oblasti také nedefinovana, tj. puvodni
hodnota proménné pied paralelni oblasti neni zachovana. [15]

= firstprivate(list): Podobné jako klauzule private, ale kopie proménné
kazdého vldkna je inicializovana na hodnotu puvodni proménné pred pa-
ralelni oblasti. [15]

= shared(l4st): Deklaruje vSechny proménné ze seznamu list jako sdilené
mezi vSemi vlakny této paralelni oblasti. Pristup ke sdilenym proménnym
typicky vyzaduje pouziti synchronizac¢nich prostiedkt, aby se zabranilo ¢a-
sové zavislym chybam. [15]

m default(option): Specifikuje prostfednictvim volby option vychozi vlast-
nost vSech proménnych, které jsou pouzité v dané paralelni oblasti. Volba
shared urcéuje, Ze pouzité proménné jsou ve vychozim nastaveni sdilené
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mezi vlakny, a volba none urcuje, Ze je potieba pro kazdou pouzitou pro-
ménnou explicitné specifikovat jeji atribut pro sdileni. [14, 15]

= reduction(operator:1list): Provadi redukci s operaci operator na pro-
ménnych ze seznamu list a kombinuje hodnoty lokalni pro kazdé vldkno
do jediného vysledku. Lokalni proménné jsou inicializovany na neutralni
prvek vic¢i zadané operaci a zkombinované lokdlni hodnoty se na zévér
zkombinuji s hodnotu proménné pred paralelni oblasti a tento celkovy vy-
sledek je zapsian do puvodni proménné. [15]

= copyin(list): Inicializuje proménnou ze seznamu l%st hodnotou z poca-
te¢niho vlakna. Kazda proménna v tomto seznamu musi byt deklarovana
jako threadprivate, viz. dale. [14, 15]

Pokud je potieba, aby si proménnd uchovivala svou hodnotu naptic¢ ruz-
nymi paralelnimi oblastmi, je mozné pouzit direktivu threadprivate(list).
P1i pouziti této direktivy bude mit kazdd proménnd ze seznamu list svou
lokalni kopii v kazdém vldkné, pricemz tato kopie je udrzovana napri¢ vsemi
paralelnimi oblastmi, tj. hodnota této proménné je zachovana pri prestupu
mezi paralelnimi oblastmi. Pro pouziti této direktivy je nutné, aby ve vSech
paralelnich oblastech byla velikost tymi vldken stejna. Pro icely definovani
hodnoty proménné ze seznamu list na zacatku prvni paralelni oblasti musi
byt v deklaraci této paralelni oblasti pouzita klauzule copyin. [14, 15]

3.2.4 Datovy paralelismus

OpenMP podporuje dva zdkladni modely pro vyjadieni paralelismu. Prvnim
modelem je datovy paralelismus (v angl. data parallelism), ve kterém se data
distribuuji mezi vice vlaken, pricemz kazdé vladkno provadi stejné operace
na ruznych castech dat. Datovy paralelismus realizuje direktiva for, kterd roz-
déluje iterace smycky mezi vlakna tymu v dané paralelni oblasti. Na konci téla
paralelniho cyklu je podobné jako u paralelni oblasti implicitni synchronizac¢ni
bariéra. Tuto direktivu je mozné zkombinovat s paralelni direktivou do jed-
noho fadku pomoci konstrukce parallel for. [15] Direktiva for podporuje
nasledujici klauzule:

= collapse(n): Tato klauzule umoznuje paralelizovat vice trovni smycek.
Pokud je parametr n > 1, pak jsou iterace pridruzenych smycek, na které
se klauzule vztahuje, sdruzeny do jedné vétsi itera¢ni smycky, kterd je poté
rozdélena podle klazule schedule, viz. déle. [14, 15]

m nowait: Pokud je uvedena tato klauzule, je odstranéna implicitni bariéra
na konci téla paralelniho cyklu, tj. vldkna po dokonceni svych iteraci nece-
kaji na bariéfe a rovnou pokrac¢uji v dalsim vypoctu. [15]
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m schedule(typel, chunk_sizel): Klauzule urcuje zplisob, kterym jsou ite-
race smycky rozdéleny mezi vypocetni vldkna. Mezi zpusoby rozdéleni,
které jsou urceny parametrem type, patii:

= static: Iterace jsou rozdéleny do bloku o velikosti chunk_size. Bloky
jsou pridélovany vlaknium staticky v poradi podle ¢isla vlakna cyklickym
zpusobem, pricemz posledni prifazeny blok mtize mit mensi pocet iteraci.
Pokud velikost bloku neni specifikovana, jsou iterace rozdéleny na bloky
priblizné stejné velikosti. Kazdému vldknu je pak prifazen maximélné
jeden blok. [15]

= dynamic: Iterace jsou vlakntim pridéloviny dynamicky na vyziadani.
Vlakno provede blok iteraci, jehoz velikost uréuje parametr chunk_size,
a poté pozada o dalsi blok, dokud nezbyvaji zadné dalsi bloky ke zpraco-
vani. Posledni blok miize mit méné iteraci, nez je specifikovand velikost.
Pokud neni velikost bloku zadana, je vychozi hodnota rovna 1. [15]

= guided: Stejné jako v predchozim piipadé jsou bloky pridélovany vlak-
num dynamicky, lisi se pouze velikosti pridélovanych bloku. Pokud je
chunk_size = 1, je velikost kazdého bloku timérna poctu dosud nepri-
razenych iteraci délenému poctem vldken v tymu. Pro chunk_size vétsi
nez 1 se velikost kazdého bloku urcuje stejnym zptisobem, avsak s ome-
zenim, ze bloky neobsahuji méné nez chunk_size iteraci, s vyjimkou
posledniho zbytkového bloku iteraci. [15]

= auto: Rozhodnuti o zplisob pridéleni iteraci vlakntim je delegovano na
kompilator ¢ béhové prostredi. [14]

= runtime: Zpusob pridélovani iteraci je urcéen v dobé béhu programu
prostiednitcvim proménné prostiedi OMP_SCHEDULE. [15]

Stejné jako u paralelnich oblasti je pro direktivu for dostupnd klauzule
reduction a podporované jsou také klauzule pro deklaraci vlastnosti pro-
ménnych, jako jsou private, firstprivate a shared. Direktiva for navic
umoznuje pouziti klauzule lastprivate(list). Tato klauzule zajistuje, ze
proménnd uvedend v seznamu list je pristupnd po dokonceni provedeni for
direktivy a bude mit hodnotu z iterace smycky, kterd by byla posledni v sek-
venénim provedeni. [15]

3.2.5 Ulohovy paralelismus

Druhym modelem vyjadfeni paralelismu v OpenMP je tlohovy paralelismus
(z angl. task parallelism nebo také functional parallelism). Tento druh parale-
lismu zahrnuje rozdéleni riznych tloh mezi vypocetni vlakna, pricemz kazdé
vldkno mtize provadét odlisné operace. Ulohovy paralelismus zajistuje direk-
tiva task, kterd umoznuje explicitni vytvoreni tlohy jako jednotky paralelniho
vypoctu. [14, 15]
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Kdyz vldkno potka pii vypoctu tuto direktivu, je z kédu pro pridruzeny
strukturovany blok zdrojového kédu vygenerovana explicitni tloha, kterou
miuize toto vlakno okamzité provést nebo jeji provedeni odlozit. Odlozené ilohy
pak mohou byt dynamicky pritazeny libovolnému vldknu v daném tymu. Vy-
generovand tloha se nékdy nazyva synovska uloha (v angl. child task) a tloha,
kterd vygeneruje novou explicitni tlohu, se také nazyva aktudlni iloha (v angl.
current task). [14] Mezi hlavni klauzule direktivy task patii nasledujici klazule:

m if(condition): Pokud je pritomna tato klauzule a podminka condition
je vyhodnocena jako nepravdivé, vygeneruje se nova tloha a vlakno, které
se s touto direktivou setkalo, musi tuto tlohu ihned provést a pozastavit
aktualni tlohu, nez je dokonéen vypocet synovské tlohy. Pokud je pod-
minka vyhodnocena jako pravdiva, pak je chovani direktivy stejné, jako
kdyby klauzule if nebyla viibec uvedena, tj. dojde k vytvoreni nové ilohy,
kterou muze rovnou provést dané vlakno, nebo miize byt tloha odlozena
do fronty odlozenych tloh. [14]

= priority(ezpression): Tato klauzule slouzi jako nédpovéda pro prioritu
vygenerované ulohy. Ze vSech tloh, které jsou ptipraveny k provedeni, se
doporucuje nejprve provést tlohy s vyssi prioritou. Pokud neni tato klau-
zule specifikovana, je vychozi hodnota priority vygenerované tlohy rovna
nule. [14]

m final (ezpression): Pokud je vyraz ezpression vyhodnocen jako prav-
divy, je dana loha oznacena jako findlni a vSechny tlohy, které jsou vyge-
nerovany v ramci této finalni tlohy, musi byt provedeny okamzité danym
vldknem a nebudou odkladény do fronty tloh. [14]

Pro direktivu task jsou také dostupné klauzule pro deklaraci vlastnosti
proménnych, jako napf. private, firstprivate, default a shared. Uvnitf
direktivy task je navic mozné pouzit direktivu taskwait, kterd vytvari syn-
chronizacni bod, na kterém musi vldkno provadéjici aktudlni tlohu cekat na
dokonceni vypoctu vSech synovskych tloh. [14]

3.2.6 Synchronizacni prostredky

Stejné jako v jazyce C++ je i v OpenMP casto nezbytna synchronizace vla-
ken k zajisténi spravného poradi pristupi ke sdilenym datim. V OpenMP
jsou prostiednictvim direktiv k dispozici napiiklad nasledujici synchronizacni
prostiredky:

m barrier: Bariéra je synchronizac¢ni bod v programu, kde vlakna cekaji na
sebe navzajem. Zadné vlakno z tymu vliken, na ktery se tato direktiva
vztahuje, nesmi pokracovat za bariéru, dokud vsechna vlakna tymu nedo-
sdahnou tohoto synchroniza¢niho bodu. [15]
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#pragma omp atomic read
local_var = shared_var;

#pragma omp atomic write
shared_var = new_value;

#pragma omp atomic update
shared_var = 2;

#pragma omp atomic capture
{
old_value = shared_var;
shared_var += 42;

}

#pragma omp atomic capture
{
shared_var += 42;
new_value = shared_var;

}

B Vypis kddu 3.3 Ukéazka pouziti synchroniza¢ni direktivy atomic.

= single: Tato direktiva urcuje, ze strukturovany blok koédu, ktery bezpro-
stfedné nasleduje za touto direktivou, miize byt proveden pouze jednim
vldknem. Neni urceno, které konkrétni vlakno dany blok kédu provede,
a zvolené vldkno se mtize pro rizna spusténi programu lisit. Zbyla vlakna
tymu ¢ekaji na bariére, dokud vlakno provadéjici blok kédu spjaty s direk-
tivou single nedokonéi sviij vypocet. [15]

= master: Tato direktiva je podobné predchozi, avsak v pripadé této direktivy
je zaruceno, ze dany blok kédu provede pouze hlavni vlakno. Tato direktiva
vSak mé jeden vyznamny rozdil oproti direktivé single, kterym je absence
implicitni bariéry, tj. ostatni vldkna tymu tento strukturovany blok kédu
preskakuji a rovnou pokracuji v dalsim vypoctu. Pokud je potieba, aby
ostatni vldkna cekala, az hlavni vlakno dokondéi sviij vypocet, je nutné
pouzit explicitni synchroniza¢ni bariéru. [15]

m critical[name]: Pomoci této direktivy lze zajistit, aby vice vlaken ne-
mohlo soucasné aktualizovat stejnd sdilena data. Strukturovany blok kédu,
ktery nasleduje za touto direktivou, se oznacuje jako kritickd oblast (z angl.
critical region) nebo kritickd sekce (z angl. critical section). Pokud neni
specifikovan nézev kritické sekce name, je kritickd sekce anonymni. Kdyz
vlakno potka pii vypoctu kritickou sekci, ¢eka, dokud zadné jiné vldkno
neprovadi kéd zadné kritické sekce se stejnym nazvem, tj. je zajisSténo, ze
kéd obsazeny v kritickych sekcich se stejnym nazvem provadi ve stejny
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cas vzdy nejvyse jedno vlakno. Pokud existuje vice anonymnich kritickych
sekei, plati vzdjemné vylouceni globélné pro vSechny jeji vyskyty. [15]

= taskwait: Slouzi k synchronizaci aktualni tilohy se vSemi jejimi synovskymi
ulohami, viz. 3.2.5.

m atomic: Zajistuje, ze dana operace bude provedena atomicky, tj. nepreru-
sitelné. Tato direktiva podporuje nasledujici ¢tyii tzv. atomické klauzule
(z angl. atomic-clause), které specifikuji druh provedené operace. Pro ¢teni
je urcena atomicka klazule read, pro zapis write, pro aktualizaci hodnoty
update a pro ulozeni hodnoty pred ¢i po aktualizaci slouzi atomické klazule
capture. [14] Ukdzku pouziti vSech atomickych klauzuli ukazuje vypis @

Podobné jako C++ podporuje OpenMP rtizné modely pamétového uspora-
dani, které lze prostrednictvim klauzuli nastavit v direktivich atomic. Daéle
jsou také k dispozici zamky, pokud je potieba flexibilnéjsi kontrola nad vzajem-
nym vyloucenim oproti kritickym sekcim, jako je napf. nastaveni maximalni
délky pokusu o ziskani zamku. Vice o téchto a dalsich funkcionalitach dostup-
nych v OpenMP se lze doéist napr. v [14].
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Kapitola 4

Zakladni pojmy

Tato kapitola vysvétluje zdkladni pojmy z teorie sloZitosti, linedrni algebry
a zabyvd se pojmem ridké matice.

4.1 Teorie slozitosti

U algoritmu se bézné zkoumd jejich casova (nékdy také opera¢ni) a pamétova
(téz prostorova) slozitost. Casové sloZitost reprezentuje pocet elementérnich
operaci, které algoritmus musi vykonat v zavislosti na velikosti vstupnich dat.
Pamétova slozitost reprezentuje pocet bunék v paméti, které algoritmus potre-
buje k vyfeseni instance daného problému. Casova, resp. pamétova, slozitost
obecné zavisi nejen na velikosti vstupnich dat, ale i na jejich konkrétnich hod-
notach. Slozitost lze proto uvazovat v nejlepsim, praimérném nebo nejhorsim
pripadé, zpravidla se vSsak uvazuje nejhorsi mozny pripad pro danou konkrétni
rocnou a nékdy i nemoznou ilohou. Protoze je navic z praktickych duvodu
dulezité chovani algoritmu pro velké instance dané tlohy, odhaduje se slozi-
tost algoritmu pouze asymptoticky. [17, 18]

» Definice 4.1 (Asymptotickd horni mez [18]). Necht f,g: N — R jsou dvé
redlné funkce. Funkce f(n) je nejvyse radu g(n), psino f(n) = O(g(n)) prdve
tehdy, kdyz plati ndsledujici podminka:

Jee RYAdng e NAVYR >ng:c-g(n) > f(n).

Asymptotickd horni mez tedy vyjadriuje, jak roste slozitost algoritmu, kdyz
velikost vstupnich dat roste nad vSechny meze. Znaceni f(n) = O(g(n)) je
ponékud nepresné, protoze O(g(n)) reprezentuje mnozinu funkei, a vhodnéjsi
by proto bylo mnozinové znaceni f(n) € g(n). Nicméné v literatute se bézné
pouziva znaceni s rovnitkem, proto bude pouzito i v tomto textu. [17, 18]

Analogicky je definovana asymptotickd dolni mez. Funkce, ktera je horni
a dolni asymptotickou mezi soucasné, se pak nazyva asymptotickd tésnd mez.
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» Definice 4.2 (Asymptotickd dolni mez [18]). Necht f,g : N — R jsou dvé
redlné funkce. Funkce f(n) je nejméné radu g(n), psino f(n) = Q(g(n)) prdavé
tehdy, kdyz plati ndsledujici podminka:

Jee RYAdng e NAVYR >ng: f(n) > c-g(n).

» Definice 4.3 (Asymptotickéd tésnd mez [18]). Necht f,g: N — R jsou dvé
redlné funkce. Funkce f(n) je stejného rddu jako g(n), psino f(n) = 0(g(n))
prave tehdy, kdyZ plati ndsledujici podminka.

Jer,c0 €ERTATng ENAVR > ng :ep-g(n) > f(n) > co-g(n).

Pro potieby vyjddieni, ze funkce f(n) je striktné nizsiho, resp. vyssiho radu
nez funkce g(n), slouzi striktné vétsi horni mez, resp. striktné mensi dolni mez.

» Definice 4.4 (Striktné vétsi horni mez [17]). Necht f,g : N — R jsou
dvé redlné funkce. Funkce f(n) je strikiné nizsiho rddu nez rdadu g(n), psino
f(n) =o(g(n)) pravé tehdy, kdyz plati ndsledujici podminka:

Ve € RT A3ng e NAVR > ng:c-g(n) > f(n).

» Definice 4.5 (Striktné mensi dolni mez [17]). Necht f,g : N — R jsou
dvé redlné funkce. Funkce f(n) je striktné vyssiho rddu nez funkce g(n), psino
f(n) =w(g(n)) pravé tehdy, kdyz plati ndsledujici podminka:

Ve € RT A3ng e NAVR > ng: f(n) > c-g(n).

V pripadé algoritmt nad dynamickou datovou strukturou, jejiz velikost
a obsah se v case méni, nemusi asymptotickd horni mez nejlépe vystihovat
chovani takového algoritmu v ramci celého zivotniho cyklu této datové struk-
tury. Z toho duvodu se u algoritmti nebo operaci, které se nad dynamickou
datovou strukturou volaji mnohokrat, zavadi amortizovana slozitost. [1§]

» Definice 4.6 (Amortizovana ¢asova slozitost [18]). Operace A nad dynamic-
kou datovou strukturou md v daném kontextu svého provdadéni amortizovanou
casovou slozitost O*(f(n)), pokud posloupnost k € N operaci A ma celkovou
casovou slozitost O(k - f(n)). Parametr n € Ny je velikost dynamické datové
struktury po provedeni této posloupnosti operaci.

Cas, ktery je potiebny k provedeni posloupnosti operaci nad dynamic-
kou datovou strukturou, se pfi amortizované analyze zpraméruje pres vSechny
provedené operace. Amortizovana c¢asové slozitost tedy umoznuje ukazat, ze
prumeérné naklady na operaci jsou malé, pokud jsou tyto naklady zprimeéro-
vany pres celou posloupnost provedenych operaci. Jednotlivd operace v této
posloupnosti provedenych operaci vSak muze byt velmi drahd, a plati, Zze pro
odhad jednotlivych provedeni této operace se stile bere nejhorsi pripad. [18]
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Slozitost paralelniho algoritmu vsSak nezavisi pouze na velikosti vstupu
n, ale také na celkovém poctu procesori, resp. vypocetnich jader. Pro vyjadreni
slozitosti paralelniho algoritmu slouzi paralelni ¢as. Pro tcely této a néasledu-
jicich metrik bude symbol p oznacovat celkovy pocet vypocetnich jednotek,
tedy napf. pro systém se dvéma ¢tyrjadrovymi procesory plati, ze p = 8. [19]

» Definice 4.7 (Paralelni ¢as [19]). Necht n je velikost vstupu a p pocet vipo-
cetnich jednotek paralelniho vipocetniho systému. Cas poZadovany paralelnim
algoritmem pro dokoncent vijpoctu na paralelnim vypocetnim systému se nazjvd
paralelni cas a znaci se Tpar(n,p).

Paralelni cas neni jedinou metrikou kvality paralelniho algoritmu, nebof
zélezi také na efektivnim vyuziti dostupnych vypocetnich jednotek. Proto exis-
tuje mira, kterd kromé doby béhu paralelniho algoritmu zohlednuje i produk-
tivitu vypocetnich jednotek.

» Definice 4.8 (Paralelni cena [19]). Celkovy pocet dostupnych cykli béhem
vypoctu paralelniho algoritmu se nazyvd paralelni cena, kterd se znaci C(n,p)
a je definovdana ndsledovne:

C(?’L,p) =p- Tpar(nap)-

Dalsi metrikou pro méreni kvality paralelniho algoritmu je paralelni zrych-
leni, které je prirozené definovano jako pomeér casu sekvenc¢niho feSeni k casu
paralelniho TeSeni.

» Definice 4.9 (Paralelni zrychleni [19]). Necht Tseq(n) je cas nejefektiv-
néjsiho sekvencniho algoritmu pro teseni daného problému a Tpe,(n,p) je cas
nejefektivnéjsiho paralelniho algoritmu pro Teseni stejného problému na sys-
tému s p vypocetnimi jednotkami. Pak paralelni zrychleni S(n,p) je definovino
jako

T(n)
Tpar (n7 p)

Pokud plati, ze S(n,p) = ©(p), nazjvd se takové zrychlend linedrni. Pokud
plati S(n,p) = w(p), nazyvd se takové zrychleni superlinedrni.

S(nap> -

Muze se zdat, ze sekvencni algoritmus lze napsat tak, aby emuloval para-
lelni algoritmus se zpomalenim O(p), coz by mélo za nasledek, ze superlinedrni
zrychleni nemuze nikdy nastat. Nicméné existuji vyjimecné situace, ve kterych
je superlinedrni zrychleni mozné. Za prvé, v paralelnim algoritmu, ktery hleda
feSeni problému v kombinatorickém stavovém prostoru, muize mit urcité ja-
dro stésti a pri paralelnim vypoctu objevit feseni drive, nez by to dokazala
sekvencéni emulace daného paralelniho algoritmu. Za druhé, mohou se projevit
vlivy hierarchie paméti. Naptiklad Gspésnd posloupnost pristupu do cache pa-
méti vypocetnich jader procesoru (viz. 2.2) muze mit drasticky vliv na dobu
béhu algoritmu. [19]
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Posledni mirou kvality paralelniho algoritmu je metrika, kterd vyjadruje,
jak dobfe jsou vyuzity vypocetni jednotky paralelniho systému.

» Definice 4.10 (Paralelni efektivnost [19]). Necht Tgeq(n) je cas nejefektiv-
néjstho sekvencniho algoritmu pro Teseni daného problému a C(n,p) je para-
lelni cena reseni stejného problému na systému s p vipocetnimi jednotkams.
Pak paralelni efektivnost E(n,p) je definovino jako

Tseq(n)

Bln.p) = C(n,p)

4.2 Linearni algebra

Pro tcely analyzy vSech formulaci ndsobeni matic a formétt pro reprezentaci
matic je nejprve nutné zavést nékolik elementarnich pojmu z linedrni alge-
bry. Forméalni zavedeni téchto pojmu by rovnéz vyzadovalo zavedeni dalstho
pomérné komplexniho aparatu od algebraickych struktur az po vektorovy pro-
stor a prostor se skalarnim sou¢inem. Z téchto divodi budou nékteré pojmy
z linearni algebry pro ucely tohoto textu zjednoduseny, nicméné na tato zjed-
noduseni bude upozornéno a ¢tenal muze formalni definice nalézt napt. v [20].

» Definice 4.11 (Vektor [20, 21]). Vektor dimenze n je usporddand n-tice
realnych cisel s ndasledujicim znacenim:

X = (1131 To - fUn),
kde x; znact i-ty prvek vektoru. MnoZina vsech n-rozmérniych vektori s re-

alnymi proky se znaci R™.

» Definice 4.12 (Soucet vektoru [20, 21]). Nechtx,y € R™, pak soucet téchto
vektoru je ndsledujict vektor:

X+y=($1+y1 T2ty - xn—i-yn).

Protoze je soucet vektoru definovan po slozkach a sc¢itani redlnych cisel je
komutativni a asociativni, je i s¢itani vektort komutativni a asociativni.

» Definice 4.13 (Nésobeni vektoru ¢islem [20, 21]). Necht a € R, x € R™.
Visledkem ndsobeni redlného cisla s vektorem je ndsledujici vektor:

a-(a;l Tro - xn):(a-:cl a-xry - a-xn).

Formalné se vektory definuji jako prvky vektorového prostoru nad alge-
braickou strukturou, kterd se nazyva téleso. Mnozina redlnych ¢isel s obvyk-
lymi operacemi s¢itani a nasobeni tvori téleso, a spolecné s vyse definovanymi
operacemi sc¢itani vektori a nasobeni vektoru redlnym cislem pak tvori vek-
torovy prostor. Proto pro ucely této prace bude dostacujici uvazovat vektory
s prvky z mnoziny realnych c¢isel.
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» Definice 4.14 (Linearni kombinace [20, 21]). Necht x € R" a (x1,...,Xn)
je soubor vektori z R™. Vektor x je linedrni kombinaci souboru (X1,...,Xn)
prave tehdy, kdyz existuji cisla aq, ..., a, € R takovd, Ze

n
X = g Q; - Xj.
i=1
Cisla a; se nazyvaji koeficienty linedrni kombinace.

» Definice 4.15 (Skaldrni souc¢in [20, 21]). Necht x,y € R", pak skaldrni
soucin techto vektori je nasledujici redlné cislo:

n
X y= Zmzyz
i=1

Formalné se skalarni soucin definuje nad vektorovym prostorem jako zob-
razeni, které splnuje axiomy prostoru se skalarnim soucinem. VysSe definovany
skalarni soucin se pak nazyva standardni skaldrni soucin.

» Definice 4.16 (Matice [20, 21]). Necht m,n € N. Posloupnost m - n cisel
uspordadand do tabulky o m rddcich a n sloupcich se nazyvd matice o rozmérech
m X n. Matice maji ndsledujici znacens:

ail ai2 o A1n

a1 a2 te A2n
A= . . . . )

aml Am2 " Omn

kde a;; znaci proky matice (oznacované také jako A;;) a nazgvaji se ij-té
prvky proi € {1,2,....m} a j € {1,2,...,n}. Cislo i, resp. j, se pak nazjvd
radkovy, resp. sloupcovy, index. MnoZina vSech matic o rozmérech mxn s prvky
z mnoziny redlngch cisel se znaci R™",

Formalné prvky matice pochéazeji z algebraické struktury, kterd se nazyva
okruh, nicméné pro ucely této prace je dostacujici uvazovat mnozinu realnych
¢isel s operacemi scitani a nasobeni, které axiomy okruhu spliuji.

» Definice 4.17 (Ctvercova matice [20, 21]). Matice A € R™" se nazjvd
ctvercovd, pokud m = n.

» Definice 4.18 (Rad ¢tvercové matice [21]). Necht A € R™" je ¢tvercovd
matice. Cislo n se pak nazjvd Tdd ctvercové matice.

» Definice 4.19 (Rovnost matic [20, 21]). Dvé matice A a B se rovnaji, pokud
jsou stejnych rozmeéri a vSechny prvky jedné matice se rovnaji odpovidajicim
prvkim matice druhé.
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» Definice 4.20 (Radkovy a sloupcovy vektor matice [20, 21]). Necht A je
matice z mnoziny R™". A, € R™! pro j € {1,2,...,n} znaci j-tyj sloupcovy
vektor (nebo zkrdcené sloupec) matice A.:

a1j
a2;
amj
Ay € RY proi € {1,2,...,m} znaci i-tyj vddkovyj vektor (nebo zkrdcené
radek) matice A.:
Ai=(ain ain -+ ain).

» Definice 4.21 (Soucet matic [20, 21]). Necht A,B € R™". Souctem matic
A a B je nasledujici matice:

a1 +bin ai2+bi2 - ai, +biy

ag1 +ba1  ax+b - ag, + by,
A+B= . . .

am1 +bm1 am2+bm2 -+ Gmp + bon

Podobné jako u souctu vektord i pro soucet matic plati, Zze z divodu jeho
definice po slozkach a komutativity a asociativity s¢itani realnych cisel je i sou-
¢et matic komutativni a asociativni.

» Definice 4.22 (Diagonéla matice [22, 23]). Necht A je matice z mnoZiny
R™". k-ta diagondla matice A prok € {1-m,2—m,...,—1,0,1,...,n—2,n—1}
je ndsledujici vektor:

(ai1j1 Qigjy =~ aizjl>7
kde 11 < 12 < ... <, j1 < j2 < ... < Ji, a;j, oznacuje prvky matice
Aagji—ig=kprot=1,2,...1.
0-td diagondla se nazyvd hlavni diagondla matice A, k-td diagondla pro
k < 0 subdiagondla a k-td diagondla pro k > 0 superdiagondla. KaZdou z téchto
typti je také mozné zkrdcené oznacit jako diagondlu. Cislo k se také nazjvd
offset ¢i index diagondly.

» Definice 4.23 (Transpozice matice [20, 21]). Necht A € R™". Transpozici
matice A je matice AT € R™™, pro kterou plati (AT)Z-j =Aj;.

» Definice 4.24 (Symetrickd matice [20]). Necht A je ¢tvercovd matice rddu
n. Matice A je symetrickd, pokud plati AT = A.

Formaty pro uklddani fidkych matic, jako jsou Rutherford—Boeing nebo
Matrix Market, vyuzivaji symetrie matic tim, ze ukladaji pouze prvky z jejich
dolni, resp. horni trojihelnikové ¢asti, viz. M
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B Obrazek 4.1 Ridk4 matice Chen/pkustk13 pochézejici z kolekce SuiteSparse
Matrix Collection. [24] Vizualizace vygenerovdna pomoci nastroje marc. [25]

4.3 Ridké matice

Pro tcely analyzy vyhod a nevyhod vsech formulaci maticového nasobeni
v kontextu problému nasobeni ridkych matic je nejprve nutné definovat pojem
ridké matice. Problémem je, zZe pro ridkou matici neexistuje jednotna definice.
Jedna z definic napt. oznacuje matici za fidkou, pokud obsahuje mnoho nu-
lovych prvku. [26, 27, 28] Dalsi zdroj vztahuje fidkost matice ke zptsobu jeji
reprezentace. Konkrétné definuje matici A € R™"™ jako hustou, pokud je repre-
zentovana pomoci pole o m Fadcich a n sloupcich s m - n prvky. Ridkou matici
pak definuje jako matici ulozenou v datové strukture, kterd vyuziva ridkosti
matice tim, ze neukladd jeji nulové prvky. [23] Dalsi zdroj uvadi, ze matice je
ridka, pokud je pro jeji reprezentaci i pii vypoctech s touto matici vyhodné
vyuzit jeji nulové prvky. Hustou matici pak definuje jako matici, pro kterou se
s zadnym jejim nulovym prvkem nevyplati zvlastni zachézeni. [29] Jeden ¢la-
nek pak vyuzivd kontrastu poc¢tu nulovych a nenulovych prvku tim, ze ridkou
matici definuje jako matici, ve které je pocCet nenulovych prvkia zanedbatelny
ve srovnani s po¢tem nulovych prvki. [30]

Je zfejmé, ze vsechny tyto definice jsou ponékud obecné a nekonkrétni.
Formalni definici prinasi az ¢lanek [31], ktery se zabyva ndsobenim ridké matice
a hustého vektoru na grafickych kartach. V tomto ¢lanku je matice A € R™"
oznacena jako Fidka, pokud ma O(n) nenulovych prvku. Nicméné tato definice
je trochu omezujici v tom, ze uvazuje pouze ¢tvercové matice radu n. Proto pro
ucely tohoto textu bude tato definice mirné modifikovana tak, aby zahrnovala
i obecné matice.

» Definice 4.25 (Ridk4 matice [31]). Necht A € R™". Matice A je vidkd,
pokud pocet jejich nenulovych prvki je O(m + n).

Tato definice je vyhodné nejen proto, ze zahrnuje i matice obecnych roz-
meéru, ale dokonce pro ¢tvercové matice fadu n presné odpovida definici pu-
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blikované ve ¢lanku [31], nebot O(n + n) = O(2n) se z definice asymptotické
horni meze redukuje na O(n).

Vizualizace idké matice z kolekce SuiteSparse Matriz Collection s vyzna-
¢enim nenulovych prvki je k vidéni na obrazku 4.1.

Pro analyzu formulaci a algoritmti ndsobeni matic je nékdy vyhodné psat
pocet nenulovych prvka matice A € R"™" ve zkracené podobé. K tomuto tacelu
slouzi nésledujici funkce.

» Definice 4.26 (Pocet nenulovych prvka matice [32]). Necht A € R™"
a nnz je funkce R™™ — Ny. Funkcéni hodnotou nnz(A) je pocet nenulovych
proki matice A.

Diky této definici je pak mozné pro A € R™" misto poctu nenulovych
prvki matice A psat jednoduse nnz(A).

Dalsi ¢astou vyuzivanou vlastnosti fidkych matic je jejich hustota, ktera
vyjadruje pomér nenulovych prvkia k celkovému pocétu prvk matice.

» Definice 4.27 (Hustota matice [21]). Necht A € R"™". Hustota matice A je

podil
nnz(A)

m-n



Kapitola 5

Formulace nasobeni matic

Tato kapitola se zabjvd zavedenim wvsech ctyr formulaci maticového ndso-
bent, jejich popisem, dikazy vzdjemné ekvivalence a analyzou téchto formu-
lact pro ucely paralelniho ndsobeni ridkych matic.

Protoze matici je mozné prochazet pres sloupcové nebo radkové vektory, exis-
tuji celkem ¢tyti rizné formulace pro soucin matic. Nejprve bude jako zakladni
definice uvedena klasicka formulace ndsobeni matic, a u ostatnich formulaci
bude proveden ditkaz o jejich ekvivalenci se zdkladni definici. Je dtlezité po-
znamenat, ze nasobeni matic je asociativni operace, ale obecné se nejedna
o operaci komutativni. [20, 21]

Kazda formulace bude zkouména predevsim z hlediska vhodnosti pouziti
pro paralelni nasobeni fidkych matic. Konkrétné budou popsany jeji vyhody,
nevyhody, moznosti paralelizace, pamétova naro¢nost vzhledem k cache paméti
a mira znovupouziti dat, kterd je ve ¢lanku [33] definovana jako pomér poctu
operaci nasobeni a akumulace mezivysledku (z angl. multiply-accumulate, zkr.
MAC) k poétu prectenych a zapsanych dat. Pro ucely zjednoduseni odhadu
miry znovupouziti dat a narokt na cache pamét budou uvazovana stejné jako
ve ¢lanku [33] nasledujici zjednoduseni:

m Matice A, B a C jsou ¢tvercové iadu n.

m Obé vstupni matice A a B maji stejny pocet nenulovych prvki, tj. plati
nnz(A) = nnz(B).

m Vsechny matice maji rovnomérné rozdéleni nenulovych prvk, tj. napf. pro
matici A plati, ze pocet nenulovych prvki v kazdém jejim radku ¢i sloupci
je nnz(A)/n.

Nicméné tato zjednoduseni budou uvazovana pouze pro icely odhadu miry

znovupouziti dat a pamétové narocnosti, a vSechny ostatni ivahy budou platné
i bez téchto zjednoduseni. Mira znovupouziti dat bude oznacovana jako DR
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M Obrazek 5.1 Vizualizace RbC ndsobeni. Prekresleno z [@]

(z angl. data reuse) a naroky na cache pamét budou oznaceny jako CMR (z
angl. cache memory requirements).

5.1 Row-by-Column nasobeni matic

» Definice 5.1 (Row-by-Column nasobeni matic [, @]) Necht A € R™"
a B € R™P. Pak soucinem matic, ktery je zaloZeny na soucinu rddkového
vektoru matice A a sloupcového vektoru matice B, je matice C € R™P, pro
jejiz proky Cyj, kde i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,p}, plati:

n
Ci; = Z AixBy;.
k=1

Tento soucin se nazgvd Row-by-Column (zkr. RbC), pripadné také vnitrni
soucin (z angl. inner product).

Z definice tedy plyne, ze jeden vypocetni krok RbC nasobeni je skalarni
soucin fadkového vektoru matice A a sloupcového vektoru matice B, pricemz
vystup jednoho kroku je pravé jeden prvek vysledné matice C. Vizualizace RbC
nésobeni je k vidéni na obrazku 5.1, pseudokdd tohoto nasobeni pak ukazuje
algoritmus p5.1.

Pravdépodobnost, ze vystup jednoho kroku RbC nédsobeni bude nenulovy
prvek, je nnz(C)/n?, proto pro znovupouziti dat, jak uvadi ¢lanek [33], plati:

e e e B )

Vzhledem k tomu, ze rozmér n miize u ridkych matic dosahovat stovek tisic
az desitek miliont, je pro velké matice znovupouziti dat u RbC nésobeni blizké
nule. Vyhodou vsak je, ze naroky na cache pamét této formulace jsou také
velmi nizké, konkrétné CM Rppc = O(nnz(A)/n), pricemz podil nnz(A)/n
byva u fidkych matic v fadu desitek az stovek prvki. Druhou vyhodou je, ze
tato formulace nabizi pfimocarou paralelizaci, nebot je mozné rozdélit vypocet
skalarnich souc¢inti mezi jednotliva vlakna a prvky vystupni matice rozdélovat
po cache blocich, aby nedochazelo k falesnému sdileni (viz. 2.6). [ﬁ, @, @]
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Vstup : Matice A € R™" B € R™P
Vystup: Matice C € R"™P
Alokuj matici C.
Nastav prvky matice C na nuly.
for : + 1 tom do
for j «+ 1 to pdo
for k< 1tondo
Cij < Cij + Aji - By
end
end

© W U A W N

end
return C
Algoritmus 5.1: Pseudok6d RbC nasobeni matic. [34]

=
(=}

Nicméné tato formulace mé tii zdsadni nevyhody, které ji ¢ini nevhodnou
volbou pro paralelni nasobeni fidkych matic:

1. Obé vstupni matice musi byt reprezentovany v rtznych formatech, matice
A v tddkovém formatu a matice B ve sloupcovém formatu. [33, 34]

2. RbC néasobeni je pro husté matice pomérné efektivni, avsak vzhledem
k tomu, ze RbC nasobeni v jednom kroku vypocita jeden prvek vystupni
matice, je tato formulace velmi nevhodnd pro nasobeni ridkych matic, ne-
bot vede ke zna¢nému mnozstvi zbyteénych vypoctu. U skalarniho soucinu
je totiz nezbytné provést iteraci vsech prvkua radkového vektoru matice
A soubézné s prvky sloupcového vektoru matice B, a to i v pripadé, zZe
existuje jen mélo redlnych prianikd, tj. piipadi, kdy jsou oba prvky z obou
vektorti nenulové. Napf. na obrézkuﬁ je skalarni soucin druhého radko-
vého vektoru matice A a tretiho sloupcového vektoru matice B nulovy,
a to presto, ze oba vektory obsahuji nenulové prvky, nebot u zadné dvo-
jice nenulovych prvka se neshoduje index spole¢né dimenze obou vstupnich
matic. [33, 34]

3. Pokud jsou matice A a B tidké, pak RbC nasobeni v kazdém kroku po-
¢itd skalarni soucin dvou tidkych vektori. Tento soucin muze byt velmi
neefektivni, nebot MAC operace vyzaduje shodu indext nenulovych prvki
obou ridkych vektort. Naptiklad na obrazku 5.1 skalarni souc¢in druhého
radkového vektoru matice A a prvniho sloupcového vektoru matice B vy-
zaduje dveé operace pro vyhledani shody indext z radkového vektoru matice
A, avsak provede se pouze jedna MAC operace. [33, 34]

Z téchto dtivodti neni RbC nasobeni vhodné pro paralelni nasobeni fidkych
matic a je proto druhou nejméné studovanou formulaci paralelniho soucinu
ridkych matic. [1]
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M Obrazek 5.2 Vizualizace CbR ndsobeni. Prekresleno z [@]

5.2 Column-by-Row nasobeni matic

» Definice 5.2 (Column-by-Row nasobeni matic [, @]) Necht A € R™"
a B € R™P. Pak soucinem matic, ktery je zaloZengy na soucinu sloupcového
vektoru matice A a rddkového vektoru matice B, je matice C € R™P | kterd se
ziskd jako ndsledujici soucet matic:

n
k=1

47

Tento soucin se nazjvd Column-by-Row (zkr. CbR), pripadné také vnéjsi

soucin (z angl. outer product).

7 definice tedy plyne, Ze jeden vypocetni krok CbR néasobeni je soucin
sloupcového vektoru matice A a fddkového vektoru matice B, pricemz vystup
jednoho kroku je diléi s¢itanec celé vystupni matice C. Vizualizace CbR néa-
sobeni je k vidéni na obrazku .2, pseudokdd tohoto maticového nésobeni pak
ukazuje algoritmus 5.2,

» Tvrzeni 5.3. Column-by-Row a Row-by-Column formulace ndsobeni matic
jsou ekvivalentni.

Dikaz. Necht A € R™" B € R™P a C € R™P. Déle necht i € {1,2,...m}
aj€{1,2,...p}. Pak pro ij-ty prvek vysledku CbR ndsobeni plati:

n n

= A*kBk* = (A*kBk*)” = (A Bk* Azk:Bkj
k=1

ij k=1 k=1
[

Rédek a sloupec kazdé ze vstupnich matic ma nnz(A)/n nenulovych prvki,
proto kazdy krok CbR nasobeni provede (nnz(A)/n)?> MAC operaci. Znovupo-
uziti dat této formulace tedy je DRcyr = O(nnz(A)/n). Tato formulace mé
tedy vynikajici znovupouziti dat, dokonce nejlepsi ze vsech ¢tyr formulaci. Po-
dil nnz(A)/n totiz u fidkych matic pouzivanych v praxi byva nékolik desitek



Column-by-Row nasobeni matic

Vstup : Matice A € R™" B € R™P
Vystup: Matice C € R"™P
Alokuj matici C.
Nastav prvky matice C na nuly.
for i+ 1ton do
for j + 1 to m do
for £+ 1 to p do
Cij < Cij + Aji - By
end
end

© W U A W N

end
return C
Algoritmus 5.2: Pseudokéd CbR nasobeni matic. [34]

=
(=}

az stovek prvka, proto CbR nédsobeni data zapsané do paméti ¢i prectend z pa-
méti znovu vyuzije desetkrit az stokrat. Naroky na cache pamét jsou vsak také
vysoké, konkrétné CM Rcopr = O(nnz(C) +nnz(A)/n), tj. nejvyssi naroky ze
vSech ¢tyt formulaci. Paralelizace CbR nasobeni je také problematicka, protoze
ackoliv lze vypocet dil¢ich souctt vysledné matice C rozdélit mezi jednotliva
vldkna, je potieba zajistit exkluzivni pristup ke vSem bunkam vystupni matice,
aby nedochdzelo k ¢asové zavislym chybam. [1, 33, 34]

CbR nésobeni fesi dva hlavni problémy RbC nésobeni. Za prvé, CbR naso-
beni v jednom kroku vypocitava nenulové polozky vystupni matice, nebot dil¢i
s¢itanec vysledné matice je nulovy pouze tehdy, kdyz je sloupcovy nebo 7ad-
kovy vektor nulovy, coz je malo pravdépodobné. Za druhé, CbR formulace pti
nasobeni rfidkych vstupnich vektorti nemusi provadét operace pro vyhledavani
a porovnavani indexu. [33, 34].

Nicméné CbR formulace méa t¥i néasledujici klicové nevyhody:

1. Stejné jako u RbC nasobeni je i v tomto pripadé potireba, aby vstupni ma-
tice byly reprezentovany v odlisnych formatech, a to jedna ve sloupcovém
a druhd v radkovém formétu. [33, 34]

2. Aby mohla ruzné vldkna pocitat diléi s¢itance vystupni matice, je po-
tteba pristup ke kazdé sdilené bunce matice C oSetfit synchroniza¢nimi
prostiedky, coz muze vyznamné snizovat vykon celého algoritmu. [33, 34]

3. P1i vypoctech dil¢ich mezivysledkt matice C je mozné se nadmérné syn-
chronizac¢ni rezii vlaken vyhnout tim, ze vysledek dil¢iho sou¢tu bude kazdé
vlakno zapisovat do svého vlastniho bufferu. Po té, co vsechna vlakna vy-
pocitaji svilj casteény vysledek, dojde k secteni vSech dil¢ich mezivysledki
do vysledné matice C. Nicméné tento pristup je nevhodny nejen kvuli ra-
zantnimu zvyseni pamétové narocnosti, ale navic je problematicky, pokud
dil¢éi soucty matice C maji byt ridké, nebof s¢itdni mezivyslednych matic
v fidkém formatu je velmi komplexni operace. [34]
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Row-by-Row nasobeni matic

~ - -
LR .

B Obrazek 5.3 Vizualizace RbR nésobeni. Pfekresleno z ﬂ?)—é,\l]

CbR nasobeni tedy sice Tesi nékterd slaba mista RbC formulace, nicméné
vzhledem k vyse uvedenym problémim ani CbR formulace neni idealni volbou
pro paralelni nasobeni ridkych matic.

5.3 Row-by-Row nasobeni matic

» Definice 5.4 (Row-by-Row nésobeni matic [1, 33]). Necht A € R™" a ddle
B € R™P. Pak soucinem matic, ktery je zaloZeny na soucinu radkového vektoru
matice A a vsech tddkovijch vektori matice B, je matice C € R™P, pro jejiz
i-ty radek, kde i € {1,2,...,m}, plati:

n
Ci = Z A By..
=1

Tento soucin se nazyjvd Row-by-Row (zkr. RbR), pripadné také Gustavsoniv
algoritmus.

Z definice tedy plyne, Ze v jednom vypocetnim kroku RbR nasobeni je
vypocitan cely jeden radek vysledné matice C, pficemz tento vystupni rddek
je linedrni kombinaci fadkovych vektort matice B a koeficienty této linedrni
kombinace jsou prvky daného radkového vektoru matice A. Vizualizace RbR
nasobeni je k vidéni na obrazku 5.3, pseudokdd tohoto nasobeni pak ukazuje
algoritmus j.3.

» Tvrzeni 5.5. Row-by-Row a Row-by-Column formulace ndsobeni matic jsou
ekvivalentnyi.

Dikaz. Necht A € R™" B € R™P a C € R™P. Déle necht i € {1,2,...m}
aj€{l,2,...p}. Pak pro j-ty prvek jednoho kroku RbR nésobeni, tj. pro j-ty
prvek i-tého fadku matice C, plati:

n n n
(Cin); = (Z AikBk*> => Ay (Br); =Y AuBy;.
k=1 k=1 k=1

J
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Row-by-Row nasobeni matic

Vstup : Matice A € R™" B € R™P
Vystup: Matice C € R"™P
Alokuj matici C.
Nastav prvky matice C na nuly.
for : + 1 tom do
for j «+ 1 ton do
for £+ 1 to p do
Cij <+ Cij + Ay - By
end
end
end
return C
Algoritmus 5.3: Pseudokéd RbR nédsobeni matic. [34]

© W U A W N

=
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V RbR néasobeni se tedy pro kazdy nenulovy prvek radkového vektoru ma-
tice A provede soucin daného prvku a odpovidajiciho radkového vektoru ma-
tice B. Protoze matice B ma v jednom fadku nnz(B)/n nenulovych prvki, po-
¢et vykonanych MAC operaci pti ndsobeni vektoru ¢islem je nnz(B)/n. Z toho
plyne, Ze pfi uvazovanych zjednodusenich je znovupouziti dat DRgyr = O(1),
tj. nizsi nez u CbR nasobeni, ale vyssi nez v pripadé RbC nasobeni. Naroky na
cache pamét jsou CM Rrpr = O(%(B) + %(C)), kde prvni séitanec reprezen-
tuje nenulové prvky radku matice B a druhy sc¢itanec radek matice C. Stejné
jako v pripadé znovupouziti dat je tedy RbR nasobeni i z hlediska narokt na
cache pamét kompromisem mezi obéma extrémy RbC a CbR nasobeni. Para-
lelizace je v tomto ptipadé pomérné primocara, nebot je mozné mezi vldkna
rozdélit vypocet jednotlivych radkua vystupni matice C. [1, 33, 34]

RDbR nasobeni ma tedy nésledujici klicové vyhody:

1. RbR formulace pristupuje ke vSem tfem maticim v radkovém poradi, coz
umoznuje vyuzit stejny radkovy format pro reprezentaci jak vstupnich, tak
vystupnich matic. [33, 34]

2. Dilé¢im krokem RbR formulace je soucin ¢isla a vektoru. Pokud jsou vstupni
matice ridké, pak tato formulace vypocitava pouze nenulové prvky vystupni
matice, pokud neuvazujeme situaci, kdy se preskalované prvky sec¢tou na
nulu. Navic pri nasobeni ¢isla a vektoru neni potieba provadét ziddné ope-
race vyhleddni a porovnéni indexi jako u RbC nasobeni.[33, 34]

3. Pokud bude mezi jednotlivd vldkna rozdélen vypocet dil¢ich radkt vystupni
matice C, pak tato formulace nepotiebuje zadnou synchronizaci pro ¢teni
a zapisy do paméti pro vystupni matici. [33]

4. RbR formulace ma pomérné nizké naroky na cache pamét, nebot zatimco
CbR néasobeni potfebuje pracovat s celou vystupni matici, RbR nasobeni
potiebuje do cache ulozit pouze jeden Fadek vysledné matice C. [33, 34]
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B Obrazek 5.4 Vizualizace CbC ndsobeni. Inspirovano ilustracemi z [@]

7 téchto diavodu je RbR formulace vhodnou volbou pro paralelni nasobeni
Fidkych matic a ze vSech ¢ty formulaci je také tou nejstudovanéjsi. @

5.4 Column-by-Column nasobeni matic

» Definice 5.6 (Column-by-Column nasobeni matic [E, ]) Necht A € R™"
a B € R™P. Pak soucinem matic, ktery je zaloZeng na soucinu sloupcového
vektoru matice B a vsech sloupcovych vektori matice A, je matice C € R™P,
pro jejiz j-ty sloupec, kde j € {1,2,...,p}, plati:

n
C.; =Y AuBy;.
k=1

Tento soucin se nazyvd Column-by-Column (zkr. CbC).

Z definice tedy plyne, ze v jednom vypocetnim kroku CbC nésobeni je vy-
pocitan cely jeden sloupec vysledné matice C, pricemz tento vystupni sloupec
je linedrni kombinaci sloupcovych vektort matice A a koeficienty této linedrni
kombinace jsou prvky daného sloupcového vektoru matice B. Vizualizace CbC
néasobeni je k vidéni na obrazku E.)Z, pseudokoéd tohoto nasobeni pak ukazuje
algoritmus 5.4.

» Tvrzeni 5.7. Column-by-Column a Row-by-Column formulace ndsobeni
matic jsou ekvivalentni.

Dukaz. Necht A € R™" B € R™? a C € R™P. Déle i € {1,2,...m} a déle
j € {1,2,...p}. Pak pro i-ty prvek jednoho kroku CbC ndsobeni, tj. pro i-ty
prvek j-tého sloupce matice C, plati:

n

(Cyj); = (Z A*kBkj> = (Aw);Brj =>_ AyBy;.
k=1 k=1

i k=1



Nasobeni ridkych matic

Vstup : Matice A € R™" B € R™P
Vystup: Matice C € R"™P
Alokuj matici C.
Nastav prvky matice C na nuly.
for i+ 1 to p do
for j «+ 1 ton do
for £k < 1 to m do
Cij < Cij + Aji - By
end
end

© W U A W N

end
return C
Algoritmus 5.4: Pseudokéd CbC nasobeni matic.

=
(=}

Tato formulace je velmi podobna RbR néasobeni a proto pro ni plati také
stejné uvahy jako v pripadé RbR formulace, véetné narokt na cache pamét
a miru znovupouziti dat. Vzhledem k podobnosti s RbR nasobenim a stejnym
vlastnostem je CbC nasobeni tou nejméné studovanou formulaci pro paralelni
nésobeni idkych matic. [1]

5.5 Nasobeni ridkych matic

Na zavér kapitoly o nadsobeni matic je vhodné jesté definovat samotné nasobeni
ridkych matic.

» Definice 5.8 (Nasobeni ridkych matic [5]). Necht A € R™" B € R"™P
a C € R™P. Soucin C = A - B se nazjvd ndsobeni ridkych matic (z angl.
sparse general matriz-matriz multiplication, zkr. Sp GEMM), pokud A, B i C
jsou ridké matice.
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Kapitola 6

Formaty pro reprezentaci a
ukladani ridkych matic

Tato kapitola se zabyvd popisem a analyzou formdti pro reprezentaci ridkych
matic véetné souborovych formdti pro jejich ukldddni a sdilend.

Dimenze tidkych matic mtze dosahovat i nékolika jednotek nebo dokonce de-
sitek miliéona, proto je velmi neefektivni a v nékterych pripadech dokonce ne-
mozné reprezentovat takovou matici v paméti pocitace se vSemi jejimi prvky.
Vzhledem k tomu, ze vétsina prvkh v fidkych maticich je nulova, je pro efek-
tivni vypocty a algoritmy nezbytné tyto matice v paméti reprezentovat pouze
prostiednictvim jejich nenulovych prvki. Tyto zplsoby reprezentace se ozna-
¢uji jako tlozna schémata, piip. lozné forméaty (z angl. storage schemes, ptip.
storage formats). Nicméné toto oznaceni muze byt trochu zavadéjici, protoze
tato schémata slouzi k obecné reprezentaci ridké matice v paméti pocitace. Ke
skutecnému ulozeni fidké matice do souboru slouzi souborové formaty, které
pak mohou tuto rfidkou matici v souboru reprezentovat pomoci nékterého exis-
tujiciho dlozného schématu. Napiiklad souborovy format Matriz Market jako
jeden ze zplisobti reprezentace fidké matice vyuziva souradnicové schéma COOQO.

Pro cely popisu a analyzy vSech formatt bude uvazovana matice obecnych
rozméri A € R™"™,

6.1 Ulozn4 schémata fidkych matic

Pro efektivni praci s fidkymi maticemi vznikla fada forméatu pro jejich repre-
zentaci v paméti, pricemz kazdy forméat disponuje odlisSnymi vlastnostmi a je
vhodny pro urcité operace s fidkymi maticemi. V této kapitole budou popsany
nosti a vhodnosti pouziti pro algoritmy nasobeni fidkych matic. Pamétova
narocnost daného schématu bude oznacovana jako S (z angl. storage).
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UloZn4 schémata Fidkych matic

1 2 3 4 5 6 Radkové indexy

10 6 0 0 0 0 3 3 2 5 5 1 3 5

Sloupcové indexy

s)2 010700 2 |1 |2|5|6|2]|4]4
4100000 0 Data
5000|845 1 2|3 |4/|5/|6|7]8

B Obrazek 6.1 Piiklad reprezentace ridké matice ve formatu COO.

6.1.1 Coordinate Format

Nejjednodussim a nejvice intuitivnim zplhsobem reprezentace ridké matice je
soutradnicovy formét (z angl. coordinate format, zkr. COQ). Tento format re-
prezentuje nenulové prvky matice jako mnozinu trojic (7,7, a;;), kde ¢ znaci
fadkovy index a j sloupcovy index prvku a;; # 0. Pro tuto reprezentaci jsou
zapotiebi tii pole, dvé s celo¢iselnymi prvky pro ukladani indexi a jedno s re-
alnymi prvky pro reprezentaci hodnot, ptricemz kazdé pole mé pravé nnz(A)
prvku. [26, 29]

Ackoliv je pro potieby daného algoritmu nebo operace nad Fidkymi ma-
ticemi obvyklé, Ze jsou jednotlivé trojice usporadany podle svych radkovych
a sloupcovych indext, je potifeba zminit, ze takové usporddani tento format
nezarucuje a trojice jsou obecné neusporadané. [26, 29, 31, 35] Priklad repre-
zentace matice ve formatu COO ukazuje obrazek ﬂ

Pokud bude kazdy radkovy, resp. sloupcovy index vyzadovat S;q, bajtu
paméti a 5,4 bude oznacovat velikost reprezentace nenulového prvku matice,
pak paméfova narocnost reprezentace matice A ve formatu COO, jak bylo
popséno ve ¢lanku [36], je nasledujici:

Scoo = nnz(A) . (2 - Side + Sval)-

Prestoze je tento format intuitivni a velmi jednoduchy na konstrukci, ma
dvé zasadni nevyhody:

1. Pokud ridka matice obsahuje velké mnozstvi nenulovych prvki v urcitych
svych tadcich, resp. sloupcich, pak ulozeni stejného indexu pro kazdy ne-
nulovy prvek v takovém radku, resp. sloupci vede k vyznamnému plytvani
paméti a ke zvySené rezii pri pristupu k této paméti. [36]

2. COO format je velmi neprakticky, pokud potiebujeme k matici pristupovat
po jednotlivych fadcich ¢i sloupcich. [29]

Z téchto dtvodt se COO schéma pro nasobeni fidkych matic prilis nepou-
Ziva a obecné je tento format pouzitelny jen pro malou mnozinu operaci s rid-
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UloZn4 schémata Fidkych matic

1 2 3 4 5 6 Offsety
1,016 | 0|00, 0 2 -1]0 1
2,013 ,0,01|07]O0 Data
31 2 1 0 71010 2 O] 0|0 0]O0
40| 0] 00 0]0O0 0 1 0| 800
500 0,0 81| 4] 5 0|3 ]0/|0] 4]0

0| 6 |0 710 5

B Obrazek 6.2 Priklad reprezentace r{dké matice ve formatu DIA.

kymi maticemi, jako je napr. ndsobeni fidké matice hustym vektorem (angl.
sparse matriz-vector multiplication, zkr. SpMV). Nicméné i pro ndsobeni fidké
matice hustym vektorem je tento format pomérné problematicky, protoze vét-
Sina SpMV algoritmii, které pouzivaji schéma COO, rozdéluje vypocet mezi
vlakna po rovnomérném poctu nenulovych prvka vstupni matice A. K tomu
je nezbytna synchronizace nebo atomické operace pro slucovani mezivysledku
do vystupniho vektoru, coz vede k vyznamnému snizeni vykonu téchto SpMV
algoritmu. [1, 29, 36]

6.1.2 Diagonal Format

Pokud jsou nenulové prvky matice A soustfedény na mensim poctu diagonal,
pak se nabizi zpusob reprezentace této matice prostrednictvim jejich diago-
nal s nenulovymi prvky. Tento princip reprezentace vyuziva diagonalni format
(z angl. diagonal format, zkr. DIA). [35, 36]

DIA format matici reprezentuje pomoci dvou poli. V poli data jsou uloZeny
samotné diagondly s nenulovymi prvky a v poli offset jsou ulozeny offsety
téchto diagondl (viz. definice diagonaly ) [35, 36, 37] Ke kazdé diagonale
jsou zleva a zprava doplnény nuly tak, aby takto zarovnand diagondla zac¢inala
v prvnim sloupci a koncila v poslednim sloupci matice. Toto doplnéni nul ke
kazdé diagonale ma za nésledek, ze kazda diagonala matice A € R™" je v poli
data ulozena pomoci n prvku. Ukazka pouziti formatu DIA je k vidéni na
obrazku .

Pokud Ny, bude oznacovat pocet diagondl s alespon jednim nenulovym
prvkem matice A, pak pamétova narocnost DIA formétu, jak bylo popsano ve
¢lanku [36], je nasledujici:

SDIA - Ndia n- Sval + Ndia ' Sidxa
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UloZn4 schémata Fidkych matic

kde Sy, oznacCuje pocet bajti pro reprezentaci nenulového prvku a S;q,
predstavuje pozadovanou velikost pro ulozeni jednoho offsetu.

DIA formét diky offsetim diagondl viibec nepotiebuje uchovévat indexy
nenulovych prvka a je idedlni volbou pro ridké matice, jejichz prvky se pri-
marné nachazeji na mensim poctu diagonal. Tento forméat je proto vyuzivan
napr. pro reprezentaci matic, které jsou vysledkem metody konec¢nych dife-
renci, coz je jedna z diskretiza¢nich metod pro numerické reseni diferencialnich
rovnic. [37] Nicméné tento format ma dvé zasadni nevyhody:

1. DIA formét je pouzitelny jen pro velmi malé mnozstvi fidkych matic, které
maji diagonalni strukturu. [36, 37]

2. Pro matice, které maji nenulové prvky rozmisténé na vétsim mnozstvi di-
agondl, pirinasi zarovnani vSech diagondal nulovymi prvky vyrazné zvyseni
pamétovych narokt. Navic, pokud méa matice A na ulozenych diagonélach
pouze par nenulovych prvki, uklada DIA format kromé téchto nenulovych
prvki i zbytecné nulové prvky, coz spole¢né s nulami na zarovnani dale
zvySuje paméfovou ndrocnost a vyznamné zvysuje mnozstvi zbytecnych
pristupt do paméti. [36, 37]

7Z téchto duvodu se DIA formét pro nésobeni fidkych matic témér vibec
nepouziva, nicméné pro fidké matice, které maji diagondlni strukturu, se tento
formét nékdy pouziva pro nasobeni Fidké matice hustym vektorem. [1, 37]

6.1.3 ELLPACK

Zatimco DIA formét byl vhodny pro malé mnozZstvi matic a tim i pro specifické
problémové domény, format ELLPACK (zkr. ELL) je mnohem obecnéjsi. Tento
formét reprezentuje matici A € R"™" s nejvysSe nnzyq, nenulovymi prvky
v kazdém radku pomoci dvou dvourozmérnych poli colldx a data, ptricemz
kazdé z téchto poli ma pravé m radki a nnz,q, sloupct. V kazdém rfadku pole
data jsou ulozeny nenulové prvky daného radku matice A a tyto prvky jsou
zarovnany zprava nulami, pokud je pocet nenulovych prvka v tomto radku
mensi nez nnzpq,. Podobné, v kazdém radku pole colldz jsou pak uloZeny
sloupcové indexy nenulovych prvka z daného rfadku matice a kazdy radek
tohoto pole je opét zarovnan zprava nulami, pokud je pocet nenulovych prvka
v tomto fadku mensi nez nnz,q,. [31, 36, 37, 35] Ukazka reprezentace ridké
matice ve formatu ELL je k vidéni na obrazku g

Naroky na pamét formatu ELL pro reprezentaci matice A € R™" jsou
nasledujici:

SELL = (Szdx + Sval) - NMNZrow,

kde S;4; 0znacuje potfebnou pamét pro sloupcovy index a S, reprezentuje
pocet bajtu pro jeden nenulovy prvek. [36]



UloZn4 schémata Fidkych matic

1 2 3 4 5 6 Sloupcové indexy Data
10 6 0 0 0 0 2 0 0 6 0 0
210 3 0 0 0 0 2 0 0 3 0 0
30 2 1 0 710 0 1 2 4 2 1 7
410 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
510 0 0 8 | 4 5 4 | 5 6 8 | 4 5

B Obrazek 6.3 Piiklad reprezentace fidké matice ve formatu ELL.

Protoze obé dvourozmérna pole obsahuji informace pro jednotlivé radky
matice A, nepotfebuje tento format vibec ukladat fadkové indexy. [36] Avsak
tento format mé tyto dilezité nevyhody:

1. ELL format vyznamné plytva paméti pro reprezentaci matic, které maji
vyssi pocet nulovych radku.

2. Tento format je velice citlivy na parametr nnz,q, a pokud ma matice A vy-
soky pocet radku, které maji nenulovych prvka vyrazné méné néz nnz,qy,
pak potiebné zarovnani nulovymi prvky v obou polich vyrazné plytva pa-
méti a navysuje zbytecné pristupy do paméti. [36]

3. V extrémnim pripadé, kdy ma matice A jeden fadek plny nenulovych
prvki, jsou pamétové naroky ELL schématu dokonce vyssi nez tiplna repre-
zentace idké matice A pomoci dvourozmérného pole véetné jejich nulovych
prvki. [31]

Je ztejmé, ze ELL format je nejvyhodnéjsi pro matice, které maji nenulové
prvky rozmisténé rovnomérné po vsech svych radcich. ELL format je tedy
podobné jako DIA schéma vhodny pro uzsi skupinu matic, proto neni pro
nasobeni ridkych matic prilis vyuzivany. [1]

6.1.4 Compressed Sparse Row

Jednim z nejuzivanéjsich formatt pro reprezentaci ridkych matic je format
komprimovanych fadku (z angl. compressed sparse row, zkr. CSR) nebo také
schéma komprimovaného ukladani radku (z angl. compressed row storage, zkr.
CRS). Toto schéma optimalizuje souradnicovy format tim, ze pole pro sloup-
cové indexy a pro data ponechava beze zmény, avsak komprimuje idaje v poli
radkovych indext. V tomto poli se neuklddd index faddku kazdého nenulového
prvku, ale radkové ukazatele, které uchovavaji pozici, na které zacina prvni
nenulovy prvek daného rfadku uvniti zbyvajicich dvou poli. V poli fadkovych
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1 2 3 4 5 6 Ukazatele radku

10 6 0 0 0 0 1 2 3 6 6 9

Sloupcové indexy

st 2 107 /0/ 0 2 2|12 |4|4|5]6
4000000 0 Data
5000|845 6 32|17 |8|4]|5

B Obrazek 6.4 Piiklad reprezentace fidké matice ve formatu CSR.

ukazatelu tedy i-ty zdznam pro i € {1...m} matice A € R™" ukazuje na
pozici zacatku i-tého radku v rdmci poli pro data a pro sloupcové indexy. Na
posledni pozici pole fadkovych ukazatela je zarazka, kterd ukazuje za posledni
prvek zbyvajicich dvou poli. Velikost pole radkovych ukazateli pro matici A je
proto n + 1 a posledni prvek tohoto pole je vzdy pevné nastaven na hodnotu
nnz(A) + 1. [1, 26, 31, 36]

Pole sloupcovych indexi méa tedy nnz(A) prvkia a jsou v ném ulozeny
sloupcové indexy nenulovych prvkl prvniho fadku matice, nasledované sloup-
covymi indexy nenulovych prvku druhého fadku matice, a tak dale (bez mezer
mezi jednotlivymi fadky). Obvykle, avsak ne vzdy, jsou zdznamy kazdého dil-
¢iho rfadku ulozeny vzestupné podle hodnoty sloupcového indexu. V poli pro
data jsou pak ulozeny hodnoty odpovidajicich nenulovych prvka ve stejném
poradi. [26, 31, 36] Ukéazka reprezentace ridké matice ve formatu CSR je k vi-
déni na obrazku 6.4.

Pamétova narocnost CSR schématu je nasledujici:

Scsr = (m + 1) - Sige + nnz(A) . (Sval + Sidx)u

kde S;q; opét predstavuje pocet bajtii pro ulozeni jednoho celého c¢isla
a Syal PoCet bajti pro reprezentaci nenulového prvku matice. [36]

CSR format je jednim z nejpouzivanéjsich formétt pro reprezentaci fidkych
matic. [31, 36, 38] Jeho vyhody jsou nasledujici:

1. Tento format neklade zadné specifické pozadavky na strukturu ridké ma-
tice, je velmi malo citlivy na rozlozeni nenulovych prvka a na rozdil od
ostatnich schémat je proto vSestrannym formatem, nebot dokaze reprezen-
tovat siroké spektrum fidkych matic. [1, 37, 38|

2. Na rozdil od formati DIA a ELL umoznuje format CSR efektivné repre-
zentovat matice s proménlivym poctem nenulovych prvki na fadek, aniz
by kvuli tomuto nerovnomérnému rozlozeni nenulovych prvka zbytecné
plytval paméti. [37]
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3. Diky radkovym ukazateliim nepotfebuje CSR format podobné jako ELL
ukladat zddné radkové indexy nenulovych prvku. [36]

4. CSR format reprezentuje matici po jednotlivych fadcich a je proto idealni
volbou pro algoritmy, které k fidké matici pristupuji po radcich. Navic je
obzvlast vyhodny pro RbR formulaci nasobeni matic, protoze umoznuje
ptistup k fadku v konstantnim ¢ase O(1). [1]

Ackoliv mé CSR mnoho vyhod, i tento format méa dvé mensi slabiny:

1. CSR uklada v poli radkovych ukazateli zaznam pro kazdy radek reprezen-
tované matice. Pokud tato matice obsahuje velké mnozstvi nulovych radki,
pak se v poli radkovych ukazatelti zbytecné plytva paméti. Nicméné toto
plytvani je vyrazné nizsi nez u ostatnich formétu.

2. Pokud mé reprezentovana matice nerovnomérnou strukturu s vyrazné od-
liSnymi pocty nenulovych prvki na radek, mohou paralelni algoritmy, které
rozdéluji vypocet po jednotlivych Fadcich, trpét nerovnomérnym rozloze-
nim vypocetni zatéze. [36, 37]

Tyto drobné nevyhody jsou vSak prevazeny dobrymi vlastnostmi tohoto
forméatu a CSR schéma je proto tim nejstudovanéjsim a nejpouzivanéjsim for-
métem pro nasobeni fidkych matic. [1]

6.1.5 Compressed Sparse Column

Formét komprimovanych sloupci (z angl. compressed sparse column, zkr. CSC)
nebo také schéma komprimovaného ukladani sloupcu (z angl. compressed co-
lumn storage, zkr. CCS) je definovan analogicky k formatu CSR s tim rozdilem,
ze zaznamy ukladéd po sloupcich misto po fadcich. V CSC schématu jsou tedy
ve srovnani s COO forméatem ponechana beze zmény pole radkovych indext
a pole dat, a pole sloupcovych indexti je nahrazeno polem sloupcovych ukaza-
telt. [26, 31] Ukazka reprezentace idké matice ve formatu CSC je k vidéni na
obrazku 6.5.

Vzhledem k tomu, ze CSC format vyuziva pro reprezentaci ridkych matic
stejnou myslenku jako format CSR, pouze aplikovanou na sloupce, plati pro
CSC tytéz uvahy, které byly uvedeny v kapitole @, a to véetné pameéfové
naroc¢nosti.

Podobné jako je CSR formét idedlni volbou pro RbR nasobeni matic, je
CSC format nejvhodnéjsi pro CbC nasobeni a lze jej také vyuzit jako reprezen-
taci matice B pro RbC nasobeni matic. Nicméné kvtili své podobnosti s CSR
schématem neni CSC natolik studovany, jako je jeho radkova varianta. Hlavnim
divodem pouziti tohoto forméatu namisto CSR je to, Ze nékteré programovaci
jazyky, zejména Fortran, tradicné uklddaji matice po jednotlivych sloupcich
a nikoliv po Fadcich. [1, 38]
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1 2 3 4 5 6 Ukazatele sloupcu

10 6 0 0 0 0 1 2 5 ) 7 8 9

Radkové indexy

si2 107 /0/ 0 31|23 |83|5 5|5
4000000 0 Data
5000|845 2 6|3 |1|7|8|4]|5

B Obrazek 6.5 Piiklad reprezentace ridké matice ve formatu CSC.

1 2 3 4 5 6 Ukazatele radku

10 6 0 0 0 0 1 2 4 5

Sloupcové indexy

sl2 (107 0|0 11|23
sfojolojolo|o0 Data
500000 |45 0|6 |03 |2|1[0]0

B Obrazek 6.6 Piiklad reprezentace ridké matice ve formatu BCSR.

6.1.6 Block Compressed Sparse Row

Formét blokovych komprimovanych fadku (z angl. blocked compressed sparse
row, zkr. BCSR) je blokovou variantou CSR schématu. BCSR rozdéluje ¥idkou
matici na husté bloky o rozmérech r x c a uklada kazdy blok, ktery obsahuje ale-
spon jeden nenulovy prvek, ve formatu CSR. Na kazdy blok rozdélené matice
je tedy nahlizeno jako na jeden uceleny prvek, pri¢emz tato matice ucelenych
prvku je pak reprezentovana ve forméatu CSR. [36, 38]

Blok obsahujici pouze nulové prvky neni uklddan, a bloky obsahujici ale-
spon jeden nenulovy prvek jsou ulozeny po dil¢ich radcich véetné vsech svych
nulovych prvkia. Vstupni matice A € R™" je kvili rozdéleni na bloky v tomto
piipadé povazovana za matici o rozmérech [7*] x [2]. Stejné jako CSR schéma
i BCSR format vyuziva pro reprezentaci matice A pole pro data, sloupcové in-
dexy a radkové ukazatele. [36, 38] Piiklad reprezentace ridké matice ve formatu
BCSR pro r = ¢ = 2 je k vidéni na obrazku ﬁ

Protoze BCSR uklada bloky ve formatu CSR, odviji se od forméatu kom-
primovanych tadki i jeho paméfova narocnost. Pro bloky, které maji rozmér
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r X ¢, a matici A s celkem nnz, nenulovymi bloky, je pamétova naroc¢nost
BCSR nasledujici:

SBosr = <[%-‘ + 1) - Side +mnzy - (1 Spar + Side)

kde S,q reprezentuje pocet bajtu pro ulozeni nenulového prvku a Sig.
pamétové naroky na ulozeni celého ¢isla.

BCSR sice vyzaduje méné paméti pro pole radkovych ukazateld a sloup-
covych indexii ve srovnani s formatem CSR, ale explicitni ukladani nulovych
prvkua v poli dat naopak zvysuje pamétovou naroc¢nost a navic se kvuli nulo-
vym prvkuam také zvysuje pocet zbytecnych pristupti do paméti. Na prikladu
BCSR reprezentace na obrazku 6.6 je vidét, ze velikost poli fadkovych ukaza-
tell a sloupcovych indexi je priblizné o polovinu mensi, nez kdyby byla matice
reprezentovana v CSR formatu, pokud budou uvazovany stejné pamétové na-
roky pro S;4;. Nicméné pole dat obsahuje 7 zbytecnych nulovych prvki, a toto
pole je proto o priblizné polovinu vétsi nez pti CSR reprezentaci. [36]

Je tedy zrejmé, ze volba velikosti bloku je kritickd pro vykon algoritmi
reprezentujicich ridké matice v BCSR forméatu. Z toho plynou néasledujici ne-
vyhody:

1. Optimalni velikost bloku se lisi pro rizné ridké matice a BCSR proto na
rozdil od CSR neni formatem pro obecné pouziti. [36]

2. BCSR je uzitetny predevsim pro takové tidké matice, které jsou slozené
z ¢tvercovych hustych blokidi nenulovych hodnot, idedlné v néjakém pra-
videlném vzoru. Nejlepsich vysledki dosahuje BCSR na maticich, které
jsou rozdéleny na velké bloky, ¢imz se redukuje potieba ukladat informace
o pozici kazdého nenulového prvku. [36, 38]

3. Velikost hustych bloki musi byt ¢asto vypocitana dopredu, aby bylo mozné
zvolit jejich optimalni hodnotu, coz zvysuje vypocetni zatéz pii reprezentaci
matice timto formatem. [38]

4. Problém s ukladdnim nulovych prvkia v blocich 1ze vyfesit proménlivou
velikosti jednotlivych bloki. Tento ptistup vyuziva formét VBR (zkr. pro
Variable BCSR), nicméné nalezeni optimalnich velikosti neprekryvajicich
se bloku je vypocetné velmi narocna tloha. Jedna se dokonce o NP-uplny
problém a pro vypocet promeénlivych velikosti blokl jsou proto dostupné
pouze heuristické algoritmy. [26, 36, 39]

Z téchto diivodi a pro své omezené pouziti je BCSR forméat jednim z nej-
méné studovanych forméta pro nasobeni fidkych matic. [1]

6.1.7 Dalsi tlozné formaty

V predchozi ¢asti byly analyzovany nejpouzivanéjsi formaty pro reprezentaci
ridkych matic, avSak existuje jesté mnoho dalSich zajimavych formati, z nichz



Souborové formaty ridkych matic

nékteré stoji alespon za kratkou zminku, ackoliv tyto dalsi formaty nejsou pro
nasobeni ridkych matic hojné vyuzivany.

Vsechny formaty, které byly popsany v predchozi kapitole, patii mezi sta-
tické reprezentace, tj. umoznuji snadné ¢teni nenulovych prvka matice, avsak
pridani nového prvku nebo smazani nékterého existujicitho je komplikovanou
operaci. Tento problém fesi dynamické reprezentace, mezi které patii napr.
dynamicky fidky format (z angl. Dynamic Sparse Format, zkr. DS). [26]

Existuje cela rada tzv. hybridnich formatu, které kombinuji vlastnosti dvou
a vice rliznych format za ticelem snizeni nadmeérné pamétové narocnosti a pre-
bytecného ukladani nulovych prvka. Napt. format HYB kombinuje formaty
COO a ELL tim, Ze reprezentuje prvnich k£ nenulovych prvkua kazdého radku
v ELL formétu a pro zbylé nenulové prvky pak vyuziva format COO. [36]

Existuje nékolik formati, které maji za cil efektivné komprimovat velikost
indexovych poli tradi¢nich formatd. Napi. DCSR formét vyuziva delta kédo-
vani pro efektivni reprezentaci rozdilt mezi sloupcovymi indexy sousednich
nenulovych prvki v rdmci jednoho radku a také kombinuje nenulové prvky na
po sobé jdoucich pozicich do jedné entity. [36]

Podobné jako BCSR format rozdéluje matici do dvourozmérnych blokii,
existuji formaty, které vstupni matici rozdéluji pouze podél jedné jeji dimenze.
Napft. forméat SELL (zkr. pro Sliced ELL) rozdéluje matici horizontalné na dvé
¢asti, pricemz kazdou z nich pak reprezentuje ELL formatem. Diky tomuto
rozdéleni je mozné dosdhnout zna¢ného snizeni ukladani nulovych prvki pro
ucely zarovnani oproti klasickému ELL formatu. [36]

Na zavér stoji za zminku vysoce specializované forméaty, mezi které patii
napt. CSR5. Tento relativné novy format byl vyvinut specidlné pro velmi rychlé
nasobeni fidké matice hustym vektorem na vektorovych vypocetnich architek-
turach. Tento format organizuje nenulové prvky matice do tzv. dlazdic fixni
velikosti, pricemz nenulové prvky v kazdé dlazdici jsou ulozeny do sloupci,
coz zajistuje souvislé vzorce pristupu do paméti na vektorovych vypocetnich
architekturach. Oproti klasickému CSR formatu potiebuje CSR5 schéma kvuli
rozdéleni nenulovych prvkia do dlazdic uchovavat pomocné informace v dalsich
polich, jako jsou ukazatele na dlazdice a deskriptory dlazdic, které obsahuji
pomocnda metadata jako je ¢astecny soucet. PTi nasobeni fidké matice hustym
vektorem dosahuje tento format vynikajicich vysledku pro takové matice, které
maji velmi nepravidelnou fidkou strukturu. [36, 40]

6.2 Souborové formaty ridkych matic

V predchozi kapitole byly popsany formaty pro reprezentaci fidkych matic
v paméti poéitace. Ridké matice je vSak také potfeba archivovat a sdilet mezi
vyzkumnymi komunitami. Pro tyto tcely vzniklo nékolik formatt pro ukladani
fidkych matic do souboru pocitace, které jsou popsany a analyzovany v této
kapitole.
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6.2.1 Harwell-Boeing

Jednim z prvnich souborovych forméati pro sdileni fidkych matic je format
Harwell-Boeing. Tento format vznikl jako soucést kolekce ridkych matic z [41]
a byl vyvinut specidlné pro snadnou manipulaci v jazyce Fortran, ktery pro
¢teni a zapis dat pouzival zptisob zaloZeny na sloupcich, kde je pozice dat v kaz-
dém radku predem pevné urcend. Z toho divodu jsou data a informace o matici
ve formatu Harwell-Boeing organizovany do pevné délky 80 znakil na radek.
Napr. prvnich 72 znakid prvniho fadku hlavickového bloku je rezervovano pro
nazev matice, zbylych 8 znakl je rezervovano pro identifikdtor matice. Dale
napt. prvnich 14 znakt druhé fadky hlavickového bloku je rezervovano pro
reprezentaci celkového poctu radka v souboru, dalSich 14 znaka druhé radky
hlavickového bloku je rezervovano pro pocet radku, které obsahuji sloupcové
ukazatele atd. Kromé samotné matice umoznuje format Harwell-Boeing ukla-
dat i husté vektory pravych stran pro feseni rovnic typu A - x = b. [41]

Kazda matice zac¢ind vicerddkovym hlavickovym blokem, nésledovanym
dvéma az ¢tyrmi datovymi bloky. Hlavickovy blok obsahuje souhrnné infor-
mace o reprezentované matici, jako napt. nazev a identifikator matice, celkovy
pocet radka v souboru a pocet radkt pro jednotlivé datové bloky, typ matice,
jeji dimenze a také format a velikost jeji reprezentace, aby bylo mozné pre-
dem urcit, kolik paméti bude reprezentace matice vyzadovat. Harwell-Boeing
pouziva pro reprezentaci matice v pameéti schéma CSC nebo format Finite Ele-
ment Matrixz Storage, jenz je urcen specialné pro matice, které jsou vysledkem
metody kone¢nych prvku. [41]

Po hlavickovém bloku nésleduje datovy blok pro sloupcové ukazatele, dale
datovy blok radkovych indexi a néasledné datovy blok obsahujici samotné ne-
nulové prvky matice. Pokud mé dany soubor uchovavat i vektory pravych
stran, je v souboru jesté ¢tvrty datovy blok, ve kterém jsou ulozeny prvky
vektoru pravych stran. [41]

7 popisu je ziejmé, ze tento format je pro ¢lovéka velmi Spatné citelny, coz
v kombinaci s tim, Ze byl navrzen a optimalizovan pro pouziti v jazyce Fortran,
ma za nasledek, ze se tento format v dnesni dobé jiz témér nepouziva. Nicméné
vyjma kolekce [41] jsou v tomto formatu k dispozici napf. i matice z kolekce
[42].

6.2.2 Rutherford—Boeing

Forméat Rutherford—Boeing je rozsifenou a vylepsenou verzi formatu Harwell-
Boeing a zaroven zachovava zpétnou kompatibilitu. Rutherford—Boeing vznikl
jako soucast kolekce [43] a pridava podporu pro dalsi metadata, pomocnd data
a vylepsenou dokumentaci vlastnosti reprezentované matice. [43]
Nejvyznamnéjsim vylepsenim je zpusob zpracovani metadat, tj. dodatec-
nych nebo doplnkovych informaci. Pfedchozi Harwell-Boeing format vyzado-
val, aby vSechny dodatec¢né informace byly zahrnuty do stejného souboru jako
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2 0 10,5 0 0 0

3 0 0 [0,015| O 0

4 0 [250,5| O -280 | 33,32

5 0 0 0 0 12

B Obrazek 6.7 Piiklad obecné ¢tvercové tidké matice fadu 5 s 8 nenulovymi
redlnymi prvky. [44]

samotna Fidka matice, zatimco Rutherford—Boeing umoznuje ukladat doda-
teénd data do samostatnych soubori. Déle tento format také prinasi vylepSe-
nou podporu pro ukladani riznych typt matic, jako jsou symetrické nebo Her-
mitovské matice. Napiiklad pro symetrické matice umoznuje format ukladat
pouze nenulové prvky pod resp. nad hlavni diagonalou spolec¢né s nenulovymi
prvky na této hlavni diagonale, nebot zbylé prvky jsou ze symetrie matice
jednoznacné urceny. Navic format Rutherford-Boeing umoziuje na rozdil od
svého predchtidce ukladat vektory pravych stran nejen v hustém, ale také v rid-
kém formatu. [43]

Velmi Spatna Citelnost pro clovéka formatu Rutherford-Boeing v kombi-
naci se strukturou zameérenou na jazyk Fortran zpusobuje klesajici vyuziti ve
vyzkumu a v dnesni dobé omezuje i praktickou vyuzitelnost tohoto formatu.
Avsak kromé kolekce [43] jsou v tomto forméatu dostupné napr. i matice z ko-
lekce [24].

6.2.3 Matrix Market

Format Matrix Market, ktery byl vyvinut v americkém Narodnim institutu
standardi a technologie jako soucast kolekce [@], byl navrzen s durazem na
jednoduchost, rozsititelnost, snadny parsing a dobrou ¢itelnost pro ¢lovéka.

Soubor ve formatu Matrix Market za¢ind hlavickovym radkem, za kterym
nasleduje libovolny pocet fadkt s komentafi, pricemz kazdy fadek s komen-
tafem musi za¢inat symbolem %. Po komentafich ndsleduje rddek obsahujici
rozméry matice a pocet jejich nenulovych prvkia. Za timto fadkem pak nasle-
duji samotnd data o nenulovych prvcich matice. [M]

Hlavickovy radek zacina klicovym identifikatorem %%MatrixMarket, za kte-
rym nésleduje definice objektu, ktery je v souboru reprezentovan, konkrétné
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%hMatrixMarket matrix coordinate real general

b
% This ASCII file represents a sparse 5x5
% matrix with 8 nonzeros.

h

5 5 8
1 1 1.000e+00
2 2 1.050e+01
3 & 1.500e-02
1 4 6.000e+00
4 2 2.505e+02
4 4 -2.800e+02
4 5 3.332e+01
5 5 1.200e+01

B Vypis kdédu 6.1 Reprezentace matice z obrazku 6.7 ve forméatu Matrix Market. [44]

matice nebo vektoru. Nasleduje specifikace reprezentace daného objektu, pri-
¢emz je podporovan souradnicovy format COO nebo husty format. Poté nasle-
duje urceni datového typu nenulovych prvki, pricemz mozné typy jsou realny,
komplexni, celo¢iselny nebo binarni. Na zavér je specifikovana symetrie ma-
tice, ktera muze byt obecnd, symetrickd, antisymetrickd nebo Hermitovska.
V pripadé symetrickych matic je mozné stejné jako u formatu Rutherford—
Boeing ukladat pouze nenulové prvky z dolni, resp. horni trojuhelnikové ¢ésti
této ridké matice, nebot ostatni prvky jsou ze symetrie matice urceny jedno-
znacné. [44]

Obrazek @ZE ukazuje obecnou c¢tvercovou matici fadu 5 s 8 nenulovymi
realnymi prvky. Reprezentaci této ridké matice v souborovém forméatu Matrix
Market pomoci koordina¢niho schématu pak ukazuje vypis |6.1].

Diky své jednoduchosti a srozumitelnosti se Matrix Market stal ve védecké
komunité rozsitenym a preferovanym formatem pro sdileni datovych sad rid-
kych matic. Naptiklad veskeré matice z kolekei [24] a [42] jsou dostupné pravé
ve formatu Matrix Market.
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Kapitola 7
Algoritmy nasobeni ridkych
matic

Tato kapitola rozebird obecny postup vipoctu SpGEMM algoritma, detailné
pak analyzuje, jak dilci casti tohoto postupu 7esi existujici algoritmy pro
ndsobeni ridkych matic.

Algoritmy pro nasobeni fidkych matic jsou nesmirné komplexni a skladaji se
z nékolika dilé¢ich algoritmi. Typicky postup vypoctu SpGEMM algoritmi,
ktery znazornuje obrazek (7.1, ma celkem pét dil¢ich fazi. Faze predikce veli-
kosti se zabyva predpovédi pamétové narocnosti vystupni matice jesté pred
spusténim samotného nasobeni vstupnich matic. Nasleduje faze alokace pa-
méti, kterd vyuziva vysledek predikce velikosti vystupni matice z predchozi
faze k vyhrazeni dostatecného pamétového prostoru, ktery bude potrebny pro
numerické nasobeni vstupnich matic. Cilem treti faze je efektivni rozdéleni vy-
pocetni zatéze. Samotné nasobeni vstupnich matic se provadi ve ¢tvrté fazi,
ve které muze vznikat vétsi mnozstvi ¢astecnych vysledki. Akumulace téchto
mezivysledkt a vypocitani konec¢ného vysledku je pak tikolem posledni paté
faze. [ﬁ]

e

Vstupni
,p 4" Predikce velikosti [—*|  Alokace paméti
matice ‘
‘ Rozdéleni vypocetni
zatéze
p ' N p N
Akumulace Vystupni
Numerické nasobeni j‘ L, . s -p
mezivysledku matice

B Obrazek 7.1 Obecny postup vypoctu SpGEMM algoritmu. Piekresleno z ﬂﬂ]
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Predikce velikosti vystupni ridké matice

Vzhledem k narocnosti a komplexnosti SpGEMM algoritmu neni vyjimkou,
Ze se urcité védecké clanky vénuji pouze nékterym z diléich fazi SpGEMM algo-
ritmu. Napriklad algoritmy SaSpGEMM a MAGNUS publikované ve ¢lancich
[45] a [5] se soustiedi na navrh efektivniho akumuldtoru mezivysledki, pricemz
dalsi faze nejsou témér vibec probirany. Z téchto divoda bude tato kapitola
strukturovana podle dil¢ich fazich Sp GEMM algoritmu.

Faze alokace paméti se fesi pomoci konstruktt pro alokaci paméti v progra-
movacim jazyce, ktery je pouzit pro implementaci SpGEMM algoritmu. Faze
numerického nasobeni pak vyuziva jednu ze ¢tyr formulaci pro nasobeni obec-
nych matic, které byly popsany a analyzovany v kapitole %, pricemz vétsina
algoritmii vyuzivd RbR formulaci. Tato kapitola se proto bude vénovat zby-
vajicim tfem fazim, pficemz pro kazdou z nich budou popsany a analyzovany
existujici metody, které je resi.

7.1 Predikce velikosti vystupni ridké matice

Jak plyne z definice &, vystupem nasobeni fidkych matic C = A - B, kde
A e R B e R%, C e R™P, je také ridka matice, kterd musi byt v pa-
meéti reprezentovana nékterym z formatu, které byly popsany v kapitole 6. Jak
bylo v této kapitole zminéno, nejcastéjsi volbou pro reprezentaci matice je
CSR formét, avsak bez ohledu na zvoleny format bude vyznamnou slozkou
pamétové narocnosti ulozeni samotnych nenulovych prvka vystupni matice.
Nicméné tento pocet nenulovych prvkt véetné jejich rozmisténi ve vystupni
matici nelze uréit predem bez provedeni samotného nasobeni. Proto zptsob
predikce poctu nenulovych prvka vystupni matice vyznamné ovliviuje efek-
tivni spravu paméti SpGEMM algoritmu, nebot prilis benevolentni odhad muze
vést ke zbytecnému plytvani paméti nebo dokonce ke zhorseni principu pro-
storové lokality cache paméti (viz. kapitola ﬂ), a nedostatecny odhad mize
naopak vyzadovat Casté realokace paméti a kopirovani ¢i presouvani jiz vy-
poctenych dat. [1]

7.1.1 Metoda horniho odhadu

Jednim ze zptsobu predikce poc¢tu nenulovych prvki vystupni matice je sta-
noveni hodnoty, pro kterou plati, ze pocet nenulovych prvkt nemuze byt vyssi
nez tato hodnota. Tento vypocteny udaj se nazyva horni odhad. Cilem pre-
dikce pomoci metody horniho odhadu (v angl. upper-bound prediction) je nejen
stanoveni bezpecného odhadu poc¢tu nenulovych prvku, ktery zajisti, ze bé-
hem numerického nasobeni nebude potreba provadét zadné realokace paméti,
ale také to, aby stanoveny odhad nadhodnocoval pocet nenulovych prvku co
nejméné a tim se zabranilo nadmérnému plytvani paméti. Existuje proto né-
kolik zpusobi, jak horni odhad stanovit. Horni odhad poc¢tu nenulovych prvka
vystupni matice bude déle oznacovan také jako O(nnz(C)).
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A B C
O(nnz(C,)) = nnz(B,) + nnz(B,) = 3
O(nnz(C,,)) = nnx(B,) = 1
* - O(nnz(C,)) = nnz(B,) + nnz(B,) = 2
O(nnz(C,,)) = nnz(B,,) = 2

B Obrazek 7.2 Ukédzka pouziti metody hornfho a presného odhadu poétu
nenulovych prvkt matice C. Piekresleno z [1].

Ocividny zptsob stanoveni horniho odhadu je pomoci rozméru vystupni
matice C, tj. O(nnz(C)) = m - p. Je ziejmé, ze tento odhad je velmi hruby,
protoze fakticky ignoruje ridkost matice a na vystupu predpokladd hustou ma-
tici, kterd nema zadné nulové prvky. Tento odhad je proto nevhodny a v praxi
navic Spatné vyuzitelny, protoze pro matici velkych rozméra muze byt nerealné
alokovat pamét pro vSechny jeji pozice.

Jako dalsi odhad se nabizi sou¢in poc¢tu nenulovych prvka vstupnich ma-
tic, tj. O(nnz(C))) = min(nnz(A)-nnz(B),m-p). Tento odhad sice muze byt
v nékterych pripadech jemnéjsi nez predchozi, stale je vSak nevhodny kvili vy-
znamnému plytvani paméti, které je obzvlast problematické pro matice velkych
rozmeéru.

Vyznamné presnéjsi odhad je mozné ziskat vhodnou analyzou struktury
vstupnich matic, kterd vyuziva principu RbR néasobeni matic. Pro kazdy -ty
radek matice C totiz plati, ze pocet nenulovych prvki v tomto radku nemuze
byt vyssi, nez je soucet nenulovych prvka ve vSech radcich matice B, které
odpovidaji kazdému nenulovému prvku v i-tém radku matice A. [1, 46]

Pro -ty rddek matice C tedy plati néasledujici odhad:

O(nnz(Cix)) = min(p, Z nnz(Bis)),

kde J znac¢i mnozinu sloupcovych indext nenulovych prvkia dané matice,
tji. J(A)={ke{l,....n} | A Z0ANi € {1,...,m}} pro A € R™". [46]

Princip tohoto horniho odhadu ukazuje obrazek [7.2. Prvni fadek matice
A ma dva nenulové prvky, jejichz sloupcové indexy jsou 2 a 4. Horni odhad
poc¢tu nenulovych prvki v prvnim rfadku vystupni matice C se proto rovna
sou¢tu nenulovych prvka ve druhém a ¢tvrtém radku matice B. [1]

Metoda horniho odhadu zarucuje, ze pridélend paméf bude vzdy dosta-
tecnd, ¢imz je eliminovano riziko realokace béhem numerického nasobeni. Dalsi
vyhodou této metody je pomérné nizka casova slozitost O(nnz(A)), nebot vy-
zaduje pouze iteraci pres nenulové prvky matice A a soucet poc¢tu nenulovych
prvku v odpovidajicich radcich matice B, coz pri reprezentaci ve formatu CSR
lze vypocitat v ¢ase O(1). Nevyhodou této metody je, ze muze vést k nad-
bytecnému alokovani paméti, kterd ze znacné ¢asti nebude pri vypoctu vibec
vyuzita. Dalsi nevyhodou je, ze pri pouziti horniho odhadu je nutné pri nume-
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rickém ndasobeni pracovat s docasnou matici, pro kterou je pamét alokovana
pomoci horniho odhadu, a teprve po skoncéeni numerického nésobeni je mozné
alokovat pamét pro vystupni matici na zdkladé skutecného poctu nenulovych
prvki, pricemz vypoctena data pak musi byt z do¢asné matice presunuta do
skute¢né vystupni matice v pozadovaném formatu. [46, 47, 48]

Metodu horniho odhadu vyuzivad napiiklad algoritmus ESC [46] nebo al-
goritmus BRMerge [48], ktery byl implementovan ve dvou variantéch, z nichz
jedna pouziva horni odhad a druhé presnou alokaci (viz. ’m) Dalsim repre-
zentantem této metody je algoritmus bhSPARSE [47], ktery vSak po vypoctu
horniho odhadu pouziva pro alokaci paméti hybridni zptsob, jenz pridéluje
pamét pro kratsi radky matice C na zakladé vysledku horniho odhadu a pro
delsi fadky alokuje pamét pomoci progresivni metody (viz. M)

7.1.2 Metoda presné alokace

Cilem této metody je urcit presny pocet nenulovych prvki véetné jejich kon-
krétniho rozlozeni ve vystupni matici C. Tato metoda provadi logiku nasobeni
matic, avSak bez provedeni skute¢nych aritmetickych operaci nad nenulovymi
prvky vstupnich matic. Proto se tato metoda casto oznacuje také jako symbo-
lickd faze. V symbolické fazi je tedy vypocitan presny pocet nenulovych prvka
v kazdém radku vystupni matice na zdkladé indexu radku a sloupci vstupnich
matic. Skutecné hodnoty nenulovych prvki jsou vypocitany az v numerické
fazi. Po symbolické fazi lze presné alokovat pamét prostrednictvim prefixového
souCtu na zdkladé vypocitanych informaci o poctu a rozmisténi nenulovych
prvka. [1, 47, 48]

Na rozdil od metody horniho odhadu musi tento zptisob zohlednit prekry-
vani sloupcovych indexti ve vstupni matici B, a tim zajistit, ze pokud vice
soucini nenulovych prvka spadéd pod stejny sloupcovy index v daném radku
vystupni matice C, bude alokovana pamét pouze pro jeden takovy prvek. Pro
i-ty Tadek matice C je tedy pocet nenulovych prvki vypocitdn nasledovné:

nnz(Cix) = U J(Bis)|,

keT (Aix)

kde J opét zna¢i mnozinu sloupcovych indext nenulovych prvka dané
matice. Piiklad pfesné alokace ukazuje obrazek ﬂ, kde jsou nenulové prvky
matic vyobrazeny jako barevnd pole jednotlivych matic.

Je zfejmé, ze vzhledem k tomu, ze symbolickd faze neprovadi aritmetické
operace se skutecnymi hodnotami nenulovych prvki, stale mtze pro nékte-
rou pozici vystupni matice dojit k algebraickému vynulovani, tj. situaci, kdy
souCtem dil¢ich mezivysledki bude nula. Tuto situaci je vSak nemozné pred-
povédét dopredu bez provedeni samotného numerického nasobeni. Nevyhodou
tedy je, ze i metoda presné alokace muze nékdy pamétové naroky mirné nad-
hodnocovat. Jak se piSe v knize [23], je v takovych situacich prijatelné nechat
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tyto nulové prvky ulozené ve vysledné matici. Alternativou je implementace
operace profezavani, ktera po numerické fazi dodatecné zkontroluje, zda pri
nasobeni nebyly do vysledné matice ulozeny nulové prvky, a tyto nulové prvky
odstrani.

Dalsi nevyhodou této metody je jeji velmi vysoka casova slozitost, ktera
je srovnatelnd s numerickym nasobenim vstupnich fidkych matic. Doba béhu
algoritmu, ktery tuto metodu vyuziva, se proto pouzitim této metody muze
zdvojnasobit, nebotf operaci nasobeni fidkych matic v takovém pripadé algorit-
mus fakticky provadi dvakrat. Z tohoto divodu je tato metoda vyhodna tam,
kde se opakuje stejna struktura rozlozeni nenulovych prvki, akorat s jinymi
¢iselnymi hodnotami, jako napf. v iterativnich metodach. [47, 48]

Vyznamnou vyhodou této metody vsak je, ze poskytuje presny pocet nenu-
lovych prvki ve vystupni matici C, vyjma vyjimecnych pripadu algebraického
vynulovani. Diky tomu je mozné metodu presné alokace vyuzit k optimalni
alokaci pamétového prostoru pro vystupni matici bez nadmérného plytvani
paméti nebo ¢etnych realokaci, které mohou nastat v pripadé podhodnoceni
poctu nenulovych prvka, jako je tomu u pravdépodobnosti metody a progre-
sivni metody (viz. déle). [48]

Metodu presné alokace pouziva napiiklad algoritmus RMerge [49], a déle
ji pouzivaji také SpGEMM algoritmy, které jsou dostupné v knihovnéch Intel
MKL a Nvidia cuSPARSE. [1, 47]

7.1.3 Pravdépodobnosti metoda

Pravdépodobnostni metody odhaduji poc¢et nenulovych prvki ve vystupni ma-
tici pomoci statistického modelovéani, které je zalozeno na vlastnostech rozlo-
zeni nenulovych prvkia v obou vstupnich maticich. Tyto metody tedy misto
explicitniho vypoctu poc¢tu nenulovych prvka nahlizeji na pritomnost nenulo-
vého prvku ve vystupni matici jako na nahodny jev. Tyto metody vétsinou
na zakladé podmnoziny radki a sloupcti vstupnich matic analyzuji urcitou
Cast potencialni vystupni matice a nasledné na zakladé této analyzy odhadnou
celkovy pocet nenulovych prvku ve vystupni matici. [1, 50, 51]

Napiiklad metoda publikovand ve ¢ldnku [51] nejprve vytvori matici A’ tak,
ze ndhodné vybere podil p fadkt vstupni matice A, kde p € (0,1). Stejnym
zpusobem je zkonstruovdna matice B’ vybérem ndhodného podilu p sloupct
matice B. Nésledné metoda odhadne nnz(A’ - B’) pomoci vsech dil¢ich sou-
¢indt nenulovych prvka vstupnich matic. Pro kazdy diléf soucin Aj; - By, je
prostfednictvim hashovaci funkce pfevedena dvojice indexi (7, k) na hodnotu
z intervalu [0, 1]. Pocet nenulovych prvku maticového souc¢inu nnz(A’ - B') je
pak nasledné odhadnut jako %, kde v je I-t4 nejmensi zahashovana hodnota, pro
urc¢ité pevné zvolené [. Odhad celkového poc¢tu nenulovych prvkua ve vystupni
matici C je pak vypocitdn jako #. Clanek [52] experimentalné vyhodnotil, Ze
nejlepsich vysledki je dosazeno pii volbé [ = 100 a p = 1—10. Déle autori tohoto
¢lanku pro odstranéni nedeterminismu a zajisténi reprodukovatelnosti nevoli
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radky matice A, resp. sloupce matice B nahodné, ale systematicky vybiraji
kazdy desaty radek matice A, resp. sloupec matice B. [51, 52]

Vyhodou pravdépodobnostnich metod je jejich nizka casova slozitost, avsak
tyto metody poskytuji dobré vysledky predevsim pro matice, které maji po-
mérné rovnomérné rozlozeni nenulovych prvkt, a mohou poskytovat Spatné
vysledky pro matice, které maji nerovnomérnou strukturu nenulovych prvki.
Dalsi nevyhodou je, ze pokud je ziskany odhad prilis nizky, bude nutné béhem
vypoctu alokovat novy pamétovy blok a zkopirovat ¢i presunout jiz vypoctena
data. V pripadé velmi podhodnoceného odhadu miize byt béhem numerické
faze potreba provést realokaci paméti dokonce nékolikrat. Navic, stejné jako
u metody horniho odhadu, je v pfipadé pouziti pravdépodobnostnich metod
nutné pri numerické fazi pracovat v pomocném pamétovém prostoru, protoze
alokovat pamét pro vystupni matici v pozadovaném formétu je mozné az poté,
co je presné znam pocet nenulovych prvka matice C.

Kvili uvedenym nevyhodam neni tato metoda c¢asto pouzivana, nicméné
byla vyuzita napft. pfi implementaci SpPGEMM algoritmu ve ¢lanku [52].

7.1.4 Progresivni metoda

Progresivni metoda se zasadné lisi od predchozich tif metod. Namisto vypoctu
velikosti vystupni matice jesté pred numerickou fazi zpracovava tato metoda
odhad velikosti dynamicky béhem samotného nasobeni vstupnich matic. Z to-
hoto diivodu se jedn4 spiSe o algoritmickou strategii nez o predikéni vypocet. [1]

Algoritmy pouzivajici tento zpusob nejprve pred numerickou fazi odhad-
nou pocatecni velikost a poté spusti nasobeni vstupnich matic. Pokud nastane
situace, ze je aktudlni blok paméti nedostatecny, je alokovan novy pamétovy
blok, ktery je vétsi nez aktudlni o uréity konstantni faktor, jako napt. o 1,5,
a jiz vypoctena data se zkopiruji nebo presunou do tohoto nové alokovaného
bloku. [1, 47, 53]

Vyhodou této metody je, ze se dokaze velmi dobfe adaptovat na rozlicné
struktury rozmisténi nenulovych prvkt vystupni matice. Progresivni metoda
také nepredstavuje zadnou vypocetni zatéz pred spusSténim numerické fize
algoritmu, nicméné tuto zatéz nahrazuje rezii dynamické spravy paméti. Vy-
znamnou nevyhodou progresivni metody je, ze kazdé realokace vyzaduje zko-
pirovani ¢i presunuti vSech jiz vypoctenych dat, coz mize dany SpGEMM
algoritmus vyrazné zpomalovat, zejména pokud vystupni matice dosahuje vy-
sokych rozméru. Dalsi nevyhodou je, Ze stejné jako u horniho odhadu nebo
pravdépodobnostni metody je pri pouziti progresivni metody nutné v nume-
rické fazi pracovat s pomocnou matici, resp. pomocnym pamétovym prostorem,
ze kterého jsou vypoctena data zkopirovana do vysledné matice v pozadovaném
formétu az po skonceni numerické faze na zdkladé presného poctu vypoctenych
nenulovych prvki. [1, 47]

Tuto metodu pouziva napt. implementace SpGEMM algoritmu v prostredi
MATLAB [53]. Dalsim reprezentantem je i algoritmus bhSPARSE [47], ktery
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Vypocetni
krychle

B Obrazek 7.3 Ukézka reprezentace nasoben{ matic prostiednictvim vypodetni
krychle. Inspirovano ilustraci ze ¢lanku [1].

na zakladé horniho odhadu identifikuje kratsi a delsi radky vystupni matice.
Pro kratsi fadky alokuje bhSPARSE pamét jesté pred nasobenim matic na
zékladé vysledku horniho odhadu, pro delsi fadky tento algoritmus alokuje
pamét dynamicky pri numerické fazi pomoci progresivni metody. [1, 47]

7.2 Rozdéleni vypocetni zatéze

Na rozdil od nasobeni hustych matic nelze vypocetni zatéz SpGEMM nasobeni
predpoveédét predem, nebot pocet nenulovych prvka véetné jejich rozlozeni ve
vystupni matici je nezndmy bez provedeni numerického nasobeni. Pro efek-
tivni paralelizaci SpGEMM néasobeni je proto nezbytné sofistikované rozdéleni
vypoctu mezi procesorové jednotky, aniz by doslo k vyrazné nerovnomérnému
zatizeni ¢i vysoké synchronizacni rezii. Metody pro rozdéleni vypoctu se radi
do dvou kategorii, které jsou blokové a grafové rozdéleni vypoctu. Volba me-
tody rozdéleni vypoctu urcuje granularitu, s jakou je vypocet rozdélen mezi
jednotliva vlakna, pricemz vypocet muze byt rozdélen na trovni fadki, sloupct
¢i jednotlivych prvka vystupni matice, nebo na trovni vypoctu mezivysledkd,
které je potreba nasledné sloucit do findlniho vysledku.

7.2.1 Blokové rozdéleni vypocetni zatéze

Naésobeni fidkych matic lze geometricky interpretovat jako krychli, kterd se
skldda z jednotlivych podkrychli (pfipadné také voxel), které odpovidaji vy-
nasobeni dvou nenulovych prvka vstupnich matic A a B. Tato geometricka
reprezentace se nazyva vypocetni krychle (v angl. work cube nebo také com-

utation cube), jejiz ukdzka pro vstupni matice fadu 3 je k vidéni na obrazku
@. Predni a horni pohled na vypocetni krychli predstavuji vstupni matice
SpGEMM nésobeni, boc¢ni pohled pak zndzornuje vystupni matici. Na zakladeé
této reprezentace lze na rozdéleni vypoctu nasobeni fidkych matic nahlizet
jako na rozdéleni vypocetni krychle v riznych dimenzich. Blokové metody pro
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T-rozdéleni F-rozdéleni S-rozdéleni

B Obrazek 7.4 T¥i varianty jednorozmérného rozdéleni vypocetni krychle.
Piekresleno z [1].

rozdéleni vypocetni zatéze lze proto klasifikovat na jednorozmérné, dvouroz-
mérné a trojrozmérné na zakladé toho, jak jsou jednotlivé voxely vypocetni
krychle pfitazovany vypocetnim vlaknum. [1, 54, E]

Jednorozmérné (nebo také 1D) metody rozdéluji vypocetni krychli pouze
v jedné ze t1i dimenzi. VSechny tii varianty jednorozmérného rozdéleni ukazuje
obréazek @ Pro kazdou variantu plati, ze dana vrstva vypocetni krychle je
prifazena jedné vypocetni jednotce. [ﬁ, F5Z]

T-rozdéleni (v angl. T-partition) déli vypocetni krychli rovinami rovnobéz-
nymi s pohledem shora. Jedna jednotka SpGEMM vypoctu proto predstavuje
vynéasobeni fadku matice A a celé matice B, pficemz vysledkem je cely radek
vystupni matice C. [m, 54]

Rozdéleni vypocétu délici vypocetni krychli rovinami, které jsou paralelni
s pohledem zeptedu, se nazyva F-rozdéleni (v angl. F-partition). Jedna jed-
notka SpGEMM vypoctu predstavuje vynasobeni sloupce matice B a celé
matice A. Vysledkem této jednotky SpGEMM vypoctu pak je cely sloupec
vystupni matice. [1, 54]

S-rozdéleni (v angl. S-partition) rozdéluje vypocetni krychli rovinami rov-
nobéznymi z boku. Jedna jednotka SpGEMM vypoctu tak predstavuje vy-
nasobeni sloupce matice A a fadku matice B. V tomto pfipadé je vystupem
pouze ¢aste¢ny vysledek matice C. [1, 54]

Dvourozmérné (nebo také 2D) metody rozdéluji vypocetni krychli ve dvou
ze t11 dimenzi, proto i v tomto pripadé existuji celkem tti varianty, které jsou
k vidéni na obrazku [7.5.

TF-rozdéleni déli vypocetni krychli podle rovin, které jsou rovnobézné
s hornim a prednim pohledem na tuto krychli. Jeden dil SpGEMM vypo-
¢tu tak predstavuje vynasobeni fadku matice A a sloupce matice B, pficemz
vysledkem je pravé jeden prvek vystupni matice C. Zaroven se jedna o jedi-
nou 2D metodu, jejiz jedna jednotka SpGEMM vypoctu prispiva do vystupni
matice celym vysledkem a ne pouze ¢dsteénym vysledkem. [1, 54]

Rozdéleni, které déli vypocetni krychli v rovinach paralelnich s pfednim
a bo¢nim pohledem, se nazyva FS-rozdéleni. Jedna ¢ast SpGEMM vypoctu
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B Obrazek 7.5 Tti varianty dvourozmérného rozdéleni vypocetni krychle.
Prekresleno z [E]

3D rozdéleni

B Obrazek 7.6 Ukézka trojrozmérného rozdéleni vypocetni krychle. Piekresleno ze
clanku [1].

predstavuje vynédsobeni sloupce matice A jednim prvkem matice B. Vystu-
pem jedné ¢asti vypoctu podle F'S-rozdéleni pak je ¢astecny vysledek jednoho
sloupce matice C. [ﬁ, 54]

Poslednim dvourozmérnym rozdélenim je TS-rozdéleni, které déli vypo-
¢etni krychli v rovinach, jez jsou rovnobézné s hornim a boénim pohledem na
tuto krychli. Jeden dil SpPGEMM vypoctu pak predstavuje vynasobeni prvku
matice A s fadkem matice B, pficemz vystupem je ¢astecny vysledek radku
matice C. [m, M]

Trojrozmérné (nebo také 3D) rozdéleni déli vypocetni krychli podle vSech
tT1 dimenzi. Ukézka trojrozmérného rozdéleni vypocetni krychle je k vidéni na
obrazku @ Jedna ¢ast SpGEMM vypoctu tak predstavuje vynasobeni prvku
matice A s prvkem matice B. [1, 54]

Pro kazdou blokovou metodu plati, ze dand vypocetni jednotka nemusi
v jednom kroku obdrzet pouze jeden dil k vypoctu podle daného rozdéleni, ale
muze obdrzet vice téchto ¢dsti, tj. muze dostat k vypoctu cely blok jednotlivych
dilt. [1, 54]

Je zfejmé, Ze za tcelem zmenseni synchronizac¢ni rezie a komunikace mezi
vlakny budou favorizovany metody, jejichz jeden dil vypoctu prispiva do vy-
sledné matice C findlnim vysledkem a nikoliv pouze mezivysledkem. Mezi tato
rozdéleni patii i jednorozmérné T-rozdéleni, které je zaroven nejpouzivanéjsi
blokovou metodou. Mezi dalsi vyhody T-rozdéleni patii, ze jeden dil vypo-
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¢tu podle tohoto rozdéleni umoznuje provést jeden krok RbR nasobeni, které
je zéroven nejpouzivanéjsi formulaci pro ndsobeni matic (viz. B) Tim, ze je-
den dil vypoctu podle T-rozdéleni odpovida radku matice A a vSem radkam
matice B, je toto rozdéleni vyhodné pro praci s formatem komprimovanych
radki, ktery je nejpouzivanéjsim formétem pro reprezentaci matic v paméti
(viz. 6). [1]

Algoritmy, které SpGEMM nésobeni paralelizuji na grafickych kartéch
(v angl. graphics processing unit, zkr. GPU), navic za tcelem efektivnéjsiho
rozdéleni vypocetnich GPU prostredki kategorizuji fadky matice A do pri-
hradek na zdkladé ocekavané vypocetni zatéze. Naptiklad algoritmus ESC [46]
nebo algoritmus BRMerge [48] odhaduji tuto vypocetni z&téz prostiednictvim
celkového poctu nasobeni nenulovych prvka v jednom dilu T-rozdéleni. Algo-
ritmus bhSPARSE [47] ocekdvanou vypocetni zatéz jednoho dilu T-rozdéleni
urcuje pomoci horntho odhadu poc¢tu nenulovych prvkia v fadku vystupni ma-
tice C. Dalsi moznosti, kterou vyuziva algoritmus RMerge [49], je iterativni
rozdéleni vstupni matice A na soucin takovych matic, aby pro kazdou matici
v tomto soucinu platilo, ze pocet nenulovych prvkua v kazdém jejim fadku ne-
pfesdhne hodnotu W, kterd odpovida poctu vldken v jedné podskupiné GPU
vldken (v angl. sub-warp).

7.2.2 Grafové rozdéleni vypocetni zatéze

Druhy zpusob rozdéleni SpGEMM vypoctu spociva v rozkladu grafové repre-
zentace nasobeni matic, které je mozné reprezentovat prostiednictvim hyper-
grafu nebo bipartitnitho grafu. Obé tyto reprezentace budou demonstrovany
pro CbR nésobeni matic. [1]

Hypergraf pro nasobeni matic H = (V,N) = (VAB U VC N) je defino-
van jako mmnozina vrcholti V' a mnozina hyperhran N, kde kazda hyperhrana
n;j € N je podmnoZinou mnoziny vrcholi, tj. n;; € V. Kazdy vrchol v; € yAB
oznacuje vnéjsi soudin sloupce A,; s fadkem By,. Mnozina V€ obsahuje vr-
chol v;; pro kazdy nenulovy prvek C;; vystupni matice. MnoZina hyperhran
N pak obsahuje hyperhranu n;; pro kazdy nenulovy prvek C;;. Hyperhrana
n;j obsahuje vrchol v;; spolecné s kazdym vrcholem v;, ktery pfispiva nékte-
rym svym Castecnym vysledkem do nenulového prvku C;;. Ukéazka reprezen-
tace SpGEMM nasobeni pomoci hypergrafu je k vidéni na obrazku . Cilem
rozdéleni vypoctu pomoci této reprezentace je rozklad hypergafu na nékolik
priblizné stejné velkych c¢asti tak, aby byla minimalizovana tcelova funkce hy-
perhran, které spojuji jednotlivé ¢asti hypergrafu po jeho rozkladu. [1, 56, 57]

Bipartitni graf G = (V, E) = (VAB UVC E) pro nisobeni matic je defi-
novan jako dvé disjunktni mnoziny vrcholt VAB a V€, a mnozina hran E,
pii¢emz kazda hrana spojuje vrchol z mnoziny VAB s vrcholem mnoziny VC.
Vyznam vrcholu grafu G je stejny jako v pripadé hypergrafu. Hrana mezi vr-
cholem v, € VAB a vrcholem vij € VC existuje pravé tehdy, kdyz vnéjsi

soudin reprezentovany vrcholem vy, € VAB obsahuje ¢asteény visledek pro ne-
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B Obrazek 7.7 Ukézka reprezentace SpGEMM néasobeni matic pomoci hypergrafu
a bipartitniho grafu. Piekresleno z [1].

nulovy prvek C;;. Piiklad reprezentace SpGEMM néasobeni prostiednictvim
bipartitniho grafu ukazuje obrazek 7.7. Stejné jako v pripadé hypergrafu je
i v tomto pripadé cilem rozklad bipartitniho grafu na nékolik podobné velkych
¢asti s minimalizaci ticelové funkce hyperhran. [1, 56, 57]

Ackoliv tyto metody umoznuji jemnéjsi rozlozeni vypocetni zatéze, problém
rozkladu grafu je vypocetné velmi ndro¢na tiloha. Jedné se dokonce o NP-tézky
problém, ackoliv zlistava otevienou otézkou, zda je rozklad SpGEMM instanci
hypergrafu také NP-tézky problém. Pro grafové rozdéleni vypocetni zatéze jsou
proto dostupné pouze heuristické algoritmy k aproximaci optiméalniho rozdé-
leni. Z téchto duvodu se grafové rozdéleni pouziva predevsim v distribuovanych
systémech, ve kterych je kritické udrzet komunikaci mezi jednotlivymi uzly vy-
pocetniho klastru na co nejnizsi arovni. [56, 57, 58]

7.3 Akumulace mezivysledki

Zatimco pro nasobeni hustych matic je pozice pro kazdy prvek ve vystupni ma-
tici predem pevné urcena, u nasobeni ridkych matic neni struktura vystupni
matice zndma predem, nebot vystupni matice je také ridka. Zasadnim problé-
mem SpGEMM nasobeni tedy je, Ze pozice nenulovych prvka ve vystupni ma-
tici nejsou znamy, dokud neni provedeno samotné nasobeni vstupnich matic,
pripadné alespon jeho symbolické féze (viz. 7.1.2). PTi iterovani pres vstupni
matice A € R™" a B € R™P jsou nasobenim jejich nenulovych prvka genero-
vany mezivysledky, které nasledné musi byt agregovany, aby vytvorily kone¢né
vysledky v podobé nenulovych prvki vystupni matice C € R™P. Vykon Sp-
GEMM algoritmu proto do zna¢né miry zavisi na tom, jakym zptsobem algo-
ritmus mezivysledky spravuje a zpracovava. Mechanismus, ktery je odpovédny
za ukladani, spravu a scitani téchto dil¢ich vysledki, se nazyva akumuldtor
(z angl. accumulator).

V kontextu RbR nésobeni, které je pro SpGEMM nejpouzivanéjsi formulaci
nasobeni matic (viz. kapitola 5), predstavuje vypocet jednoho fadku vystupni
matice linedrni kombinaci fadka matice B, pricemz koeficienty této linedrni
kombinace jsou urc¢eny nenulovymi prvky z daného radku matice A. Vzhledem
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B Obrazek 7.8 Ukdzka pouziti SPA akumuldtoru. Piekresleno z [1].

k tomu, Ze rozlozeni nenulovych prvka v fadku C;,. odpovida sjednoceni pozic
nenulovych prvki z prispivajicich radku matice B, musi akumulédtor uréit, které
indexy v radku C;, budou obsahovat nenulové prvky a secist hodnoty, které
jsou spojeny s témito indexy. Akumulator také poskytuje docasny pamétovy
prostor, ve kterém jsou tyto operace provadény, nez je vystupni radek zapsan
do pamétového prostoru urceného pro pozadovany forméat matice C, kterym
je nejcastéji format komprimovanych radku CSR (viz. 6). [1]

Pro ucely analyzy existujicich metod pro akumulaci mezivysledk bude
v této casti predpokladano, ze je pouzit SpGEMM algoritmus, ktery vyuziva
RbR formulaci ndsobeni matic a pro reprezentaci matic pouziva format kom-
primovanych fadkt CSR.

7.3.1 SPA

Nejjednodussi zpusob akumulace mezivysledku je husty akumulator, ktery po-
uziva husté pole o velikosti poctu sloupcii matice C k ukladani dil¢ich vy-
sledkt, a pole priznakia k ovéreni, zda byl na dany sloupcovy index jiz ulozen
dil¢i vysledek. Nékteré implementace, jako je napt. SPA v prostiedi MATLAB,
navic pouzivaji neusporadany seznam sloupcovych indext, jejichz priznak je
nastaven na hodnotu true. Ukazka pouziti tohoto akumulédtoru je k vidéni na
obrazku [7.8. [1, 53, 59]

Tento akumulétor poprvé predstavil Gustavson ve svém ¢lanku [59], pozdéji
byl tento akumuldtor formalizovan ve ¢lanku [53] pod ndzvem fidky akumu-
lator (v angl. sparse accumulator, zkr. SPA). Volba tohoto ndzvu vsak muze
pusobit ponékud nestastné, nebot nazvy husty akumulator a ridky akumulé-
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B Obrazek 7.9 Ukazka pouziti ESC akumulatoru. Prekresleno z [45].

tor mohou prirozené vyvolavat dojem, ze predstavuji rozdilné datové struktury,
nicméné ve védeckych clancich obé tato oznaceni predstavuji tentyz akumulé-
tor. [mv @’ @7 @]

Nejvyznamnéjsi vyhodou SPA akumuldtoru je pristup k uklddanym prv-
ktum v konstantnim ¢ase O(1). Dalsi vyhodou je, Ze tento akumuldtor nevyza-
duje zaddné dodatecné fazeni ulozenych prvki, nebot fazeni nahrazuje jednim
pruchodem pres pole priznakt. Tyto vyhody jsou vsSak vyvazeny velmi vy-
sokymi pamétovymi naroky pro matice vétsich rozméru a neefektivni praci
s paméti pro radky, které maji nizky pomér nenulovych prvka k celkovému
poctu sloupcu. [m, EE]

7.3.2 ESC

Alternativni strategii oproti uchovavani mezivysledki v hustém poli je ukla-
dani dil¢ich vysledkit v kompaktni datové strukture. Tento zptisob vyuziva
akumulator ESC, ktery navic oddéluje fazi generovani mezivysledki od jejich
akumulace. ESC akumuldtor pouziva neserazené pole pro ulozeni mezivysledku
z kazdého vynasobeni dvou nenulovych prvka vstupnich matic. Spolecné s me-
zivysledkem je uklddan i sloupcovy index, na ktery ma byt tento mezivysledek
akumulovan v fadku vystupni matice. [1, 46]

Ukéazku pouziti ESC akumulatoru zachycuje obrazek ﬁ ESC akumulator
rozdéluje spravu mezivysledku do t¥i samostatnych fazi:

1. Ezxzpand: V této fazi jsou do pole ulozeny vsSechny diléi mezivysledky ve
formé paru hodnoty a sloupcového indexu. Nékteré implementace kromé
sloupcového indexu ukléddaji navic i fadkovy index. ﬂﬁ, 6]

2. Sort: Tato faze seradi podle sloupcového indexu vSechny zaznamy uloZzené
v nesefazeném poli. Clanek [46], ktery akumuldtor ESC predstavil, pro
fazeni pouziva algoritmus radiz sort.
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3. Compress: Tato faze, nékdy nazyvana také Contract, prichodem pres se-
razené %)le ulozenych prvka secte hodnoty, které maji stejny sloupcovy

index. [45, ’4?6]

Vyhodou ESC akumuldtoru je, ze eliminuje potiebuje hustého pole, ¢imz
vyznamné setfi naroky na paméf pro matice velkych rozmért. Nicméné pa-
métové naroky stdle mohou byt pomérné vysoké pro matice, pro které bude
v numerické fazi generovan vysoky pocet mezivysledkta. Dalsi nevyhodou to-
hoto akumulatoru je samotné razeni, které v pripadé ESC akumuldtoru muaze
doséhnout az 55 % casu celé numerické faze vypoctu. [1, 45, ]

7.3.3 Akumulator zalozeny na slévani

Akumulator zalozeny na slévani (v angl. merge-based accumulator) udrzuje
nékolik sefazenych posloupnosti, které po skonceni numerické faze vypoctu
sluc¢uje pomoci techniky slévani obdobné, jako to déla radici algoritmus merge
sort. Na rozdil od predchozich akumulatora vyzaduje akumuldtor se slévanim,
aby nenulové prvky v jednotlivych radcich matice B byly sefazené podle svého
sloupcového indexu. Pokud nejsou nenulové prvky v fadcich matice B setfazené,
je nezbytné kazdy radek seradit jesté pred zahdjenim numerického vypoctu.
Ukézka tohoto akumulatoru je k vidéni na obrazku m [m, @, ’479]

Kazdy radek vystupni matice C;, je vypocitan tak, ze jsou nejprve vyna-
sobeny nenulovymi prvky z fadku A;. odpovidajici radky matice B. Timto
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krokem vzniknou seznamy s nenulovymi prvky, které jsou jiz implicitné se-
razené podle svého sloupcového indexu. Nésledné jsou tyto sefazené seznamy
hierarchicky sluc¢ovany pomoci slévani, kdy se pokazdé slouci dva seznamy po-
rovnanim sloupcovych indexa prvkia na zacatku obou seznami, jako je tomu
u algoritmu merge sort, ovSem s tim rozdilem, ze hodnoty se stejnymi sloupco-
vymi indexy se slou¢i do jednoho prvku. Timto zpisobem zistavaji seznamy
sefazené po celou dobu vypoc¢tu daného vystupniho radku. Na kazdé trovni
se pocet radku ke slouceni snizi priblizné o polovinu, avsak délka téchto radku
naristd kvili slucovani. [1, 48, 49

Vyhodou tohoto akumulatoru je, ze na rozdil od ESC nevyzaduje expli-
citni fazeni po skonc¢eni numerické fiaze, nebot udrzuje seznamy nenulovych
prvki serazené. Tento akumulator se dale vyznacuje tim, ze vyuziti paméti je
umérné poctu nenulovych prvka v odpovidajicich fadcich matice B. Nicméné,
tato vlastnost muze byt velmi problematicka pro vstupni matice, které pri na-
sobeni generuji velky pocet mezivysledki, nebo které maji velky pocet témér
hustych radki. Dalsi nevyhodou je, Zze tento akumulator vyzaduje, aby prvky
v tadcich matice B byly sefazené podle svého sloupcového indexu, ptricemz
pokud sefazené nejsou, je nezbytné kazdy radek matice B pred zahajenim
vypoctu seradit. [48, 49]

7.3.4 Akumulator s haldou

Zpusob vypoctu akumulatoru s haldou (v angl. heap-based accumulator) je
velmi podobny pfedchozimu akumulatoru se slévanim. Zatimco akumulator
zalozeny na slévani slucuje vynésobené fadky matice B hierarchicky po dvo-
jicich, akumuléator s haldou slucuje najednou vSechny radky matice B, které
jsou referencovany nenulovymi prvky v radku matice A. Prvky jsou akumulo-
vany prostfednictvim minimové haldy, ktera jako kli¢ pro haldové usporadani
pouziva sloupcovy index ulozenych prvki. Tento akumulator stejné jako aku-
mulator se slévanim vyzaduje, aby nenulové prvky v radcich matice B byly
sefazené podle svého sloupcového indexu, ptricemz pokud serazené nejsou, je
nezbytné tyto prvky sefadit jesté pred zahajenim numerického nasobeni. Prin-
cip pouziti tohoto akumulatoru ukazuje obrazek m [1, 60]

vych indexii nenulovych prvki, uchovava halda pouze prvni prvky vsech téchto
seznamu. Pro zkonstruovani rddku vystupni matice C;, je tedy pouzita halda
o nnz(A;x) prvcich. Pro kazdy nenulovy prvek A;; je do haldy vloZen prvni
nenulovy prvek radku By, spolu s jeho sloupcovym indexem. V kazdé iteraci
akumulator vybere z haldy prvek s nejmensim sloupcovym indexem, vynasobi
jej odpovidajicim prvkem z ¢-tého fadku matice A a akumuluje tento mezivy-
sledek na aktudlni pozici ve vystupnim rfadku nebo jej ulozi na novou pozici
vystupniho fadku, na zédkladé hodnoty sloupcovych indexti mezivysledku a ak-
tualniho prvku ve vystupnim radku C;.. Po této operaci akumulator vlozi do
haldy nasledujici nenulovy prvek z takového fadku matice B, ze kterého poché-
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zel posledni prvek extrahovany z haldy. V okamziku, kdy se halda vyprazdni,
je zkonstruovan cely vystupni radek Ci;.. ﬂﬁ, 8, 60]

Nejzasadnéjsi vyhodou tohoto akumulatoru jsou jeho velmi nizké pamé-
tové naroky, které viibec nezavisi na strukture ridkosti matice B, nebot pro
zkonstruovani jednoho radku vystupni matice C;, je zapotfebi pouze nnz(A;y)
paméti. Nevyhodou pak je ¢asova naroc¢nost operaci s haldou, nebot kazdé vlo-
zeni a odebrani prvku z haldy ma ¢asovou slozitost O(log(l)), kde [ oznacuje
pocet prvkia ulozenych v haldé. Dalsi nevyhodou je, Ze stejné jako akumulator
zalozeny na slévani, vyzaduje i akumulator s haldou, aby prvky v jednotlivych
radcich matice B byly sefazené podle sloupcového indexu, a pokud serazené
nejsou, je nezli)itné nenulové prvky v kazdém radku pred numerickym nasobe-

nim sefadit. [47, , ]

7.3.5 Akumulator s heSovanim

Akumulator s hesovanim (v angl. hash-based accumulator) pouzivd pro aku-
mulaci nenulovych prvki hesovaci tabulku. Tento akumulator pro alokaci pa-
métového prostoru hesovaci tabulky typicky pouzivda metodu horniho odhadu,
pricemz jako kli¢ pouziva sloupcovy index nenulovych prvki. Priklad pouziti
akumuldtoru s hesovanim ukazuje obréazek [7.12. [1, 45, T())‘?O]

Vzhledem k tomu, Ze sloupcové indexy jsou vzdy nezdporné, je mozné na
zacatku vypoctu hesovaci tabulku inicializovat zdpornou hodnotou, napiiklad
—1. Jakmile je akumulace a vypocet vystupnich nenulovych prvka pomoci
hesovaci tabulky dokoncen, je potfeba ulozené prvky z hesovaci tabulky pre-
sunout do pamétového prostoru, ktery je vyhrazen pro dany radek vystupni
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A B

Kiel 2 | 3 | 1 |-1] Presun 2 | 3| 1| Serazeni | 1 | 2 | 3

. .
L L

Hodnota | 1 71410 SN 4 4 T

Hesovaci tabulka

B Obrazek 7.12 Ukdzka akumuldtoru s heSovanim. Inspirovéno ilustraci z [1].

matice C. Nasledné jsou tyto nenulové prvky serazeny podle jejich sloupco-
vého indexu. Nicméné sefazeni nenulovych prvka muze byt vynechdno, pokud
je povoleno, aby nenulové prvky vystupni matice byly v rdmci jednoho radku
nesefazené, coz povoluje napt. reprezentace v CSR formatu (viz. kapitola 6).
Tim se fazeni pouzité v akumulatoru s hesovaci tabulkou zasadné lisi od ESC,
kde je sefazeni nezbytné k tomu, aby nasledné mohly byt akumulovany me-
zivysledky se stejnym sloupcovym indexem. Jak je popsdno ve ¢lanku [60],
vynechanim fazeni v akumulatoru s heSovaci tabulkou lze dosdhnout vyraz-
ného zrychleni celého algoritmu. [1, 45, 60]

Nejvyznamnéjsi vyhodou akumuldtoru s hesovanim je, ze poskytuje amor-
tizované konstantni slozitost O*(1) pfistupu k ukladanym prvkam bez alokace
hustého pole, jako je tomu v piipadé SPA akumuldtoru. Diky této vlastnosti
je akumuldtor s heSovanim vhodnou volbou pro ridké matice velkych rozmeéru,
pro které je SPA akumuldtor pamétové neefektivni. Dalsi vyhodou je, Zze na
rozdil od akumulatoru se slévanim a s haldou tento akumulator nevyzaduje
sefazené prvky v radcich matice B. Nevyhodou jsou hesovaci konflikty, které
mohou snizit vykon celého akumulatoru. Ke snizeni vykonu také prispiva ra-
zeni nenulovych prvka po skoncéeni numerického nésobeni, nicméné vyhodou
je, ze na rozdil od ESC muze tento akumulator fazeni zcela vynechat, pokud
nen{ uzivatelem explicitné vyzadovano. [1, 45, 60]

7.3.6 LLA

Akumulator zaloZzeny na spojovém seznamu (z angl. linked list-based accumu-
lator, zkr. LLA) eliminuje explicitni fazeni vystupnich nenulovych prvka tim,
ze po celou dobu akumulace jednoho fadku matice C uchovava ve spojovém
seznamu nenulové prvky v serazeném stavu. Avsak stejné jako akumulator za-
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B Obrazek 7.13 Ukdzka pouziti LLA akumuldtoru. Piekresleno z [45].

-

lozeny na slévani a akumulator s haldou vyzaduje i LLA, aby nenulové prvky
matice B byly sefazené podle svych sloupcovych indexi. Ukazka pouziti LLA
akumulatoru je k vidéni na obrazku @ [45]

Kazdy uzel spojového seznamu obsahuje tti polozky. Polozka key uchovava
sloupcovy index daného nenulového prvku, polozka value uchovava jeho hod-
notu a polozka pos uchovavd adresu néasledujiciho uzlu spojového seznamu.
Rédek vystupni matice C je vypoditan sloucenim fadkt matice B, jejichz ne-
nulové prvky jsou vynasobeny hodnotami prvki z odpovidajiciho radku matice
A. LLA akumulator pfi vypoctu vzdy pristupuje k celému fadku matice B,
ktery po vynasobeni odpovidajicim nenulovym prvkem z radku matice A né-
sledné vlozi prvek po prvku do spojového seznamu. Po dokonceni akumulace
vsSech odpovidajicich radkt matice B jsou prvky ze spojového seznamu na-
sledné presunuty do pamétového prostoru, ktery je urcen pro dany vystupni
radek matice C. [45]

Je zfejmé, ze nejvétsi vyhodou tohoto akumuldtoru je, ze zcela eliminuje
fazeni nenulovych prvki vystupniho fadku matice C, nebot nenulové prvky
udrzuje v prubéhu vypoctu sefazené. AvSak tato vyhoda je vyvazena tim, ze
je nutné pred zahajenim numerického nasobeni sefadit nenulové prvky v kaz-
dém radku matice B, obdobné jako u akumuldtori se slévanim a s haldou.
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A B
2|3 6 1 3 6 8
1 8
X
2 4 6
Blok 1 Blok 2
Sloupec 1 3 1 2 4 6 8 8 6 Hrubé bloky
Hodnota A22B21 A22B2:s A'z:iB:u AzuBtrz A‘zt;Bm A‘2‘2B2[i Azszs Az:sB:ss A-z(;Bm;
Blok 1 Blok 2 Blok 3 Blok 4
Sloupec 1 1 2 3 4 6 6 8 8 Jemné bloky
Hodnota A22B21 Az:sB:sl AzﬁBGz A22B23 A'anm A'J*JB'JG A'.mB(;t; Azszx Az:xB:ss

Sloupec 1 2 3 4 6 8
A')')B')l A')')B')(, A')'IB')N V/ l d a v/d k C
-0 - - ysledny rade: 9%
Hodnota + Az(;Bcz Azsz:x Azr;Bu 1 + + )
A,B. A,B,.|A,B

B Obrazek 7.14 Ukézka vypoctu algoritmu MAGNUS. Piekresleno z [H]

Dalsi nevyhodou je, ze pti kazdém vkladani vsech nenulovych prvki z jednoho
radku matice B do spojového seznamu akumuldtoru mtize byt potreba projit
témér cely seznam nebo jeho zna¢nou ¢ast, coz mize pro nékteré matice vést

k vyznamné degradaci vykonu algoritmu. [@]

7.3.7 MAGNUS

Algoritmus MAGNUS (zkr. pro Matriz Algebra for Gigantic Numerical Sys-
tems) se lis{ od predchozich pristupt tim, ze SpGEMM néasobeni dekomponuje
na mensi diléi vypocty, které je mozné provadét v ramci cache paméti pro-
cesoru. Zatimco ostatni akumulatory predstavené v této kapitole se soustiedi
na optimalizaci své datové struktury a celého procesu akumulace, algoritmus
MAGNUS se zaméruje na optimalizaci vzorcu pristupu k dattim. Klicovou mys-
lenkou je preusporadani dil¢ich ndsobeni nenulovych prvka do bloku, jejichz
velikost neprekroé¢i kapacitu L2 cache paméti procesoru (viz. kapitola Ejif) [B]
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Pro vygenerovani téchto bloki je aplikovan dvoutroviiovy hierarchicky pii-
stup. Hruby algoritmus (v angl. coarse-level algorithm) je zaloZen na CbR for-
mulaci ndsobeni matic (viz. kapitola 5) a predstavuje prvni troven dekompo-
zice dat. Jemny algoritmus (v angl. fine-level algorithm) je zalozen na RbR for-
mulaci ndsobeni matic (viz. kapitola 5) a dale preskupuje a dekomponuje bloky,
které byly vypocitany hrubym algoritmem. Pocet blokt pouzitych v obou algo-
ritmech je vypocitan pomoci vlastnosti vstupnich matic a specifikaci cilového
vypocetniho systému. Nasledné je pro kazdy blok, ktery byl vypocitin jem-
nym algoritmem, zvolen jeden ze dvou akumuldtori. Prvnim akumulatorem
je ESC akumulator (viz. f?i’)j), ktery pro fazeni vyuziva specializovanou va-
riantu Quicksort algoritmu, jenz je vektorizovany procesorovymi instrukcemi
AVX-512. Tento akumuldtor je zvolen pro bloky o 256 prvcich a méné, pro
ostatni bloky se pouzivd SPA akumuldtor (viz. kapitola ’7371) Ukézku vy-
poctu dvou Fadku vystupni matice C prostiednictvim algoritmu MAGNUS
ilustruje obréazek m [5, 61]

Algoritmus MAGNUS na maticich zvolenych ve ¢lanku [5] ve vétsiné pii-
padu porazi vSechny ostatni metody. Nevyhodou tohoto algoritmu vsak je
Spatna prenositelnost, kterd plyne z jeho silné hardwarové zavislosti na in-
strukéni sadé AVX-512. Tato sada je kromé vektorizace fazeni v akumulatoru
ESC pouzita také pro instrukce typu _mm512_stream_si512(), které umoznuji
zapis dat do hlavni paméti, aniz by tento zapis vyradil néktera existujici data
v cache paméti procesoru. Dalsi nevyhodou je velmi vysoka slozitost imple-
mentace, kterd mize vést ke Spatné udrzitelnosti, rozsiritelnosti a znovupouziti
implementovanych funkcionalit. [5]



Kapitola 8

Navrh

Tato kapitola se zabyvd ndvrhem algoritmu paralelniho ndsobeni ridkych
matic a jeho pomocnych struktur. Nejprve je navrien a popsdn obecny al-
goritmus pro nasobeni ridkych matic vcéetné dilcich cdsti tohoto algoritmu.
Ddle je navrZena hesovact tabulka pro akumuldtor s hesovdnim vcéetne ana-
Wzy a ndvrhu vhodné hesovaci funkce. Na zdaver je navriena zdsobdrna vldken
urcend pro paralelizaci SpGEMM algoritmu v C++20 bez externich knihoven
pro paralelizaci.

Navrh algoritmu pro paralelni nasobeni ridkych matic bude vychazet z pri-
stupu prezentovanych ve ¢lanku [60], ktery se vénuje optimalizaci Sp GEMM
problému pro systémy se sdilenou paméti s procesory Intel Xeon a Intel Xeon
Phi, coz jsou predstavitelé vicejadrovych a mnohojadrovych procesori. Au-
tory prezentované reseni navic na vétsiné testovanych dat dosahuje lepsich
vysledku nez implementace SpGEMM v knihovnach Intel MKL a Kokkos Ker-
nels. Z téchto duvodu jsou pristupy prezentované v tomto ¢lanku idealni vol-
bou pro navrh aplikaci urc¢enych k porovnani a vyhodnoceni paraleliza¢nich
pristupt pro problém néasobeni Fidkych matic na vypocetnich architekturach
se sdilenou pameéti.

Ve ¢lanku [60] je porovnavan vykon akumuldtoru s haldou a akumulétoru
s hesovanim. Akumulétor s hasovanim dosahoval vyrazné lepSich vysledku na
vétsiné testovanych dat, zatimco akumulétor s haldou dosahoval lepsich vy-
sledki pouze na velmi specifickych maticich, které maji nizky pomér poctu
operaci nasobeni k po¢tu nenulovych prvki. Vyznamnym zjisténim ¢lanku [60]
pak je, ze SpGEMM zalozeny na akumulatoru s hesovanim dosahuje vyrazného
zvyseni vykonu, pokud neni vyzadovdno, aby byly nenulové prvky kazdého
radku vystupni matice sefazené podle sloupcového indexu. Tato varianta aku-
mulédtoru s hesovanim dosahovala v priméru zrychleni 1.68 na maticich z ko-
lekce SuiteSparse Matrix Collection [24], nez akumuldtor s heSovdnim, ktery
nenulové prvky v kazdém radku vystupni matice sefazuje. Protoze akumulator
s hesovanim navic nevyzaduje, aby byly nenulové prvky v jednotlivych fadcich
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vstupnich sefazené, byl z téchto divodu pro tucely této prace jako akumula-
tor zvolen akumulator s hesovanim. Konkrétnimu nédvrhu hesovaci tabulky se
vénuje kapitola 8.2.

Pro néasobeni fidkych matic pouzivaji autofi ¢lanku [60] RbR formulaci,
pricemz vstupni i vystupni matice jsou reprezentovany ve formatu kompri-
movanych fadki CSR. Pro predikci poc¢tu nenulovych prvkd vystupni matice
autori vyuzivaji metodu presné alokace a pro rozdéleni vypocetni zatéze je vy-
uzito jednorozmérné T-rozdéleni, pricemz pro pritazeni vypoctu konkrétnich
radki vystupni matice jednotlivym vlaknim je pouzita predikce poc¢tu operaci
nasobeni nenulovych prvka v diléich rfadcich. Vsechny tyto pristupy budou
adaptovany i pro ucely navrhu aplikaci v této praci.

8.1 Algoritmus nasobeni ridkych matic

Pseudokdéd navrhovaného reseni ukazuje algoritmus . Nejprve je vypoci-
tan pozadovany pocet operaci ndsobeni nenulovych prvkia pro kazdy fadek
vystupni matice C. Protoze tento vysledek reprezentuje naroc¢nost vypoctu
jednotlivych fadki vystupni matice, je nasledné pouzit k rozdéleni zpracovani
radkt matice C piislusnym vypocetnim vlakntim. V dalsim kroku je predikce
poctu operaci nasobeni vyuzita pro alokaci paméti v hesovacich tabulkéch jed-
notlivych vldken. Nésledné je spusténa symbolickd faze, kterd vypocitd pocet
nenulovych prvkt vystupni matice pomoci metody presné alokace a na zakladé
tohoto vysledku nastavi pole ukazateltl matice C a zaroven alokuje pamét pro
pole sloupct a pole hodnot. Na zavér je spusténa numericka faze, kterd vypo-
¢itava konkrétni hodnoty nenulovych prvka vystupni matice.

Vstup : Ridké matice A € R™" a B € R™P v CSR formétu
Vystup: Ridké matice C € R™P v CSR formétu
flops < PredictFlops(A, B)
of fsets < RowsToThreads(flops, m)
tables < AllocateHashTables(flops, of fsets, p)
rptsc < SymbolicPhase(A, B, of fsets, tables)
C < NumericPhase(A, B, rptsc, of fsets, tables)
return C
Algoritmus 8.1: Pseudokéd algoritmu Hash SpGEMM. Inspirovano
pseudokddem z [60].

(<IN N VI

Pseudokdd vypoctu nezbytného poctu operaci nasobeni nenulovych prvki
v kazdém radku vystupni matice C ukazuje algoritmus 8.2. Je zfejmé, Ze tento
algoritmus je velmi podobny metodé horniho odhadu poc¢tu nenulovych prvka
(viz. [7.1.1). Avsak tento algoritmus na rozdil od metody horniho odhadu neza-
stesuje predikci po¢tem sloupct vystupni matice, tj. vyslednd predikce muze
byt vyssi, nez je pocet sloupctt matice C. V pseudokédu ve élanku [60] je pro
rozsah hodnot for cykli nepresné pouzito klicové slovo to, které se pouziva
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spise pro uzavieny rozsah hodnot. Z toho divodu bylo pro lepsi zietelnost na-
hrazeno klicovym slovem until. Formulace k until m tedy reprezentuje rozsah
celo¢iselnych hodnot k, k+1,...m — 1.

Vstup : Ridké matice A € R™" a B € R™? v CSR formatu
Vystup: Pole flops
1 for ¢ < 0 until m in parallel do

2 flops[i] + 0

3 for j < rptsali] until rptsafi + 1] do

4 rnnz < rptsglcolsa[j] + 1] — rptsglcolsa[j]]
5 flopsl[i] + flopsli] + rnnz

6 end

7 end

8 return flops
Algoritmus 8.2: Pseudokdd algoritmu PredictFlops. S upravami
prevzato ze ¢lanku [60].

Pseudokdd rozdéleni zpracovani radki vystupni matice C mezi dostupna
vlakna tak, aby bylo vypocetni zatizeni rozdéleno co nejrovnomérnéji, ukazuje
algoritmus 8.3. Vstupem je pole flops, jehoz -ty prvek udava pocet operaci
nasobeni nenulovych prvka potfebnych k vypoctu i-tého fadku vystupni ma-
tice a dale pocet radka m vystupni matice. Vystupem je pole offsets, které
pro kazdé vldkno udava index prvniho radku, ktery méa toto vlakno zpraco-
vat, pricemz vldkno s identifikdtorem tid bude zpracovavat radky z rozsahu
(of fsets|tid]; of fsets[tid + 1]).

Algoritmus iterativné urcuje rozsahy vypoctu radkua vystupni matice pro
jednotliva vldkna. Pocatecni index aktualniho vlakna zaroven urcuje vypocetni
zatéz predchoziho vldkna. Nejprve je proto vypocitana cilovad vypocetni zatéz
pfedchoziho vldkna target f10,s jako podil zbyvajicich operaci ndsobeni a zby-
vajictho poctu vlaken. Nasledné je vypocitan cilovy kumulativni pocet operaci
ndsobeni target,s jako soucet jiz pfifazenych operaci nasobeni a target fiops.
Pocatecni index aktualniho vldkna je pak urcen jako index prvni hodnoty v poli
flopsps, jejiz hodnota je vétsi nez target,s.

Puvodni algoritmus RowsToThreads ze ¢lanku [60] vypocitava pocatecéni
index vldkna jako prvni prvek v poli prefixovych souctl flopsps, ktery je vétsi
nebo roven hodnoté avgyiyps - tid, kde avgyops predstavuje primérnou zatéz
kazdého vldkna. Tento pristup vSak muze vést k velmi nerovhomérnému roz-
déleni vypocetni zatéze. Pokud jsou napriklad k dispozici 4 vlakna, celkovy
pocet operaci nasobeni je 40, primérny cilovy pocet operaci na vlakno je 10
a pole prefixovych soucti flops,s obsahuje hodnoty, které jsou zobrazeny na
obrazku 8.1, pak prvni vldkno obdrzi 9 operaci ndasobeni, druhé i tfeti vldkno
zadné a posledni vlakno obdrzi 31 operaci nasobeni, coz je velmi nevyvazené
rozdéleni. Naopak feseni navrhované v této praci rozdéluje vypocetni zatéz
mnohem rovnomeérnéji, jak je také vidét na obrazku {8.1.
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Vstup : Pole flops, pocet radkt m vystupni matice C € R"P
Vystup: Pole of fsets

1 flopsps < ParallelPrefixSum( flops)

2 tpum < GetThreadCount()

3 tleft — thum

4 of fsets]0] <+ 0

5 for tid <+ 1 until ¢,,,, do

6 prev < of fsets[tid — 1]

7 if prev = m then

8 ‘ of fsets[tid] < m

9 else

10 assigned fops < 0

11 if prev > 0 then

12 ‘ assigned flops < flopsps[prev — 1]

13 end

14 remaining fiops <— flopsps[m — 1] — assigned fiops
15 target flops <— Round(remainingfiops / tieft)
16 targetys <— assignedﬂopS + target fiops

17 if flops|prev| > target fiops then

18 ‘ of fsets[tid] < prev + 1

19 else

20 ‘ of fsets[tid] < UpperBound( flops,s, targetys)
21 end
22 end
23 Lieft < tiept — 1
24 end
25 of fsets[tpum] < m

26 return offsets
Algoritmus 8.3: Pseudokdd algoritmu RowsToThreads.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

flops 3 3 3 21 3 3 3 1

flops,, 3 6 9 30 33 36 39 40

offsets podle 0 3 3 3 8 Sumy, .= 40
Nagasaka et al.
num = 4
offsets podle 0 3 4 5 8 _10

navrhovaného feseni VY05 =

B Obrazek 8.1 Ukézka vypoctu pole offsets podle [@] a podle FeSeni navrhovaného
v kapitole g]
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Vyhodou ptuvodniho Feseni algoritmu RowsToThreads ze ¢lanku [60] je, ze
jej lze paralelizovat, coz u Teseni navrhovaného v této praci kvili datové za-
vislosti z predchozich iteraci neni mozné. Nicméné vzhledem k tomu, ze pocet
vldken na systémech se sdilenou paméti obvykle dosahuje vyssich desitek nebo
nizsich stovek vlaken, nemé absence paralelizace tohoto vypoctu vyznamny
radkid vystupni matice byla mezi jednotliva vldkna rozdélena co nejrovnomér-
néji. Z téchto duvodu proto bylo nakonec paralelni feseni ze ¢lanku [60] zavr-
zeno a misto tohoto pristupu bylo navrzeno a zvoleno feseni, které je popsano
vyse a jez ukazuje algoritmus %LB

Vstup : Pole flops, pole of fsets, pocet sloupct p vystupni matice

C e R™P
Vystup: Pole tables

1 tnum < GetMaxThreads()

2 for tid < 0 until tnum in parallel do
sizey < 0
for i < of fsets[tid] until of fsets[tid + 1] do

‘ size; < Max(sizey, flopsli])
end
size; < Min(sizey, p)
sizey < LowestP2(sizey)
ReserveSpace(tables[tid], size;)
10 end
11 return tables

Algoritmus 8.4: Pseudokdd algoritmu AllocateHashTables.
S tpravami pfevzato ze ¢lanku [60].

© W N O oA ®

Pseudokdd alokace hesovacich tabulek pro jednotliva vypocetni vldkna uka-
zuje algoritmus M Uéelem tohoto algoritmu je vypoéitat horni limit velikosti
hesovaci tabulky kazdého vldkna a rezervovat pamétovy prostor dané hesovaci
tabulky na zakladé tohoto horniho limitu, aby kazdé vldkno mohlo tabulku
opakované pouzivat béhem symbolické a numerické faze tim, Ze ji pro kazdy
radek znovu inicializuje. Diky tomuto kroku je zaruceno, ze zadné vlakno ne-
bude muset béhem symbolické ¢i numerické faze tabulku prehesovat, nebot
tabulka bude mit vzdy dostatecnou kapacitu na akumulaci vSech nenulovych
prvki z daného radku vystupni matice. Horni limit velikosti hesovaci tabulky
kazdého vlakna se urcuje jako maximalni pocCet operaci ndsobeni na radek
v ramci fadkl prifazenych danému vlaknu. Tento horni limit je z davodu efek-
tivniho vypoctu operace modulo (viz. ) poté zaokrouhlen na c¢islo 2™ takové,
aby platilo 2" > size;.

Utelem symbolické féze je vipocet pole ukazatelil vistupni matice C v CSR
formatu. V symbolické fazi jsou tedy do hesovaci tabulky vkladany pouze in-
dexy nenulovych prvkua z daného radku matice C bez provedeni samotného
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Vstup : Ridké matice A € R™" a B € R™P v CSR formétu, pole
ukazatel rptsc matice C € R™P, pole of fsets a pole tables
Vystup: Ridka matice C € R™P v CSR formétu
1 tnum < GetMaxThreads()
2 for tid <+ 0 until tnum in parallel do

3 for i < of fsets[tid] until of fsets[tid + 1] do
4 rstarta < rptsali]
5 renda < rptsali+ 1]
6 for idxa < rstarta until renda do
7 J  colsalidra]
8 valp < valsalidral
9 rstartg < rptsglj]
10 rendg < rptsglj + 1]
11 for idxg < rstartg until rendg do
12 k « colsp[idzg]
13 valg < valsglidrp]
14 tablestid][k] < tables[tid][k] + vala - valp
15 end
16 end
17 idT oy < TPtSc[i]
18 foreach [col, val] in tables[tid] do
19 colscidzoyt] < col
20 valsclidx o] < val
21 1dT oyt < 1dTour + 1
22 end
23 end
24 end

25 return (rptsc, colsc, valsc)
Algoritmus 8.5: Pseudokdd algoritmu NumericPhase.

1. Kontrola obsazenosti ﬂ 2. V pripadé kolize se prechazi

ptihradky @ na nasledujici prihradku

3. Pokud je prihradka voln4,
je prvek vlozen na tuto pozici

B Obrazek 8.2 Ukézka heSovaci tabulky s otevienym adresovanim a linedrnim
pfidévanim. Prekresleno z [T(%]
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nasobeni. Na konci zpracovani kazdého radku tak pocet prvku v tabulce udava
pocet nenulovych prvka daného radku. Tento udaj je zapsdn na pozici odpo-
vidajiciho fadku do pomocného pole a po zpracovani vsech radka je pomoci
prefixového souctu zkonstruovano vysledné pole ukazateli. Vzhledem k tomu,
ze je symbolicka faze velmi podobnd numerické fazi, neni jeji pseudokdd zde
uvadén.

Numericka faze se od symbolické 1isi tim, Ze do hesovaci tabulky jiz akumu-
luje souc¢in nenulovych prvka daného fadku matice C a po dokonceni akumu-
lace pak nenulové prvky z hesovaci tabulky spole¢né s jejich indexy zapisuje do
pole prvki a pole sloupcovych indext vystupni matice. Pseudokdéd numerické
faze ukazuje algoritmus &y

8.2 Hesovaci tabulka

Existuji dvé kategorie heSovacich tabulek: heSovaci tabulka s fetézenim a he-
Sovaci tabulka s otevienou adresaci. Hesovaci tabulka s fetézenim resi kolize,
tj. situace, kdy maji nékolik prvka stejnou hes, tim, ze neukladd do ptihra-
dek tabulky prvky samotné, ale ukldada do tabulky pouze odkazy na spojové
seznamy, ve kterych jsou ulozeny prvky, jejichz kli¢ ma stejnou hes. Naproti
tomu hesovaci tabulka s otevienou adresaci ukladé prvky primo do prihraddek
tabulky a kolize Tesi tim, zZe je kazdému prvku pfifazena vyhledavaci posloup-
nost, jez urcuje poradi prihradek, do kterych se ma prvek vlozit, pricemz pro
ulozeni daného prvku se pouzije prvni volnd prihrddka. [18]

Ve ¢lanku [60] je pro akumuldtor pouzita heSovaci tabulka s otevienou
adresaci a linearnim priddvanim jako metodou urcovani vyhleddvaci posloup-
nosti. Ackoliv nejsou ve ¢lanku uvedeny konkrétni divody volby této hesovaci
tabulky, je zfejmé, ze jednim z hlavnich diivodi jsou jeji dobré vlastnosti pamé-
tové prostorové lokality (viz. 2.2). Polozky spojového seznamu hesovaci tabulky
s Tetézenim vétsinou byvaji od sebe v pamétovém prostoru vzdalené, nebot pa-
métovy prostor kazdé nové polozky spojového seznamu je alokovan na haldé
(viz. E,Z) separatné od ostatnich polozek. Adresa néasledujici polozky spojového
seznamu navic neni znama, dokud neni v aktualni poloZzce seznamu pristou-
peno k ukazateli na nésledujici polozku. Pristup ke kazdé polozce spojového
seznamu proto velmi pravdépodobné povede k vypadku cache paméti a na-
hrani potifebnych dat z hlavni paméti systému. Hesovaci tabulka s otevienou
adresaci vsak uklada prvky primo do prihradek svého souvislého pamétového
prostoru. Pokud je pro vyhledavaci posloupnost navic pouzita metoda linear-
niho pridavani, je pravdépodobné, ze po pristupu k prvnimu kli¢i bude prvek
s dalsim klicem jiz nahran v cache paméti procesoru. Mechanismus linearntho
pridavani pro hesovaci tabulku s otevienou adresaci ukazuje obrazek 8.2. Heso-
vaci tabulka popsand ve ¢lanku [60] také pro efektivni vypocet operace modulo
pouziva kapacitu velikosti 2", kde n € N je prirozené ¢islo.

Ze zdrojovych koédu plyne, ze kompildtory GCC a Clang pro implemen-
taci std: :unordered_map pouzivaji hesovaci tabulku s fetézenim. Tato volba
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je pravdépodobné dusledkem pozadavku C++ standardu, ktery stanovuje, ze
k prehesovani tabulky muze dochézet pouze pii prekroceni faktoru naplnéni
tabulky, pricemz vychozi faktor naplnéni je 1.0. [62, 63]. Vzhledem k tomu,
ze efektivita hesovaci tabulky s otevienym adresovanim kvuli dlouhym vy-
hledavacim posloupnostem vyznamné klesi, pokud je faktor naplnéni blizky
hodnoté 1.0, je prirozené, ze kompilatory GCC i Clang pouzivaji pravé hesovaci
tabulku s fetézenim. Implementace std: :unordered_map v kompilatoru GCC
navic pouziva prvociselnou kapacitu hesovaci tabulky misto kapacity 2™ pro
efektivni vypocet operace modulo. Z uvedenych divod je proto ziejmé, ze pro
ucely akumulatoru s hesovanim v ramci této prace nelze pouzit kontejner ze
standardni knihovny std: :unordered_map.

Hesovaci tabulka s otevienym adresovanim a kapacitou 2" je sice pou-
zita naptiklad v knihovné Boost v kontejneru boost: :unordered_flat_map,
nicméné tento kontejner nepouziva jako hesovaci funkci vyssi bity soucinu
s multiplikativni konstantou Donalda Knutha (viz. dale). Tato hesovaci funkce
je vhodnou volbou pro hesovaci tabulky s otevienym adresovanim o kapacité
2™ avSak protoze pro vypocet hese pouziva interni informaci o aktualni kapa-
cité tabulky, nelze tuto hesovaci funkci pouzit externé jako parametr pro jiz
existujici implementaci heSovaci tabulky. Navic, knihovna Boost neni k dis-
pozici na vypocetnich ARM uzlech fakultniho klastru ClusterFIT, na kterém
budou providéna vsechna méfeni v ramci této préace. Z téchto divodu plyne,
Ze je nezbytné pro ucely této prace implementovat vlastni feseni.

Cilem tedy je navrhnout a posléze implementovat hesovaci tabulku s ote-
vienym adresovanim a linedrnim pridévanim. Stejné jako ve ¢lanku [60] bude
tabulka pouzivat kapacitu 2™ pro efektivni vypocet operace modulo prostred-
nictvim bitového logického soucéinu. Zbyva tedy navrhnout vhodnou heso-
vaci funkci, kterd efektivné vypocita hes vstupniho klice a zaroven kazdou
k-prvkovou mnozinu vstupnich kli¢d rozprostie mezi prihradky tabulky co nej-
rovnomeérnéji. Navrh takové hesovaci funkce je vSak mimoradné naro¢né tloha,
je proto zadouci zvolit jiz existujici hesovaci funkci, kterd vsak bude vhodnou
volbou pro navrhovanou hesovaci tabulku. Z kapitoly o hesovani v knize [18]
plyne, ze idedlni volbou je pouzit vyssi bity soucinu. Tato hesovaci funkce se
pouziva pro tabulky, které maji 2" prihradek, pricemz hes kazdého w-bitové
klice x se pomoci této hesovaci funkce vypocita nasledovneé:

{am mod QwJ
rr— | ——| .

2w—n

Kazdy w-bitovy kli¢ = je nejprve vynasoben lichou w-bitovou konstantou
a, tento soucin je ofiznut na w bitd a z vysledku je pro hes pouzito nejvys-
sich n bitu. Tato hesovaci funkce je tedy vhodnou volbou nejen proto, ze je
navrzena cilené pro hesovaci tabulky s 2" prihradkami, ale také proto, zZe jeji
vypocet je velice rychly, nebot preteceni ve vétsiné programovacich jazyku au-
tomaticky orezava vysledek a k vyhodnoceni funkce tedy staci pouze jedno
nasobeni a nasledny bitovy posuv. [18]
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Kvalita této hesovaci funkce vSak oc¢ividné zavisi na volbé multiplikativni
konstanty a. Problematikou volby vhodné konstanty se zabyval i matematik
a informatik Donald Knuth ve své knize [64], ve které navrhuje konstantu
odvozenou od prevracené hodnoty zlatého fezu ¢. Stejny postup je navrho-
van také v kapitole o hesovacich funkcich v knize [65], kde je jako konstanta
a doporucena hodnota A - 2%, kde A je prevracend hodnota zlatého Tezu, tj.

a_t_ 2 V5 —1

N 2
Pro w = 64, tj. pro 64-bitové klice, je hodnoté A - 2" podle néstroje
Wolfram|Alpha [66] nejblize ¢islo 0x9E3779B97F4A7C16. Pro vyssi bity souc¢inu
je vsak potrebnd licha multiplikativni konstanta, nebof aby operace ax mod 2%
byla bijekci pro vSechna w-bitova ¢isla, musi byt konstanta a nesoudélna s mo-

vvvvvv

O0x9E3779BO97F4A7C15.

8.3 Zasobarna vlaken

Jednim z cilt této prace je implementace SpGEMM algoritmu v jazyce C++
bez pouziti externich knihoven pro paralelizaci. Od C++17 je sice mozné algo-
ritmy ze standardni knihovny STL spoustét v paralelnim rezimu, ale jak bylo
popsano v kapitole 3.1.6, specifikovanim paralelniho zptsobu provadéni neni
zaruceno, ze vypocet daného algoritmu skute¢né bude proveden paralelné. Je
mozné, ze vypocet daného algoritmu bude proveden sekvencéné i pres expli-
citni specifikaci uprednostnéni paralelizace, pricemz rozhrani téchto algoritmu
neposkytuje zpusob, prostiednictvim kterého by bylo mozné zjistit, zda dany
algoritmus byl proveden sekvenc¢né, nebo paralelné a kolik vlaken bylo pouzi-
tych pii samotném vypoctu.

7 uvedenych divodi je zfejmé, ze tento zplisob paralelizace nelze pro vé-
decké vypocty v ramci této prace pouzit, nebot by jejich porovnani s vysledky
paralelni varianty v OpenMP nemélo vypovidaci hodnotu. Je proto nezbytné
navrhnout a implementovat vlastni reseni zalozené na vladknech ze standardni
knihovny STL.

Vytvareni a ukoncovani vldken je pomérné nakladné operace, proto muze
OpenMP pro snizeni této rezie mezi paralelnimi oblastmi pouzivat zasobarnu
recyklovatelnych vlaken (z angl. thread pool). Aby nebyla znevyhodnéna imple-
mentace vyuzivajici C++ vldkna, bude pro tcely této varianty implementovana
vlastni zdsobarna vladken. To je z hlediska implementace, ale i navrhu, velmi
naro¢na iloha, nebot je nutné navrhnout rozhrani této t¥idy tak, aby umozno-
valo jednoduchym zptisobem prepsat paralelni konstrukty z OpenMP varianty
implementace SpGEMM algoritmu.

Je zfejmé, ze zdsobarna vldken musi podporovat datovy paralelismus pro-
stfednictvim paralelizace smycky for. Zaroven také musi podporovat rizné
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zpusoby rozdéleni iteraci mezi jednotliva vlakna, a to alespon staticky a dy-
namicky zptisob rozdéleni. Dale musi rozhrani umoznovat specifikovat velikost
bloku pridélovanych iteraci a to pro staticky i dynamicky zptisob rozdéleni
(viz. 522)

Déle je nezbytné zohlednit i programovaci model. OpenMP pouziva mo-
del fork-join (viz. 3.2.2), implementace proto musi umoziiovat, aby se volajici
vldkno pridalo k ostatnim vldknim v zadsobarné pro provadéni daného vypoctu.
Pokud by vlastni feseni zasobarny tloh nepodporovalo model fork-join, pak by
se nameérené vysledky mezi sebou $patné porovnévaly, nebot by to znamenalo,
ze zatimco OpenMP varianta by pracovala s n vlakny, C++ varianta by méla
k dispozici n + 1 vlaken. Zasobarna vldken je vSak dalsim typickym prikladem
tridy, kterou by mélo byt mozné pouzit i mimo ramec této diplomové prace.
Aby byla splnéna znovupouzitelnost pro tuto tiidu, musi rozhrani umoznovat
specifikovat pozadavek, jestli ma byt dand tloha spusténa v modelu fork-join,
kdy se volajici vlakno bude tcastnit vypocétu, nebo v modelu, ve kterém vola-
jici vlakno pouze zada ulohu vlaknim v zasobarné a nasledné bude c¢ekat na
jejich dokoncéeni, aniz by se samo tcéastnilo vypocétu. Tento druhy model bude
déle v tomto textu oznacovan jako spawn-wait.

Déle je potreba zajistit podporu pro paralelni oblasti, tj. rozhrani zasobarny
vldken musi umoznovat zadat vypocet tlohy pro vsechna vldkna, pricemz opét
musi byt podporovan model fork-join i spawn-wait. Je zfejmé, Ze pro tyto ucely
by bylo postacujici vyuzit datového paralelismu prostiednictvim smycky for
s poctem iteraci rovnym celkovému poctu vldken, podle toho, zda méa byt pou-
zity model fork-join ¢i spawn-wait. Nicméné tento pristup muze vést ke Spatné
srozumitelnosti a v dusledku i udrzitelnosti kodu, protoze nemusi byt zfejmé,
proc¢ je pro tento ucel pouzity pravé paralelni cyklus for. Proto musi rozhrani
poskytovat i moznost zadani tilohy pro vsechna vlakna, coz bude reprezentovat
direktivu pro paralelni oblast z OpenMP.

Na zavér, pro tcely znovupouzitelnosti tiidy i nad ramec této prace, by
rozhrani zasobarny tloh také mélo poskytovat moznost zadat jednordzovou
ulohu, kterou si vyzvedne a provede libovolné vlakno v zdsobarné. V tomto
pripadé nemusi byt nutné, aby volajici vlakno ¢ekalo na dokonceni vypoctu
zadané tlohy a muze proto pokracovat dal ve svém vypoctu. Pokud by vSak
volajici vlakno potiebovalo ¢ekat na dokonceni zadané lohy, musi mu to roz-
hrani tfidy umoznit.

Na zékladé vyse provedené analyzy byl proveden navrh tiidy thread_pool,
ktery zachycuje ndvrhovy UML model na obrazku 8.3. Aby bylo mozné vkla-
dat dlohy prostrednictvim lhodnotovych i rhodnotovych argumentt, je tloha
urc¢ena k paralelizaci metodam predavana ve formé rhodnotové reference na
sablonovy parametr. Témto rhodnotovym referencim na Sablonovy parametr
se také fika dopredné reference (z angl. forwarding references). Stejnym zpu-
sobem jsou predavany i argumenty tlohy urcené k paralelizaci, avSak aby bylo
mozné predat libovolny pocet argumenti, jsou vSechny potfebné metody mo-
delovany jako variadické sablony, kde template parameter pack (zkr. TPP)
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thread_pool

- m_workers: std::vector<std::jthread>

<<constructor>>
+ thread_pool(num_threads: std::size_t)

+ size(): std::size_t
+ wait_all(): void

+ enqueue<F, ...Args>(f: F &&, ...args: Args &&): void

+ parallel_for<F, Index>(f: F &&, start: Index, end: Index, s: schedule, e: execution): void

+ parallel_for<F, Index>(f: F &&, start: Index, end: Index, chunk_size: std::size_t, s: schedule, e: execution): void
+ for_each_thread<F, ...Args>(f: F &&, e: execution, ...args: Args &&): void

<<enumeration>> <<enumeration>>
schedule execution

STATIC FORK_JOIN

DYNAMIC SPAWN_WAIT

B Obrazek 8.3 Navrhovy model zdsobarny vldken.

zastupuje praveé argumenty tlohy, kterd se mé prostrednictvim zasobarny tloh
paralelizovat. Zpusoby rozdéleni iteraci v datovém paralelismu a paralelni pro-
gramovaci modely jsou modelovany jako vnorené vycétové typy.



Kapitola 9

Implementace

Tato kapitola se zabyva popisem implementace aplikaci pro sekvencni a pa-
ralelni ndsobeni Tidkych matic. Nejprve je popsdna implementace hesovact
tabulky, zdsobdarny vldken a vidkych matic véetné jejich nacitani a zdpisu
do souboru. Dadle je popsdn obecny ndvrh hierarchie trid, prefizovy soucet
a konverze 1idkych matic. Poté je detailné popsdino falesné sdileni a jeho
eliminace, a optimalizace kompildtoru umoznujici predavani visledki hod-
notou. Na zdvér je popsino CLI rozhrani aplikaci a jeho implementace.

Pro ucely méfeni, porovnani a vyhodnoceni vysledk byly implementovany
tTi aplikace. Prvni aplikace provadi nasobeni fidkych matic sekvenéné, druha
aplikace paralelizuje vypocet za pouziti knihovny OpenMP a treti aplikace
paralelizuje vypocet prostrednictvim zasobarny vldken bez pouziti externich
knihoven pro paralelizaci.

Vsechny tii aplikace byly implementovany ve formé CLI aplikace (z angl.
command-line interface), tj. aplikace z piikazové fadky. Vzhledem k tomu, Ze se
implementované aplikace od sebe lisi pouze paralelizaci vypoctu, maji vSechny
varianty témér identické rozhrani. Konkrétni podobu tohoto rozhrani véetné
jeho implementace popisuje kapitola 9.9.

Implementace dodrzuje zésady samovysvétlujiciho kédu (z angl. self-de-
scribing code), ktery byva nékdy také nazyvan samodokumentujici kod (z angl.
self-documenting code) [67]. Zdrojovy kéd je tedy pséan s dirazem na ¢itelnost
a snadnou udrzitelnost tim, ze metody plni pravé jeden tkol a nazvy promeén-
nych, metod a tiid jsou voleny tak, aby jejich ucel byl zfejmy primo z nazvu.
Vyjma komentait pro popis t¥id a jejich metod, které plni cel dokumentace
projektu, jsou diky samovysvétlujicimu kédu komentare primo v kédu nutné
pouze minimalné, napf. v mistech, kde samotny kéd nedokédze zdmér dosta-
tecné vyjadrit.

Projekt byl verzovan v systému pro spravu verzi Git, pro tcely automa-
tizace prekladu a ovéfeni testll je pouzit nastroj CMake. Detailni informace
o prekladu a spusténi aplikaci poskytuje uzivatelska prirucka v priloze m
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9.1 Hesovaci tabulka

Hesovaci tabulka je typickym prikladem tridy, kterou by mélo byt mozné vy-
uzit i nad rdmec projektu, pro ktery byla implementovana. Proto pro tucely
znovupouzitelnosti byla hesovaci tabulka flat_hash_map s otevienym adre-
sovanim a linearnim priddvanim implementovana tak, aby metody této tiidy
pouzivaly stejné rozhrani jako std: :unordered_map ze standardni knihovny.
Diky stejnému rozhrani implementovanych metod je mozné i v jinych projek-
tech hesovaci tabulku ze standardni knihovny, ktera pouzivd hesovani s re-
tézenim (viz. @), jednoduse nahradit implementovanou hesovaci tabulkou
s otevienym adresovanim a to s minimalnimi zménami ve zdrojovém kodu.
Pro snadnéjsi orientaci zachycuje nejdulezitéjsi ¢asti implementovaného feseni
UML diagram na obrazku .

Hesovaci tabulka byla implementovana jako tfidni Sablona s sablonovymi
parametry Key pro kli¢, Value pro hodnotu, Hash pro hesovaci funkci a para-
metrem KeyEqual pro funkci porovnani rovnosti klict. Jako vychozi parametr
pro hesovaci funkci je zvolen std::hash ze standardni knihovny. Jak bylo
popsano v 8.2, heSovaci funkce vyssi bity soucinu s multiplikativni konstan-
tou podle Donalda Knutha ocekava na vstupu w-bitové ¢islo. Aby bylo mozné
hesovaci tabulku pouzit pro jakékoliv klice, tj. napriklad i pro uzivatelsky de-
finované typy, je zfejmé, ze kli¢ je nezbytné zaheSovat dvakrat. Ucelem prvni
hesovaci funkce je prevést kli¢ na 64-bitové ¢islo, které je nasledné vstupem do
interni hesovaci funkce vyssi bity soucinu s multiplikativni konstantou podle
Donalda Knutha. Tento postup ma dvé zasadni vyhody. Prvni vyhodou je, ze
uzivatel heSovaci tabulky muze pouzit libovolnou hesovaci funkci prostrednic-
tvim Sablonového parametru, coz zvysuje znovupouzitelnost hesovaci tabulky
i nad ramec této prace. Druhou vyhodou je, ze funkéni sablona std: :hash pro
celociselné typy pouze vraci svij vstup, takze vypocty v ramci této prace nebu-
dou dvojitym hesovanim nijak zpomaleny a diky transparentnosti std: :hash
pro celoc¢iselné typy bude interni hesovaci funkce pracovat primo se sloupco-
vymi indexy vystupni matice.

Pro stanoveni pozadavkl na Sablonové parametry byly pouzity koncepty
(v angl. concepts), které jsou novinkou ve standardu C++20 a predstavuji mo-
derni zpiisob specifikace a vynuceni pozadavkt na vlastnosti Sablonovych pa-
rametri. Koncept je mnozina konkrétnich omezeni (v angl. constraints), ktera
umoznuji omezit sablonové parametry na zakladé specifikované podminky. Je
také vhodné poznamenat, ze tato kontrola vlastnosti sablonovych parametri
probiha v case prekladu, jak plyne ze zpisobu fungovani C++ Sablon, a ma
proto nulovou rezii pti béhu programu. Pro hesovaci tabulku flat_hash_map
byly specifikovany pozadavky, aby vystup uzivatelem dodané hesovaci funkce
byl pfevoditelny na datovy typ std::size_t a vystup sablonového parametru
urcujici funkci pro porovnani dvou kli¢i byl prevoditelny na datovy typ bool.
Tento koncept byl pojmenovan hashable_key a jeho podobu ukazuje vypis
kédu 9.1,
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map_iterator L

<<types>>

+ iterator_category: std::forward_iterator_tag

+ value_type: std::pair<const Key, Value>

+ reference: std::conditional_t<IsConst, const value_type &, value_type &>

+ pointer: std::conditional_t<IsConst, const value_type *, value_type *>

+ vector_iterator: std::conditional_t<IsConst, std::vector<entry>::const_iterator, std::vector<entry>::iterator>

— m_current: vector_iterator
—m_end: vector_iterator

<<constructors>>
+ map_iterator(curr: vector_iterator, end: vector_iterator)
+ map_iterator<OtherlsConst>(other: const map_iterator<OtherlsConst &>)

+ operator*(): reference

+ operator->(): pointer

+ operator++(): map_iterator

+ operator++(int): map_iterator

Key
Value
Hash = std::hash<Key>
KeyEqual = std::equal_to<Key>

i
1
1
flat_hash_map E
1
1
1
1

<<types>>
+iterator: map_iterator<false> ~ fTTTTTTooooooTooooooooooooooos !
+ const_iterator: map_iterator<true>

- S_MAX_LOAD_FACTOR: double = 0.6

—S_MAX TOMBSTONES_FACTOR: double = 0.25
—S_KNUTH_CONSTANT: std::uint64_t = OX9E3779B97F4A7C15
— m_size: std::size_t

— m_capacity: std::size_t

— m_tombstones: std::size_t

— m_hasher: Hash

—m_key_equal: KeyEqual

— knuth_hash(key: const Key &): std::size_t

<<constructor>>
+ flat_hash_map(initial_capacity: std::size_t)

+ insert(p: const std::pair<Key, Value> &): std::pair<iterator, bool>
+ operator[](key: const Key &): Value &

+ find(key: const Key &): iterator

+ find(key: const Key &): const_iterator

+ erase(key: const Key &): std::size_t

+ reserve(count: std::size_t): void

+ clear(): void

+ begin(): iterator

+ end(): iterator

+ cbegin(): const_iterator
+ cend(): const_iterator

1
0..*
<<enumeration>> <<struct>>
bucket_status entry
EMPTY + status: bucket_status = bucket_status::EMPTY
USED + data: std::optional<std::pair<const Key, Value>>
DELETED

B Obrazek 9.1 UML diagram kli¢ovych ¢4sti heSovaci tabulky.
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template<typename Key, typename Hash, typename KeyEqual>
concept hashable_key = requires(Key key,
Hash hash,
KeyEqual key_equal) {
{ hash(key) } -> std::convertible_to<std::size_t>;
{ key_equal(key, key) } -> std::convertible_to<bool>;
};

B Vypis kddu 9.1 C++ koncept hashable_key pro Sablonové parametry hesovaci
tabulky s otevienym adresovanim.

Prihradky heSovaci tabulky jsou reprezentovany strukturou entry, ktera
uchovava stav aktualni prihradky a dédle par Key-Value, ktery je zapouzdien
uvnitt objektu std::optional. Tato tfidni Sablona je novinkou ze standardu
C++17 a spravuje volitelné obsazenou hodnotu, tj. hodnotu, kterd mize, ale
nemusi byt pritomna. Zapouzdieni klice a hodnoty v objektu std: :optional
je nezbytné z divodu znovupouzitelnosti hesovaci tabulky, protoze ackoliv
v ramci této prace budou hodnotami celd nebo realnd ¢isla, obecné nelze o Sa-
blonovém parametru Value nic predpokladat. Je tedy mozné, Ze konstrukce
hodnoty mize byt vypocetné velmi narocné, proto je vhodné konstrukei ob-
jektu oddélit az na nejzazsi moznou dobu, kterou je vlozeni nového klice do
tabulky. Navic pro ucely implementace metody erase() pro vymazani paru
klice a hodnoty z tabulky je potieba zajistit korektni destrukci klice i hodnoty,
aby tyto objekty mohly napriklad uvolnit své alokované zdroje. Ttidni Sablona
std: :optional pro tyto ucely disponuje metodou reset (), kterd zajisti bez-
pecné volani destruktoru klice i hodnoty. Kli¢ Key je v prihradce ulozen jako
konstantni, aby nebylo mozné prostiednictvim iteratoru (viz. ddle) modifikovat
obsah klice, ¢imz by se hesovaci tabulka mohla dostat do nekorektniho stavu.
Prihradky hesovaci tabulky jsou spravovany uvniti kontejneru std: :vector.

Pro ucely znovupouzitelnosti byl také implementovan dopredny iterdtor
(z angl. forward iterator) ve formé vnorené t¥idni Sablony. Zédmérem bylo vy-
tvorit oddélené tiidy pro konstantni i nekonstantni iterator, avsak oba tyto
iteratory by mély stejnou logiku a mély by proto i stejny kod, coz vede ke
Spatné udrzitelnosti. Proto byl iterdtor implementovan jako tfidni Sablona,
jejiz parametr urcuje, zda se jedna o konstantni nebo nekonstantni iterator.
Zaroven byl implementovan i konverzni konstruktor, ktery umoznuje inicializo-
vat konstantni iterator nekonstantnim iteratorem. Pro konverzni konstruktor
bylo zaroven implementovano omezeni, které zarucuje, ze nebude mozné inici-
alizovat nekonstantni iterator konstantnim iteratorem. Navratové typy metod
iteratoru, které jsou odlisSné pro konstantni a nekonstantni iterator, jsou na-
staveny prostfednictvim Sablonové metafunkce std::conditional_t.
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thread_pool

— m_workers: std::vector<std::jthread>

— m_global_tasks: std::queue<std::function<void(const std::size_t)>>
— m_private_tasks: std::vector<std::queue<std::function<void(const std::size_t)>>>

—m_queue_mutex: std::mutex
—m_worker_cv: std::condition_variable

— m_unfinished_tasks: std::atomic<std::size_t>
— m_wait_mutex: std::mutex
—m_wait_cv: std::condition_variable

— worker_loop(st: std::stop_token, thread_id: const std::size_t): void

— enqueue_private<F>(thread_id: const std::size_t, f: F &&): void

— parallel_for_static<F, Index>(f: F &&, start: Index, end: Index, exec: execution) : void

— parallel_for_static<F, Index>(f: F &&, start: Index, end: Index, chunk_size: std::size_t, exec: execution) : void

— parallel_for_dynamic<F, Index>(f: F &&, start: Index, end: Index, chunk_size: std::size_t, exec: execution): void

<<constructor>>
+ thread_pool(num_threads: std::size_t)

+ size(): std::size_t
+ wait_all(): void

+ enqueue<F, ...Args>(f: F &&, ...args: Args &&): void

+ parallel_for<F, Index>(f: F &&, start: Index, end: Index, s: schedule, e: execution): void

+ parallel_for<F, Index>(f: F &&, start: Index, end: Index, chunk_size: std::size_t, s: schedule, e: execution): void
+ for_each_thread<F, ...Args>(f: F &&, e: execution, ...args: Args &&): void

f i

<<enumeration>> <<enumeration>>
schedule execution
STATIC FORK_JOIN
DYNAMIC SPAWN_WAIT

B Obrazek 9.2 UML diagram zasobarny vldken.

9.2 Zasobarna vlaken

Pro implementaci zasobarny vldken thread_pool je potfeba zajistit spravu
vldken v zasobarné, frontu tloh ke zpracovani a synchronizaci vlaken pro ko-
rektni vkladani a vyzvedavani iloh z fronty. Pro lepsi ndzornost byl navrhovy
model z kapitoly g rozsiten na diagram tfid, ktery zachycuje vSechny ttidni
proménné a metody. Tento diagram je k vidéni na obrazku Bé

Pro spravu vlaken byl zvolen kontejner std::vector a pro reprezentaci
vlakna byla zvolena t¥ida std::jthread ze standardu C++20. Jak bylo po-
psano v kapitole , v destruktoru této t¥idy je automaticky voldna metoda
join, ¢imz odpada nutnost volat tuto metodu explicitné. Nicméné ackoliv byla
pro reprezentaci vldken zvolena praveé tato tiida, je z divodu udrzitelnosti v de-
struktoru zasobarny vlaken pro kazdé vlakno metoda join explicitné volana.
P1i destrukci objektu thread_pool by totiz mohla nastat situace, kdy t¥idni
proménné , které zajistuji synchronizaci vlaken a spravuji tlohy ve fronté, bu-
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dou destruovany drive, nez samotnd vypocetni vlakna. Takova situace vede
k nedefinovanému chovani a mohlo by nastat uvdznuti programu (viz. M)
Vzhledem k tomu, Ze je standardem C++ zaruceno, ze tridni proménné jsou
destruovany v opac¢ném poradi jejich deklarace, bylo by mozné deklarovat
std: :vector<std::jthread> jako posledni tfidni proménnou, ¢imz by bylo
zaruceno, ze vldkna budou destruovana jako prvni a nebylo by tak nutné ex-
plicitné volat metodu join v destruktoru zasobarny vldken. Je vSak ziejmé, ze
takova implementace vede ke Spatné udrzitelnosti, nebot poradi deklarace t¥id-
nich proménnych by nemélo ovliviiovat korektnost programu. Z téchto divoda
je proto pro kazdé vlakno metoda join zavolana explicitné, ¢imz je zaruceno,
ze nedojde k uvaznuti nebo nedefinovanému chovani programu pii destrukci
zasobarny vldken v dusledku zmény potradi deklarace ttidnich proménnych.

Prvni verze implementace zdsobarny vldken pouzivala pouze jednu frontu
uloh, do které byly dlohy ukladany ve formé objektu std: :function<void ()>.
Toto teseni se vsak ukézalo jako nedostateéné, nebot umoznuje pouze dyna-
mické rozdéleni paralelniho for cyklu a neumoznuje pouzit statické rozdéleni
iteraci jednotlivym vlakntm. Bylo proto nezbytné ptidat pro kazdé vlakno jeho
vlastni privatni frontu dloh pro statické rozdéleni iteraci for cyklu, zatimco
globalni fronta pro dynamické rozdéleni a pro vlozeni obecné tlohy ztstala
spolecnd pro vSechna vlakna.

Dale se ukazala jako velmi problematicka samotnd reprezentace tloh for-
mou objektd std::function<void()>. Tato reprezentace na rozdil od kon-
strukti v OpenMP totiz viibec neumozinuje uvnitt tlohy pracovat s ¢iselnym
identifikatorem vlakna, které danou tulohu zpracovava. Bylo proto nezbytné
implementovat zptsob, ktery tllohdm umozni pracovat s ¢iselnou reprezentaci
vldkna, které ji vykonava.

Prvnim resenim bylo kazdé tloze, kterd je vlozena do fronty vlaken, pevné
pritadit ¢iselny identifikdtor, ktery bude simulovat identifikator vldkna, jez
tuto ulohu provadi. Toto feSeni se vSak zahy ukdazalo jako nepouzitelné, nebot
by mohla nastat situace, kdy si dvé vldkna ze spolecné globalni fronty tloh
vyzvednou tlohy se stejnym identifikatorem a budou tyto tlohy provadét sou-
bézné. Vzhledem k tomu, zZe Ciselny identifikdtor vldkna se ¢asto pouziva jako
index pro pristup k datovym strukturdm, mohlo by toto feseni vést k casové
zavislym chybam (viz. 3.1.1). Z téchto duvodu byla zménéna reprezentace loh
na std: :function<void(const std::size_t)>, kterd jako argument prijima
¢islo vldkna, které bude danou tilohu vykonévat. Ciselny identifikator vldkna
pak dodavéa primo samotné vlakno, které tuto tilohu vykonava.

Kazdému vlaknu je pri jeho vytvoreni v konstruktoru zasobarny tloh pre-
dana funkce worker_loop, kterd reprezentuje smycku, ve které vlakno ceka
na vlozeni nové tlohy do globalni nebo privatni fronty tloh. Tato funkce jako
prvni parametr prijima std: :stop_token, prostiednictvim kterého jsou v de-
struktoru zasobarny tloh jednotliva vlakna informovidna o ukonceni vypoctu.
Druhym parametrem pak je pravé ¢iselné oznaceni vlakna, které kazdé vldkno
dostane pevné pridélené pri jeho vytvoreni. Pokud je v zasobarné n vldken,
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template<typename F, typename ...Args>

requires std::invocable<F, std::size_t, Args...>

void thread_pool::enqueue(F && f, Args && ...args) {
{

std::lock_guard<std::mutex> lock(m_queue_mutex);
m_global_tasks.push(

[task = std::bind(std::forward<F>(f),
std::placeholders::_1,
std::forward<Args>(args)...)]

(std::size_t thread_id) {

task(thread_id);
1)) 8
}
++m_unfinished_tasks;
m_worker_cv.notify_one();

}

B Vypis kédu 9.2 Implementace metody enqueue pro vlozeni obecné tlohy do
zasobarny vlaken.

pak jsou vlaknim prifazeny identifikdtory 1...n, nebot identifikator O je re-
zervovan pro volajici vlakno za tcelem simulace master vlakna v OpenMP.

Dale bylo potreba vyresit, jakym zplisobem bude do vypocétu zapojeno vo-
lajici vlakno v pripadé modelu fork-join. Jednak je zfejmé, Ze pro tento ucel
je nezbytné, aby zasobarna vldken alokovala privatni frontu loh i pro volajici
vlakno, nebot jinak by se nemohlo ticastnit vypoctu statického rozdéleni iteraci
for cyklu. Prvni feseni pro zapojeni volajicitho vldkna do vypoctu vyuzivalo
samostatnou funkci join_workers, ktera zajistovala odebirani iloh z front za-
sobarny. Tato funkce vsak sdilela znacnou ¢ast kédu s funkci worker_loop
a lisila se pfedevsim tim, ze neobsahovala std: :stop_token hlavniho vldkna.
Tento zptisob je ocividné Spatné udrzitelny, nebot je pfi zménich implemen-
tace tfidy thread_pool potfeba modifikovat kéd na dvou riiznych mistech.
Z toho duvodu byla i pro hlavni vlakno pouzita funkce worker_loop, pricemz
std: :stopy_token je pro volajici vlakno vytvoren explicitné a je rovnou na-
staven na pozadavek o zastaveni vypoctu vlakna. Tim je zajisténo, ze jakmile
hlavni vldkno dokonéi svou tcast pri vykonavani tloh v zasobarné, tak se rov-
nou vrati z této funkce.

Ulohy jsou do front vkladany prostfednictvim anonymni lambda funkce,
ktera prijima vyse popsany ciselny identifikator vldkna, které bude tlohu vy-
konavat, a tento identifikdtor je nasledné v téle lambda funkce predan uziva-
telské funkci spolecné s jejimi argumenty. Ukazku tohoto postupu je mozné
vidét ve vypisu 9.2, ktery ukazuje implementaci vlozeni obecné tlohy do glo-
béalni fronty vldken. Z vypisu kédu je zfejmé, ze uzivatelskd funkce je se
svymi argumenty svazana pomoci funkce std::bind, pficemz samotna uzi-
vatelska funkce i jeji argumenty jsou za tucelem zachovani hodnotové kate-
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<<struct>>
matrix

+m_rows_cnt: std::size_t
+ m_cols_cnt: std::size_t

1 1 1 1
1 1
1 T: arithmetic i 1 T: arithmetic i
<<struct>> ] ! <<struct>> ] !
coo_matrix 7T csr_matrix T
+ m_rows: std::vector<std::size_t> + m_row_ptrs: std::vector<std::size_t>
+ m_cols: std::vector<std::size_t> + m_cols: std::vector<std::size_t>
+ m_vals: std::vector<T> + m_vals: std::vector<T>

B Obrazek 9.3 UML diagram struktur pro COO a CSR forméty fidkych matic.

gorie preddny technikou perfect forwarding prostfednictvim funkéni Sablony
std: :forward. K zajisténi, aby takto svazand funkce byla pozdéji volatelna
s identifikatorem vlakna, které bude tuto ilohu provadét, je pouzity zastupny
objekt std: :placeholders: :_1. Ovéfeni, zda je uzivatelem poskytnuta funkce
volatelna s identifikatorem vlakna a poskytnutymi argumenty, je zajiSténo po-
moci omezeni prostfednictvim klauzule requires.

9.3 Ridké matice a jejich nacitini a zapis

Jednim z cila této prace je implementovat ndsobeni fidkych matic pro alespon
dva riuzné forméty. Jako tyto formaty byly zvoleny CSR a COO (viz. 6), pfi-
¢emz oba tyto formaty byly implementovany tak, aby co nejvice odpovidaly
jejich definici. Pro lepsi nézornost je k dispozici UML diagram obou forméatta
na obrazku 9.3.

Protoze oba forméaty pouze uchovavaji data a neposkytuji zadnou dalsi
funkcionalitu, jsou reprezentovany prostrednictvim struktury. Pro oba forméaty
byla implementovana spolecnd rodicovska trida matrix, kterd reprezentuje
obecnou matici a uchoviava pouze pocet rfadku a sloupcu této matice. Imple-
mentace COO formétu pouziva tii proménné typu std: : vector, jez uchovavaji
radkové indexy, sloupcové indexy a hodnoty nenulovych prvka. CSR format je
implementovan analogicky, pouze misto fadkovych indexti uchovava radkové
ukazatele.

Nabizi se otazka, jakym datovym typem reprezentovat nenulové prvky ma-
tice. Pocatecni implementace nenulové prvky reprezentovala pouze datovym
typem double. Takové feseni je vSak nedostatecné, nebot neumoziuje vyuzi-
vat vSechny datové typy podporované souborovym formatem Matrix Market
a navic uzivateli neumoznuje vybrat datovy typ pro nenulové prvky explicitné.
Pevné navazani na konkrétni typ by proto vyznamné omezilo moznosti zno-
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template<typename T>
constexpr bool is_complex_v = false;

template<std::floating_point T>
constexpr bool is_complex_v<std::complex<T>> = true;

template<typename T>
concept complex_number = is_complex_v<T>;

template<typename T>

concept arithmetic = std::integral<T> ||
std::floating_point<T> ||
complex_number <T>;

B Vypis kodu 9.3 Implementace konceptt pro komplexni a aritmetické datové typy.

vupouzitelnosti téchto datovych struktur, zejména v situacich, kdy je zddouci
pracovat s odliSnou numerickou presnosti ¢i celoc¢iselnymi typy. Z téchto du-
vodu byl pro datovy typ nenulovych prvki zvolen Ssablonovy parametr typu
T, ¢imz je zajisténa obecnost a znovupouzitelnost implementace. Datové struk-
tury obou formati se tak zménily na Ssablony struktur.

Je vSak zfejmé, ze je potfeba pomoci omezeni urcit, které datové typy
mohou byt substituovany za sSablonovy parametr. Aby implementace umoz-
novala pracovat se vsemi datovymi typy podporovanymi formatem Matrix
Market, musi byt mozné za sablonovy parametr substituovat celoc¢iselny, re-
alny i komplexni datovy typ. Z téchto divodi bylo nutné implementovat kon-
cept arithmetic, ktery ovéri, zda dany datovy typ je celoCiselny, realny nebo
komplexni. Zatimco pro celociselné a redlné datové typy jsou od verze C++20
k dispozici koncepty std: :integral a std::floating_point, pro komplexni
datovy typ takovy koncept k dispozici neni a je proto nezbytné jej implemen-
tovat rucné.

Pro implementaci konceptu complex_number je zapotiebi implementovat
sablonovou metafunkci, kterd na zdkladé svého Sablonového parametru urci,
zda je dany datovy typ komplexni ¢i nikoliv. Datovy typ std::complex ze
standardni knihovny vsSak povoluje jako reprezentaci redlné a imaginarni ¢ésti
komplexniho ¢isla pouze datové typy s plovouci fddovou ¢arkou. [62, 63] Je
proto ziejmé, Ze je nutné této Sablonové metafunkci omezit jeji vlastni Sab-
lonovy parametr prostifednictvim konceptu std: :floating_point. Tuto Sab-
lonovou metafunkei, koncept complex_number a koncept arithmetic ukazuje
vipis kodu 9.3,

Jako souborovy format byl pro ucely této prace zvolen format Matrix Mar-
ket (viz. @) a bylo proto nezbytné implementovat nac¢teni{ matice ve formdatu
Matrix Market a jeji ulozeni do struktury popsané vyse, resp. zdpis matice
v COO nebo CSR formatu do souborového formatu Matrix Market. Nabizi se
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moznost implementovat tuto funkcionalitu ru¢né, avsak format Matrix Mar-
ket je velmi obsahly, jak je popsadno v kapitole EQ'L a vlastni implementace by
tak podporovala pouze urcitou podmnozinu celého Matrix Market formatu.
Z téchto duvodu bylo pro nacitani i zapis matic pouzito existujici feSeni v po-
dobé knihovny fast_matrix_market [68]. Tato knihovna vyuziva paralelismus
pro Cteni i zdpis matic a navic podporuje kompletni format Matrix Market,
tj. veskeré datové typy vcetné komplexnich ¢isel, vSechny symetrické struktury
matic a oba zpusoby reprezentace nenulovych prvki. Pouzitim této knihovny
je tedy zaruceno, ze bude nactena jakakoliv matice v korektnim Matrix Mar-
ket formatu, tedy napriklad jakakoliv matice z kolekce SuiteSparse Matrix
Collection [24].

Jak bylo popsano vysSe, TeSeni, které reprezentuje nenulové prvky kazdé
matice stejnym datovym typem, je nedostatecné. Je proto ziejmé, ze i feseni,
které kazdou matici ulozenou ve formatu Matrix Market nac¢te do struktury
s predem pevné stanovenym datovym typem (napf. coo_matrix<double>),
je nevyhovujici. Kvalitni feseni by mélo vybrat datovy typ na zdkladé infor-
mace o datovém typu nenulovych prvki, kterd je uvedena v hlavi¢ce souboru
Matrix Market. Zvolend knihovna fast_matrix_market [68] pro tyto ucely
poskytuje moznost na¢ist pouze hlavicku Matrix Market souboru. Reseni im-
plementované v ramci této prace proto nejprve nacte hlavicku Matrix Market
souboru a teprve na zakladé udaje o datovém typu nenulovych prvki pouzije
odpovidajici instanci Sablony struktury coo_matrix. Pokud je tedy v Matrix
Market souboru uvedeny datovy typ real, je matice nactena do struktury
coo_matrix<double>. Pokud je v Matrix Market souboru uvedeny datovy typ
complex, je matice nactena do struktury coo_matrix<std::complex>, atd.

Knihovna pro nacitdni matic fast_matrix_market [68] navic umoziuje
automaticky std::complex up-cast, tedy je napfiklad mozné matici s celo-
¢iselnymi prvky nacist do struktury datového typu std::complex<double>.
Tato funkcionalita byla vyuzita pro implementaci ndsobeni matic dvou riz-
nych datovych typt. Nejprve je pro kazdou ze vstupnich matic A a B nactena
jejich Matrix Market hlavicka, poté je urcen jejich spole¢ny datovy typ a na
zaver jsou obé vstupni matice nacteny do struktur tohoto spolecného datového
typu, ktery zaroven urcuje i datovy typ vystupni matice C. Pokud jsou na-
priklad na vstupu Matrix Market soubory s maticemi s datovymi typy real
a complex, jsou obé matice nacteny do struktur coo_matrix<std::complex>,
kterd je soucasné i reprezentaci vystupni matice C. ReSeni implementované
v ramci této prace déle tento datovy typ vystupni matice vyuziva k urceni
datového typu, ktery bude specifikovan ve vystupnim Matrix Market souboru.
Pokud je naptiklad vystupni matice C datového typu double, bude do vy-
stupniho Matrix Market souboru zapsan datovy typ real, pokud je vystupni
matice datového typu std: :int64_t, bude do vystupniho Matrix Market sou-
boru zapsan datovy typ integer, atd.
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9.4 Hierarchie trid

V ramci této diplomové prace je mnoho t¥id implementovano ve trech va-
riantach. Prvni je sekvené¢ni varianta, druha je paralelni varianta za pouziti
OpenMP a treti varianta paralelizuje vypocet s vyuzitim implementované za-
sobarny vlédken (viz. 9.2). Z tohoto duvodu byla v prvni implementaci pouzita
tridni hierarchie, kterd pro kazdé tri vyse popsané varianty dané tridy pou-
zivala spole¢nou rodic¢ovskou ¢isté abstraktni tiidu, kterd byva v jinych pro-
gramovacich jazycich Casto také oznacovdana jako rozhrani (z angl. interface).
V rodicovské Cisté abstraktni tridé byl tedy definovan kontrakt prostiednictvim
virtudlnich metod a kazda varianta nasledné tyto metody implementovala ve
své vlastni tiide.

Toto feseni se zddlo byt optimalni pouze ve stavu, kdy datové struktury
COO a CSR matic nepouzivaly Sablonovy parametr. Po prepracovani repre-
zentaci téchto maticovych forméta na sablony struktur (viz. ﬁ) se toto reSeni
ukézalo jako velmi problematické. Kazdou virtualni metodu, kterd ptijimala
COO nebo CSR matici jako parametr, bylo totiz nutné prepracovat na ge-
nerickou virtudlni metodu. Jazyk C++ vsak nepodporuje virtudlni metody se
Sablonovym parametrem, coz je pro vyse popsanou tiidni hierarchii naprosto
zasadni komplikace.

Prvnim fesenim tohoto problému bylo pfevést vSechny tiidy v popsané
tfidni hierarchii na tiidni Sablony. Tim, zZe byl genericky parametr presunut
z tFidnich metod do samotné t¥idy, bylo mozné virtuilni metody bez ome-
zeni pouzivat, nebot jiz nebyly generické. Ukazku tohoto feSeni na ptikladu
ttid pro konverzi COO matic do formatu CSR ukazuje UML diagram tiid na
obrazku 9.4.

Zahy se vsak ukazalo, ze tento pristup mé tii zasadni problémy. Prvnim
problémem je sémanticky vyznam takového feseni. Jednim z ticeld pouziti t¥id-
nich Sablon je, ze se dana tiida bude chovat pro rizné sablonové parametry
odlisnym zptisobem. Toto vsak v pripadé vyse popsané tiidni hierarchie neni
pravda, nebot dané tiidy se budou chovat identicky bez ohledu na to, zda
jsou instanciovany pro datovy typ double nebo std::uint32_t. Takové fe-
Seni proto ocividné vede ke Spatné udrzitelnosti, nebof zhorsuje ¢itelnost kédu
a zkresluje jeho sémanticky vyznam.

Druhy problém je, ze je nezbytné pro kazdy datovy typ vytvorit separatni
instanci této tiidy. Napriklad pro prevod COO matice typu double a COO
matice typu std::uint32_t do formatu CSR to znamend vytvorit dvé sepa-
ratni instance tfidy coo_to_csr, ackoliv je s obéma maticemi v ramci konverze
zachazeno stejnym zpusobem bez ohledu na jejich datovy typ.

Tretim problémem je, ze je nutné datovy typ specifikovat explicitné, nebot
je potieba kazdou tfidu pred voldnim jejich metod nejprve instanciovat, coz
znamend, ze nelze pouzit automatickou dedukci sablonovych argumentti pro
metody téchto tiid. Tento postup je velmi neprakticky, jak je napiiklad vidét
na UML diagramu na obrazku 9.4, kde je ve tfidé omp_coo_to_csr jako ¢lenska
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T. arithmetic

<<Interface>>
coo_to_csr

<<destructor>>
+ ~c00_to_csr()

+ convert(coo_mtx: const coo_matrix<T> &): csr_matrix<T>

seq_coo_to_csr  tmmmmmemoeod omp_coo to_csr  beemememoooood

+ convert(coo_mtx: const coo_matrix<T> &): csr_matrix<T> + m_scan: const std::shared_ptr<scan<std::size_t*>>

<<constructor>>
+ omp_coo_to_csr(scan: const std::shared_ptr<scan<std::size_t*>> &)

+ convert(coo_mtx: const coo_matrix<T> &): csr_matrix<T>

T. arithmetic

par_coo_to_csr

+ m_pool: const std::shared_ptr<thread_pool>
+ m_scan: const std::shared_ptr<scan<std::size_t*>>

<<constructor>>
+ par_coo_to_csr(pool: const std::shared_ptr<thread_pool> &,
scan: const std::shared_ptr<scan<std::size_t*>> &)

+ convert(coo_mtx: const coo_matrix<T> &): csr_matrix<T>

B Obrazek 9.4 UML diagram puvodni t¥idni hierarchie na p¥ikladu t¥id pro
konverzi matic.

proménnd chytry ukazatel na instanci typu scan<std: :size_t*>, kterd zajis-
tuje prefixovy soucet (viz. 9.5). Pfitom tfida pro vypocet prefixového souctu
je typickym zastupcem tridy, kterou by mélo byt mozné pouzit pro kontejnery
jakéhokoliv aritmetického typu praveé prostrednictvim automatické dedukce Sa-
blonovych argumentt v metodach této tridy.

Jedinou vyhodou této tridni hierarchie je, ze 1ze kédu, ktery pracuje pouze
s rozhranim danych tiid, dodat jakoukoliv instanci ze tii variant dané tridy.
Nicméné pri zohlednéni faktu, ze se OpenMP direktivy nemaji pouzivat spo-
le¢né s jinymi knihovnami pro vytvareni a spravu vlaken, prestava i tato vlast-
nost byt vyhodou. Z téchto duvodu byla popsanda tiidni hierarchie opusténa
a projekt byl prepracovan tak, aby tiidy mohly pouzivat sablonové metody, tj.
neni pouzitd spolecna rodicovska cisté abstraktni tiida. Tento pristup umoz-
nuje danou tfidu pouzit pro matice s jakymkoliv datovym typem reprezen-
tujicim nenulové prvky této matice, a diky automatické dedukci sablonovych
argumentd ani neni nutné Sablonovy parametr uvidét explicitné. Prepraco-
vané tiidy pro konverzi COO matice do CSR formatu ukazuje UML diagram
na obrazku 9.5.

Stale jsou vSak dodrzovany principy kvalitniho softwarového navrhu, na-
priklad pokud vsechny tii varianty dané tridy pouzivaji metodu, jejiz kod je
ve vSech variantach totozny, pak byla pro tyto tfidy vytvorena spole¢nd rodi-
covska tiida, do které byla metoda presunuta.
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seq_coo_to_csr omp_coo_to_csr

— setup_csr_matrix<T>(coo_mtx: const coo_matrix<T> &, — m_scan: omp_scan
csr_mtx: csr_matrix<T> &): void
— setup_csr_matrix<T>(coo_mtx: const coo_matrix<T> &,
— copy_matrix_entries<T>(coo_mtx: const coo_matrix<T> &, csr_mtx: csr_matrix<T> &): void
csr_mtx: csr_matrix<T> &): void

— copy_matrix_entries<T>(coo_mtx: const coo_matrix<T> &,
+ convert<T>(coo_mtx: const coo_matrix<T> &): csr_matrix<T> csr_mtx: csr_matrix<T> &): void

+ convert<T>(coo_mtx: const coo_matrix<T> &): csr_matrix<T>

par_coo_to_csr

—m_pool: std::shared_ptr<thread_pool>
—m_scan: par_scan

— setup_csr_matrix<T>(coo_mtx: const coo_matrix<T> &,
csr_mtx: csr_matrix<T> &): void

— copy_matrix_entries<T>(coo_mtx: const coo_matrix<T> &,
csr_mtx: csr_matrix<T> &): void

<<constructor>>
+ par_coo_to_csr(pool: const std::shared_ptr<thread_pool> &)

+ convert<T>(coo_mtx: const coo_matrix<T> &): csr_matrix<T>

B Obrazek 9.5 UML diagram t¥id pro konverzi matic po prepracovani na Sablonové
metody.

9.5 Prefixovy soucet

V implementaci vsech tii variant nasobeni fidkych matic je casto pouziva-
nou operaci prefixovy soucet. Pro sekvencni verzi nebylo nutné implementovat
vlastni prefixovy soucet, nebot je dostupny ve standardni knihovné jazyka C++
v podobé funkéni sablony std: :inclusive_scan. Jak bylo popsano v kapitole
3.1.6, od C++17 je tento prefixovy soucet dostupny i v paralelni verzi prostired-
nictvim specifikace zptsobu provadéni std::execution::par. Nicméné pro
veédecké vypocty neni tato paralelni verze pouzitelné, nebot, jak bylo popsano
v 8.3, neni zarucéeno, ze vypocet tohoto algoritmu skuteé¢né bude proveden pa-
ralelné a navic neni mozné specifikovat pocet vldken pro vypocet ani zpétné
zjistit, kolik vldken bylo pro vypocet pouzito. Je tedy zirejmé, Ze pro paralelni
varianty SpGEMM vypoctu musi byt pro tcely této prace pouzito jiné feseni.

V pripadé OpenMP varianty je mozné pouzit prefixovy soucet, ktery nabizi
primo OpenMP API od verze 5.0. Tato verze pridava podporu pro inkluzivni
i exkluzivni paralelni prefixovy soucet prostfednictvim klauzule reduction
s modifikdtorem inscan. Uvnitf cyklu je pak potieba prostiednictvim direk-
tivy scan specifikovat, zda se jednd o inkluzivni nebo exkluzivni prefixovy
soucet. Paralelni prefixovy soucet v OpenMP byl pro tcely této prace imple-
mentovan v samostatné tridé jako Ssablonova metoda inclusive, ktera jako své
parametry prijima iterdtory, podobné jako je tomu u std::inclusive_scan
ze standardni knihovny, aby bylo mozné paralelni prefixovy soucet vypoci-
tat pro data ulozend v jakémkoliv kontejneru. Toto feseni ukazuje vypis kédu
9.4. Aby bylo mozné pristupovat k prvkim prostfednictvim operatoru indexo-
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vani (tj. operatoru ndhodného pristupu), je na Sablonovy parametr reprezentu-
jici iterator aplikovdno omezeni konceptem std::random_access_iterator,
ktery je dostupny od verze C++20.

Uplnd specifikace OpenMP verze 5.0 sice jesté neni implementovana ani
v nejnovéjsich verzich prekladaci GCC a Clang, které jako podporovanou verzi
uvadéji OpenMP 4.5. Nicméné jak je uvedeno v [69], OpenMP 5.0 je ¢éstecné
podporovano kompildtorem GCC jiz od verze 9, pricemz GCC 15 implementuje
témeér veskerou funkcionalitu OpenMP 5.0. Obdobné preklada¢ Clang verze 21
podporuje témér veskerou specifikaci OpenMP 5.0. Pro automatickou kom-
pilaci a ovéfeni testu (viz. kapitola 10) byl pouzit Docker obraz kompilatoru
GCC ve verzi 13. Tato verze kompilatoru je zaroven k dispozici i na fakult-
nim vypocetnim klastru ClusterFIT, na kterém bylo provedeno méreni (viz.
kapitola H) V réamci této prace bylo otestovano, ze paralelni prefixovy sou-
¢et z OpenMP 5.0 je podporovan prekladacem GCC jiz ve verzi 11 a je tedy
zaruceno, ze paralelni prefixovy soucet z OpenMP 5.0 lze ve vyse zminénych
prostredich pouzit.

7 davodu popsanych vyse je pro variantu paralelniho SpGEMM nésobeni
implementovaném v C++ nezbytné implementovat vlastni paralelni prefixovy
soucet. Pro tento ucel byla pouzita trifazova varianta paralelniho prefixového
souctu, ktera je popsana ve knize [70]. Pole vstupnich dat je nejprve rozdéleno
na p blokl, kde p je pocet vldken. V prvni fazi kazdé vlakno vypocita prefi-
xovy soucet nad svym blokem dat a ulozi posledni hodnotu, ktera reprezentuje
soucet hodnot v bloku, do pole ¢astecnych soucti. Ve druhé fazi kazdé vlakno
vypocita celkovy offset pro sviij konkrétni blok sectenim odpovidajicich hodnot
v poli ¢astecnych souctii. Ve tieti fazi pak kazdé vlakno pricte svilj offset ke
kazdému prvku ve svém bloku. Postup tohoto algoritmu ilustruje obrazek 9.6.

Tato C++ varianta paralelniho prefixového souctu byla stejné jako OpenMP
varianta implementovéana prostiednictvim sablonové metody, kterd jako para-
metry prijima iteratory spliujici koncept std: :random_access_iterator. Je
ziejmé, ze pred vypoctem druhé faze je potreba vlakna synchronizovat, nebot
pro vypocet offsetu je nezbytné vyckat, nez kazdé vldkno zapise svoji hod-
notu do pole ¢asteénych souctu. Nabizi se pro synchronizaci pouzit bariéru
std::barrier, nicméné jak bylo popsano v kapitole 3.1.7, bariéra rozsifuje
funkcionalitu zavory, pricemz tato rozsiteni by pro paralelni prefixovy soucet
zustala nevyuzita. Z toho divodu byla pro synchronizaci vldken v tomto pii-
padé pouzita zavora std::latch, kterd je ve standardni knihovné dostupna
od C++20.

9.6 Konverze ridkych matic

Algoritmus pro nésobeni fidkych matic, ktery byl popsan v kapitole m, ocCe-
kéva na svém vstupu fidké matice ve formatu komprimovanych radka CSR.
Jednim z cila této prace vsak je implementovat SpGEMM nésobeni pro ale-
spont dva ruzné formaty. Jako druhy format byl zvolen souradnicovy format



Konverze ridkych matic 111

template<std::random_access_iterator Inputlt,
std::random_access_iterator OutputIt>
void omp_scan::inclusive(InputIt first,
InputIt last,
OutputIt dest) const {

using T = std::iter_value_t<Inputlt>;
const std::size_t input_size = std::distance(first, last);
T sum{};

#pragma omp parallel for reduction(inscan, +:sum)
for (std::size_t i = 0; i < input_size; ++i) {

sum += firstl[i];

#pragma omp scan inclusive (sum)

dest[i] = sum;
}
}
B Vypis kédu 9.4 Implementace paralelniho prefixového souc¢tu s vyuzitim
konstrukce z OpenMP 5.0.

Blok vlakna #0 Blok vlakna #1 Blok vlakna #2
1 2 3 4 2 1 2 1 3 1 1 2
\ A \J
1 3 6 10 2 3 5 6 3 4 5 7
Céstetné soudty > 10 6 7

Y
Offsety > 0 10 | 16
™
G_/f 4 Y
G )
/ \ 4 \ 4
1 3 6 10 12 13 15 16 19 20 21 23

B Obrazek 9.6 Ukdzka trifaizového paralelniho prefixového souctu. Inspirovano
ilustraci z [70].



Konverze ridkych matic 112

COO a je proto nezbytné implementovat tridu, ktera bude prevadét COO ma-
tici do forméatu CSR. Navic, protoze souborovy format Matrix Market uklada
matice pouze v hustém nebo koordina¢nim formatu (viz. kapitola 6.2.3), tak
i knihovna fast_matrix_market, kterd byla pouzita pro nacitdni matic ze
souboru (viz. kapitola E?;), podporuje nacitani matic pouze do hustého nebo
COO formatu. Pro ucely SpGEMM algoritmu popsaného v kapitole ﬂ je
proto implementace konvertoru COO matice do CSR formatu nezbytna.

Prvni verze implementace pouzivala k prevodu COO matice do CSR for-
matu fazeni. Konkrétné vyuzivala permutacni vektor velikosti poctu nenu-
lovych prvka, ktery byl sefazen podle fadkovych a sloupcovych indexi ne-
nulovych prvka v COO matici. Néasledné byly pfekopirovany nenulové prvky
a sloupcové indexy do struktury CSR matice na pozici ur¢enou sefazenym per-
mutac¢nim vektorem. Na zavér bylo vypocitano pole ¢etnosti fadkovych indexi,
které po vypoctu prefixového souctu odpovidalo poli ukazateld v CSR matici.

Je zfejmé, Ze slozitost takového algoritmu je O(nnz(A) -lognnz(A)), kde
A oznacuje vstupni matici v COO formatu. Vystupni matice v CSR formétu
tak bude mit své nenulové prvky v kazdém radku setfazené podle sloupcového
indexu. Jak vSak bylo popsdno v kapitole E, vyznamnou vyhodou zvoleného
algoritmu pro nasobeni fidkych matic je, ze nevyzaduje, aby vstupni matice
mély v ramci svych radka nenulové prvky sefazené podle sloupcovych indexi.
Po konverzi COO matice do CSR formatu algoritmem popsanym vyse by tato
vyhoda byla ztracena a zistala by nevyuzita.

Proto byl algoritmus pro konverzi prepracovan tak, aby razeni nebylo bé-
hem konverze vibec pouzito. Toto vylepsené feSeni nejprve vypocita pole Cet-
nosti radkovych indext a nad timto polem provede prefixovy soucet pro vy-
pocet pole Fadkovych ukazateld formatu CSR. Nasledné jsou sloupcové indexy
a nenulové prvky COO matice prekopirovany tak, ze spravnéd pozice téchto
dat v polich CSR matice je urcena na zakladé informaci ziskanych z vypoc-
teného pole radkovych ukazatelt CSR matice. Pole faddkovych ukazatell totiz
obsahuje informaci, na jakém indexu zacinaji data daného fadku a tuto in-
formaci lze proto vyuzit k zapisu sloupcového indexu a odpovidajiciho ne-
nulového prvku na spravnou pozici, pficemz po jejich zapisu musi byt dany
radkovy ukazatel inkrementovan, aby ukazoval na dalsi volnou pozici. Toto
kopirovani nenulovych prvkia a jejich sloupcovych indexti do struktury CSR
matice ukazuje vypis kédu 9.5. Je zfejmé, Ze toto feSeni mé operacni slozitost
pouze O(nnz(A)).

Paralelni varianty konverze COO matice do CSR forméatu pouzivaji pa-
ralelni vypocet histogramu pro urceni cetnosti radkovych indexti. Paralelni
vypocet histogramu nejprve rozdéli vstupni posloupnost dat na p blokt, kde
p je pocet vldken, a kazdé vlakno pocita sviij vlastni lokalni histogram z bloku
dat, ktery mu byl pridélen. Poté je rozsah Cetnosti rozdélen mezi p vliken
a kazdé vlakno akumuluje data ze vsech lokalnich histogrami v ramci svého
pridéleného rozsahu do vysledného globalniho histogramu.
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const std::size_t nnz = coo_mtx.m_vals.size();
std::vector<std::size_t> row_offset = csr_mtx.m_row_ptrs;
for (std::size_t i = 0; i < nnz; ++i) {
const std::size_t row = coo_mtx.m_rows[il];
const std::size_t dest = row_offset[row]++;
csr_mtx.m_cols[dest] = coo_mtx.m_cols[il];
csr_mtx.m_vals[dest] = coo_mtx.m_vals[i];
}

B Vypis kodu 9.5 Ukazka kopirovani nenulovych prvku a jejich sloupcovych indexii
z COO matice do CSR forméatu v linearnim case.

Jak bylo popsano v kapitole @, ani metoda presné alokace nemuze pred-
povédeét situace, kdy béhem akumulace dojde k algebraickému vynulovani. Vy-
stupni matice tedy muze ve vyjimecénych pripadech obsahovat nulové prvky.
V nékterych situacich vsak muze uzivatel pozadovat, aby vystupni matice
zadné nulové prvky vzniklé z algebraického vynulovani pri akumulaci neob-
sahovala. Je proto potifeba pro tyto tcéely implementovat tridu, ktera takovou
matici prevede na matici bez nenulovych prvkid. Tuto funkcionalitu implemen-
tuje metoda prune_zeros tfidy matrix_pruner. Protoze vystupem algoritmu
néasobeni ridkych matic, ktery byl popsan v kapitole 8.1, je ridkd matice ve
formatu CSR, prijima metoda prune_zeros jako parametr pravé CSR matici.

Algoritmus prevodu CSR matice na CSR matici bez nulovych prvkia nej-
prve vypoc¢ita nové pole fadkovych ukazateld pomoci urc¢eni poc¢tu nenulovych
prvku v kazdém radku a nésledného prefixového souctu. Poté jsou pro jednot-
livé radky z puvodni matice zkopirovany nenulové prvky do vystupni matice na
pozici, kterd je, obdobné jako u prevodu COO matice na CSR matici, uréend
hodnotou z pole radkovych ukazateld, pricemz tato hodnota je po zkopiro-
vani nenulového prvku inkrementovéna, aby ukazovala na dalsi volnou pozici
v polich pro sloupcové indexy a nenulové prvky vystupni matice.

Metoda prune_zeros je Sablonova, nebotf prijima CSR matici typu T, kde
sablonovy parametr musi spliovat koncept arithmetic (viz. kapﬁokx@;b.
Nabizi se tedy otazka, jakym zpusobem porovnavat prvky typu T s nulou.
Pro celociselné datové typy je spravnym feSenim prosté porovnéni s nulou,
nicméné pro datové typy s plovouci fadovou ¢arkou by se mohlo zdat, ze pro
rozhodnuti o nulovosti prvku je vhodné porovnat tento prvek s relativni od-
chylkou std: :numeric_limits<T>::epsilon(), kterd se nazyva strojové ep-
silon (z angl. machine epsilon). Tento pristup je vSak chybny, nebot strojové
epsilon je rovno rozdilu mezi ¢islem 1,0 a nejblizsi vyssi reprezentovatelnou
hodnotou [62, 63]. Strojové epsilon tedy charakterizuje hustotu strojovych ¢i-
sel v okoli ¢isla 1, nikoliv v okoli nuly, pricemz strojova ¢isla maji v okoli nuly
vyrazné vyssi hustotu nez v okoli ¢isla 1. Podle standardu IEEE-754 [71] je
napiikald v datovém typu s dvojitou presnosti strojové epsilon rovno priblizné
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2,22 - 10716, zatimco nejmensi reprezentovatelnd hodnota, ktera patif mezi
tzv. subnormalni strojova ¢isla, je rovna piiblizné 4,94 - 107324, Nejmensi re-
prezentovatelna hodnota je tedy vyrazné mensi nez strojové epsilon. Porovnani
prvku se strojovym epsilon by tak mohlo znac¢nou ¢ést validnich nenulovych
prvki chybné oznacit za nulové a tento pristup je proto nepouzitelny. Strojové
epsilon se pouziva v jiné situaci a to pii rozhodovani o rovnosti dvou prvki,
kdy je strojové epsilon vztazeno k hodnotam porovnavanych prvki.

V pripadé odstranéni nulovych prvkia z CSR matice je tedy nemozné roz-
hodnout, zda je dany nenulovy prvek vysledkem zaokrouhlovaci chyby, nebo
zda se jednd o legitimni nenulovou hodnotu. Z téchto davodu jsou v ramci
metody prune_zeros vsSechny hodnoty, které nejsou reprezentovany presnou
nulou, povazovany za legitimni nenulové prvky. Korektnim fesenim i v pripadé
datovych typtu s plovouci fadovou ¢arkou proto je porovnani s presnou nulou,
coz je v této praci implementovano jako porovnani s hodnotou T(0), kde T je
datovy typ nenulovych prvki CSR matice. Je vhodné poznamenat, ze tento
postup funguje nejen pro celoc¢iselné typy a typy s plovouci fadovou Carkou,
ale i pro komplexni datové typy std: :complex.

9.7 Falesné sdileni a jeho eliminace

Jak bylo popsano v kapitole , falesné sdileni muze vyznamné degradovat
vykon paralelni aplikace, nebot muze kvili opakovanému zneplatriovani blokt
cache paméti jednotlivych vypocetnich jader vést k ¢astecné serializaci paralel-
niho vypoctu. V nékterych situacich je falesné sdileni bohuzel neodstranitelné,
jako je tomu napt. v pripadé kopirovani nenulovych prvki pii prevodu CSR
matice s nulovymi prvky z algebraického vynulovani na CSR matici bez nulo-
vych prvku (viz. kapitola @ Nicméné casto se lze dimyslnymi technikami
falesnému sdileni zcela vyhnout.

Jednim ze zptisobt eliminace falesného sdileni je tzv. jalova vypln (z angl.
dummy data). Tato technika se pouziva v situacich, kdy vSechna vldkna zapisuji
data do sdileného pole o velikosti celkového poctu vldken, pricemz kazdé vlakno
mé v tomto poli vyhrazenou svou vlastni pozici pro zapis dat. Pokud jsou
zapisované hodnoty primitivniho datového typu, muze se stat, ze celé takové
sdilené pole bude namapovano pouze do nékolika jednotek cache bloki. Je tedy
ziejmé, ze kazdy takovy zapis zpusobi zneplatnéni cache bloku nékolika dalsim
vypocetnim jadrim. Z téchto divodu se datovy typ zapisovanych dat uméle
zvétsuje na nasobek velikosti bloku cache paméti, ¢imz je zaruceno, ze vldkno
zapisem své hodnoty nezneplatni cache blok zadnému dalSimu vypocetnimu
jadru.

Technika jalové vyplné byla v tomto projektu pouzita pfi vypoctu pa-
ralelniho prefixového souc¢tu. Implementované feseni paralelniho prefixového
souctu, které pro paralelizaci nevyuziva externi knihovnu, pouziva algoritmus
trifizového paralelniho prefixového souctu, ktery byl popsan v kapitole @
V tomto algoritmu kazdé vlakno po vypoctu prefixového souctu svého bloku
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template<typename T>

struct alignas (CACHE_LINE_SIZE) aligned_T {
T val;

};

B Vypis kddu 9.6 Datova struktura zarovnand na adresu délitelnou velikosti bloku
cache paméti.

dat zapisuje ¢astecny soucet tohoto bloku do sdileného pole ¢astecnych soucti.
Pro eliminaci falesného sdileni toto pole ¢astecnych souctia uchovava prvky da-
tového typu aligned_T, ktery odpovida struktufe zarovnané na pocatek bloku
cache paméti. Tato struktura jako ¢lenskou proménnou obsahuje prvek typu
T, ktery urcuje datovy typ prvki, nad kterymi se vypocitava paralelni prefi-
xovy soucet. Strukturu aligned_T ukazuje vypis kodu 9.6. Pouziti zarovnani
alignas (CACHE_LINE_SIZE) prinuti kompilator vyplnit velikost struktury tak,
aby byla nasobkem tohoto zarovnani.

Dalsi technika odstranéni faleSného sdileni se pouzivd u datového parale-
lismu pfi rozdélovani iteraci mezi vypocetni vldkna. P¥i nevhodném rozdéleni
iteraci mezi vypocetni vldkna se muze stat, ze ackoliv budou vlakna zapisovat
data na razné pozice v ramci sdileného pole, budou tyto pozice na adresach,
které jsou sobé natolik blizké, ze budou namapovany do stejného bloku cache
paméti. V takovém ptipadé dochazi k falesnému sdileni a vldkna si vzajemné
budou prostiednictvim koherenéniho protokolu opakované zneplatiovat bloky
cache paméti. Tomuto typu falesného sdileni se 1ze zcela vyhnout tim, ze sdilené
pole bude zarovnané na adrese délitelné velikosti bloku cache paméti a jednotli-
vym vypocetnim vlaknim budou pridélovany bloky iteraci tak, aby do jednoho
bloku cache paméti zapisovalo vzdy pravé jedno vlakno.

Pro alokaci zarovnaného pole je mozné pouzit specidlni verzi alokacni
funkce operator new, kterd umoznuje specifikovat zarovnani prostirednictvim
typu std::align_val_t. Tato varianta alokac¢ni funkce je k dispozici od C++17
a je vyznamnou podporou eliminace falesného sdileni, nebot pfed C++17 ne-
existoval zadny prenositelny zpusob pro alokaci zarovnaného pole dat. Takto
alokované pole je pak nezbytné uvolnit analogickou variantou dealokac¢ni funkce
operator delete, kterd kromé ukazatele prijima i specifikaci zarovnani.

Ruc¢ni volani specidlni dealokacni funkce pro kazdé pole, které bylo alo-
kovano se zarovnanim, je nachylné k chybam. Z toho divodu je pro tucely
udrzitelnosti kédu v implementovaném reseni alokované pole spravovano pro-
stfednictvim chytrého ukazatele, kterému je jako Sablonovy parametr predan
funktor, ktery tuto specialni variantu dealokac¢niho operatoru vola.

Pro urceni velikosti jednoho bloku cache paméti byla pouzita hodnota
std: :hardware_destructive_interference_size, kterd je definoviana jako
miniméalni vzdalenost mezi dvéma objekty nutna k zabranéni falesnému sdi-
leni. [62, 63] Tato hodnota je dostupnd od verze C++17, nicméné nékteré starsi
prekladace, jako je napiiklad GCC 11, ktery byl pouzit na systému pro vyvoj
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v ramci této prace, tuto konstantu neimplementuji. Proto je v implementova-
ném feseni pouzit blok podminéného prekladu, ktery v pripadé, ze tato kon-
stanta neni prekladacem implementovana, pouzije ru¢né definovanou hodnotu
64 bajti.

9.8 Predavani vysledkii hodnotou a jejich optima-
lizace

V implementovaném feseni je casto vysledek vypoctu z jednotlivych metod
vracen prostiednictvim névratové hodnoty. Tento pristup je pro jazyk C++
trochu atypicky, nebot na rozdil od jinych programovacih jazyki, jako je na-
priklad Java nebo Python, které objekty predavaji odkazem, jsou v jazyce C++
objekty standardné predavany hodnotou. Zptsob predavani hodnotou mé za
nasledek, ze naptiklad pri pritazeni docasného objektu do proménné stejného
typu se muze vytvorit kopie celého prirazovaného objektu, coz mutze byt vy-
pocetné velmi neefektivni, obzvlast pro datové narocné struktury, jako jsou
napt. COO nebo CSR matice. Nicméné moderni standardy C++ zavedly me-
chanismy, které kompilatoru dovoluji ¢i primo zavazuji eliminovat zbytecné
kopie a presuny objekti. Mezi tyto mechanismy patii optimalizace pojmeno-
vané navratové hodnoty (z angl. named return value optimization, zkr. NRVO)
a tzv. odlozené vytvoreni docasného objektu (z angl. deferred temporary ma-
terialization).

NRVO je optimalizace, pti niz kompilator rozpozna, ze pojmenovand lokalni
proménnd funkce ¢i metody bude pouzita jako navratova hodnota, a misto je-
jiho zkopirovani do navratové hodnoty ji rovnou sestavi na pamétovém miste,
kde bude vysledek ulozen na strané volajictho. Kompilator tedy slouc¢i pamé-
tové umisténi lokdlni proménné s pamétovym umisténim navratové hodnoty,
¢imz eliminuje jak destrukci lokdlniho objektu, tak potencidlni pfesun nebo
kopii pfi navratu z funkce ¢i metody. Ukazku NRVO je mozné vidét ve vypise
kédu 9.7. Bez NRVO by kompildtor pri piikazu return csr_mtx; zkopiroval
nebo presunul objekt csr_mtx do paméti vyhrazené pro navratovou hodnotu
a poté by na lokdlni objekt csr_mtx zavolal jeho destruktor. Pti pouziti NRVO
kompilator od pocatku sestavi csr_mtx primo v paméfové oblasti urcené pro
navratovou hodnotu, takze zZadné kopie ani presun viibec nevzniknou. NRVO
je specidlnim pripadem optimalizace, kterd se nazyva copy elision a je v C++
standardu definovana jako volitelnd optimalizace od C++11. Nicméné kompi-
latory GCC i Clang tuto optimalizaci automaticky aplikuji, a to dokonce i pfi
explicitné vypnutych optimalizacich prepinacem -00.

Odlozené vytvoreni do¢asného objektu bylo zavedeno v C++17 a tento me-
chanismus zarucuje, ze vytvoreni docasného objektu v paméti bude odloZeno
do okamziku, kdy je objekt skuteéné potiebny. Pokud je napi. docasnym ob-
jektem inicializovana proménnad, jako je tomu ve vypise @p, pak kompilator
tento objekt sestavi pfimo v paméti dané proménné bez jakéhokoliv kopiro-
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template<arithmetic T>
csr_matrix<T> seq_coo_to_csr::convert (
const coo_matrix<T> & coo_mtx) const {
csr_matrix<T> csr_mtx;
V/ERE
return csr_mtx;

3

B Vypis kédu 9.7 Optimalizace NRVO na piikladu sekvenéni konverze COO matice
na CSR matici.

m_coo_to_csr.convert(mtx_a_coo);
m_coo_to_csr.convert(mtx_b_coo);

csr_matrix<T> mtx_a_csr
csr_matrix<T> mtx_b_csr

B Vypis kddu 9.8 Ukézka aplikace odlozeného vytvoreni docasného objektu.

vani ¢i presunu obsahu. Pro ukazku @ to tedy znamenad, ze docasné objekty
z metody convert jsou zkonstruovany primo v pamétovém prostoru promeén-
nych mtx_a_csr a mtx_b_csr, a neni tedy volan kopirovaci ani pfresouvaci
konstruktor. Tento mechanismus bude dokonce aplikovan i v pripadech, kdy
jsou kopirovaci a presouvaci konstruktory explicitné zakazany. Na rozdil od
NRVO neni odlozené vytvoreni docasného objektu volitelnym mechanismem
a vsSechny kompilatory jej musi povinné aplikovat.

Diky optimalizaci navratové hodnoty a odlozenému vytvoreni docasného
objektu je proto mozné pritazovat vysledky vypocti prostiednictvim docas-
ného objektu, aniz by tento zplsob prinasel jakoukoliv dodatec¢nou rezii. Tento
pristup navic vyrazné zlepsuje ¢itelnost kodu oproti pristupu, kdy by byl vy-
sledny objekt metod predavan jako vystupni parametr prostfednictvim refe-
rence nebo chytrého ukazatele.

9.9 CLI aplikace a jeji rozhrani

VSechny tii varianty nasobeni fidkych matic byly implementovany jako CLI
aplikace, aby bylo mozné aplikace spoustét prostrednictvim vzdaleného pti-
stupu na vypocetnich klastrech, jako je napiiklad fakultni klastr ClusterFIT.
Detailni informace o pouzivani téchto aplikaci je mozné nalézt v uzivatelské
prirucce v priloze |A. Veskeré argumenty budou tedy aplikacim preddvany z pri-
kazové fadky. Pro implementaci zpracovani argumentu z prikazové fadky byla
pouzita externi knihovna argparse [72]. Logika zpracovani argumentt je za-
pouzdiena do tfidy argument_parser, kterd funguje jako prostiednik mezi
parametry argc a argv poskytovanymi operac¢nim systémem a konfiguraci Sp-
GEMM vypoctu reprezentovanou strukturou spgemm_setup, se kterou pracuji
ttidy jednotlivych aplikaci.

117



CLI aplikace a jeji rozhrani 118

Knihovna argparse [72] rozdéluje argumenty piikazové radky do dvou
hlavnich skupin. Prvni skupinou jsou pozi¢éni argumenty, které jsou povinné
a zalezi na jejich poradi. Vsechny tii varianty implementované aplikace pou-
zivaji dva pozi¢ni argumenty pro specifikaci cest k souborim matic A a B ve
forméatu Matrix Market.

Druhou skupinou argumentt jsou volitelné argumenty, které maji podobu
kratkych a dlouhych pfepinacii. V implementaci jsou prepinace pouzity pro
specifikaci argumentti, které nastavuji parametry samotného SpGEMM vy-
poctu, pricemz vSem prepinactim byly nastaveny vychozi hodnoty. Pomoci
volitelnych argumentti lze urcit, jestli maji byt ve vystupni matici C sera-
zeny nenulové prvky v kazdém jejim fadku podle sloupcového indexu, nebo
zda maji byt z této matice odstranény nenulové prvky, které mohly vznik-
nout algebraickym vynulovanim. Déle volitelné argumenty umoznuji nastavit,
zda ma byt vyslednd matice C zapsana ve formatu Matrix Market, nebo zda
maji byt na vystup zapsana neformatovana data ze struktury csr_matrix<T>.
Déle je mozné prepinacem specifikovat, zda ma byt vysledna matice C za-
psana na standardni vystup, nebo zda méa byt zapsidna do souboru. Pro para-
lelni varianty je dale mozné urcit pocet vldken, které se maji ucastnit vypo-
¢tu, pricemz pokud neni tento pocet specifikovan uzivatelem, je jako vychozi
hodnota pouzit vyraz std::thread::hardware_concurrency. Tento vyraz
vSak muze byt nulovy v situacich, kdy hodnota podporovaného poctu sou-
béznych vldken neni definovana nebo ji nelze vypocitat. [62, 63] Proto je v pfi-
padé, kdy neni hodnota poctu vlaken zadana explicitné uzivatelem a vyraz
std: :thread: :hardware_concurrency je nulovy, z vyse uvedenych divodi
pouzita hodnota 1.

Knihovna argparse dale umoznuje pro vSechny argumenty specifikovat
napovédu. Tato data jsou pak pouzita pro automatické generovani napovédy
programu, kterou lze ziskat pomoci prepinace ——help, takze neni nutné népo-
védu programu prostrednictvim tohoto prepinace specifikovat ruc¢né.

Po zpracovani argumentii z piikazové radky a nastaveni datové struktury
spgemm_setup je spustén samotny vypocet. SpGEMM vypocet se skladé z né-
kolika na sebe navazujicich kroku, kterymi jsou nacteni matic ze soubori,
konverze z formatu COO do formatu CSR, samotné nasobeni matic v tomto
formatu, volitelné odstranéni nulovych prvka a zapis vysledku do souboru
nebo na standardni vystup. Umisténi veskerého tohoto fidiciho kédu do hlavni
funkce main by vedlo ke Spatné Citelnému a obtizné rozsiritelnému kédu. Z toho
divodu byl veskery ridici kéd zapouzdren do samostatné tfidy prostrednictvim
navrhového vzoru fasdda (z angl. facade).

Fasdda je ndvrhovy vzor popsany v knize [73], a jeho cilem je poskytnout
pouziti vétstho mnozstvi tiid a zajistuje spravnou interakci mezi témito tii-
dami. Volajici pak komunikuje vyhradné s fasddou a neni nucen znat vnitini
strukturu tohoto subsystému. [73] V kontextu této prace fasdda agreguje na-
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¢teni vstupu, konverzi formatu, nasobeni ridkych matic, odstranéni nulovych
prvku z algebraického vynulovani a zapis vysledku do jedné metody run.

Jak jiz bylo popsano v kapitole , jednim z hlavnich prinosa této im-
plementace je, ze dokéze nacist jakoukoliv matici ulozenou v korektnim Ma-
trix Market formatu. Dalsi vyjimecnou vlastnosti je, ze datovy typ nenulo-
vych prvki nactené matice je urcéen dynamicky na zdkladé informace v hla-
vicce Matrix Market souboru. Pokud je tedy napriklad v hlavicce Matrix
Market souboru uveden datovy typ real, bude matice nactena do struktury
coo_matrix<double>. Ackoliv maji v pripadé SpGEMM néasobeni vstupni ma-
tice A i B vétsinou stejny datovy typ, je nezbytné oSetrit i pripad, kdy budou
rozdilného datového typu. V takovém pripadé se uréi spoleény datovy typ obou
matic jako sjednoceni téchto datovych typu. Pokud je tedy matice A datového
typu integer a matice B datového typu complex, pak jsou obé matice na-
¢teny do struktur coo_matrix<std::complex<double>>. Na zdkladé urceného
spole¢ného datového typu je pak zavoldna Sablonovad metoda run_spgemm<T>,
ktera vykona celou posloupnost operaci popsanou vyse.

V réamci této posloupnosti operaci je zaroven detekovano, jestli jsou cesty
a nazvy soubort matic A a B rizné. Pokud jsou jako argumenty CLI apli-
kace zadany dva stejné soubory, coz reprezentuje vypocet C = A2 = A - A,
je vstupni matice A nactena pouze jednou. Metodé multiply pro nésobeni
dvou ridkych matic je pak pro levou i pravou matici predana reference na
tentyz objekt. Diky této optimalizaci nebude p¥i vypoctech typu A2 dochazet
k plytvani paméti a navic nebude dochazet k redundantnimu nacitani dat, coz
priznivé ovliviiuje efektivitu vyuziti cache paméti, nebot procesor pracuje stale
se stejnym objektem namisto dvou nezavislych kopii matice A.



Kapitola 10

Testovani, automatizace
sestaveni a kontinualni
integrace

Tato kapitola popisuje C++ framework pouZity pro testovdani a popisuje zpi-
sob testovdni implementovangch trid. Ddle se je popsdn zpusob automatizace
sestaveni projektu vietnée automatického vygenerovdni dokumentace. Zdvér
kapitoly se zabyjvd popisem nastaveni kontinudini integrace na fakultni in-
stanci repozitdre GitLab.

10.1 Testovani

Pro ucely testovani implementovanych trid byl zvolen testovaci framework
Doctest ] Tento testovaci framework podporuje C++20, disponuje velmi
snadnou integraci a navic umoziuje pouzivat testovaci makra i v béhu s vice
vldkny, ktera jsou vytvorena v ramci jednoho testovaciho pripadu. Doctest
je inspirovan testovacim frameworkem Catch2 [75], odliSuje se vSak vyrazné
kratsi dobou kompilace a vyssi rychlosti provedeni testd. Dalsi vyhodou to-
hoto frameworku je, ze je distribuovan jako knihovna s jednim hlavickovym
souborem (z angl. single-header library), nevyzaduje zddné externi zavislosti
ani slozité konfigurace sestaveni. [74]

Pro integraci tohoto testovaciho frameworku sta¢i pouze zahrnout hlavic-
kovy soubor doctest.h a pro kazdy spustitelny testovaci soubor zajistit, aby
v pravé jedné jeho jednotce prekladu byl definovan spoustéc test prostred-
nictvim makra DOCTEST_CONFIG_IMPLEMENT_WITH_MAIN. Toto makro zajisti
automatické vygenerovani hlavni vstupni funkce main véetné automatického
vyhledani, zaregistrovani a spusténi vsech testovacich pfipadi. Vsechny ostatni
jednotky prekladu ve stejném spustitelném souboru, které také pouzivaji fra-
mework Doctest, pak pouze zahrnuji hlavicku tohoto frameworku bez vyse
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uvedeného makra, aby bylo mozné i tyto jednotky prekladu zapojit do registru
testll, avsak bez vytvareni dalSich funkci main. Vystupem kompilace je CLI
aplikace, kterda umoznuje spusténi konkrétnich nebo vsech testovacich pripadua
v rdmci daného souboru. [74]

Testovaci framework Doctest pouziva syntaxi zalozenou na makrech. Mezi
zékladni makra, kterd jsou pouzivand v ramci této prace, patii nasledujici
makra:

m TEST_CASE: Testy jsou organizovany do testovacich pripadi prostiednic-
tvim makra TEST_CASE. Toto makro prijima retézec, ktery slouzi jako jed-
noznac¢ny identifikdtor daného testovaciho pripadu. [74]

m SUBCASE: V ramci jednoho testovaciho pripadu je mozné souvisejici testo-
vaci scénare seskupit do podpripadu prostrednictvim makra SUBCASE. Po-
kud testovaci pripad obsahuje nékolik testovacich podpripadu, pak je pro
kazdy podpripad spustén dany TEST_CASE samostatné od zac¢atku. Z toho
plyne, ze veskery koéd, ktery je napsan v téle testovaciho pripadu pred
makry SUBCASE, plni funkci sdilené spolecné inicializace, ktera se spusti
pro kazdy podptipad samostatné. Tato vlastnost je uziteéna pro seskupo-
vani souvisejicich, ale nezavislych scénara, které sdileji spolecné pocatecni
nastaveni. [74]

= CHECK: Zakladnim makrem pro aserce je makro CHECK. Pokud vyraz, ktery
je tomu makru predan, je vyhodnocen jako nepravdivy, pak je tato situace
vyhodnocena jako selhani aserce, avsak pokracuje se v provadéni zbytku
testovaciho pripadu. Tento pristup umoznuje identifikovat vsechny chyby
v rdmci jednoho testovaciho béhu. [74]

m CHECK_FALSE: Pouziti tohoto makra je ekvivalentni pouziti makra CHECK
s negovanym vyrazem. V ramci této prace je toto makro pouzito pro lepsi
¢itelnost pri ovéreni, ze dand podminka neni splnéna.

m REQUIRE: Toto makro se pouziva pro kritické aserce. Na rozdil od makra
CHECK je v pripadé selhani testovaci podminky okamzité ukoncéen aktu-
alni testovaci pripad. V ramci této prace je makro REQUIRE pouzito pro
ovéreni podminek, jejichz nesplnéni by zptisobilo, ze by nasledujici ovéreni
postradala smysl nebo rovnou vedla k selhani testovactho programu. [74]

m CHECK_THROWS_AS: Toto makro se pouziva k ovéreni, ze poskytnuty vyraz
vyvold vyjimku zadaného typu. V rdmci této préace slouzi k ovéreni, ze jsou
neplatné vstupy odmitnuty se spravnou vyjimkou. [74]

Pokud néktera aserce selze, framework Doctest vypise informaci obsahujici
nazev zdrojového testovaciho souboru, ¢islo fadku a vyhodnoceny vyraz véetné
konkrétnich hodnot jeho dil¢ich vyrazu. Tento pristup umoznuje snadnou di-
agnostiku testovacich pripadi, jejichz aserce selhaly, a naslednou identifikaci
problému. [74]
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class argv_builder {
private:
std::vector<std::string> m_strings;
std::vector<char*> m_ptrs;
public:
argv_builder (
const std::initializer_list<std::string> & args);

int argc() const;

char **x argv();

};

B Vypis kédu 10.1 T¥ida pro generovani argumentt zpisobem, jakym je operacni
systém predava programu.

Testovani v rdmci této prace bylo realizovano prostfednictvim jednotko-
vych testu (z angl. unit tests). Testy jsou strukturovany jako samostatné spus-
titelné soubory pro kazdou testovanou tiidu, tj. kazdy spustitelny testovaci
soubor pokryva prave jednu tiidu. Datové struktury, které slouzi pouze k agre-
gaci dat a neobsahuji zddnou logiku (jako napf. coo_matrix), jsou z testovani
vynechany, nebof jejich testovani by neprinaselo zadnou hodnotu, protoze by
byla testovana pouze spravnost C++ prekladace. Navic je korektnost téchto
datovych struktur otestovana nepiimo v rdmci jednotkovych testil t¥id, které
je pouzivaji jako vstupni nebo vystupni reprezentaci dat.

Ve vsech testovacich souborech jsou testovaci ptipady strukturovany ob-
dobnym zptisobem. Ovéfena je vzdy zakladni konstrukce objektu, jeho poca-
tecni stav a destrukce. Nasledné je ovéfena funkcionalita verejného rozhrani
tridy, déle jsou otestovany mezni hodnoty a také chybové stavy pomoci ovéreni
vyvolani spravné vyjimky. Na zavér je funkcionalita tiidy provérena zevrub-
nym testem ndhodnymi daty. Testy ndhodnymi daty pouzivaji jako generator
pseudondhodnych ¢isel objekt typu std: :mt19937, ktery implementuje algo-
ritmus Mersenne Twister pro 32-bitova data. [62, 63] Pro zajisténi reprodu-
kovatelnosti testi ndhodnymi daty je tento generator pseudondhodnych cisel
inicializovan konstantni hodnotou.

Ackoliv jsou testovaci soubory organizovany podobné, nékteré implemen-
tacni detaily stoji alespon za kratkou zminku. Konstruktor t¥idy pro zpracovani
CLI argumenti argument_parser (viz. kapitola 9.9) prijimé stejné parame-
try jako hlavni funkce programu main, nebot tyto parametry musi byt predany
konstruktoru t¥idy z externi knihovny arg_parse. V ramci testovani bylo proto
nezbytné navrhnout zptsob, jakym bude mozné vytvorit argumenty zptisobem,
jakym je predava operacni systém hlavni funkci programu, tj. vytvorit ukaza-
tel na pole fetézcu z jazyka C, jehoz prvky reprezentuji argumenty z prikazové
radky. Pro tyto tcely byla implementovana pomocné tfida argv_builder, jejiz
signaturu ukazuje vypis kédu [10.1|.
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Testovani

argv_builder args{"./spgemm",
"matrices/matrix_a.mtx",
"../matrix_b.mtx"};

argument_parser parser (args.argc(), args.argv());

B Vypis kédu 10.2 Ukézka pouziti tfidy argv_builder.

Konstruktor tiidy argv_builder prijima konstantni referenci na objekt
typu std::initializer_list, ktery predstavuje nemodifikovatelnou posloup-
nost prvki stejného typu. Tento datovy typ je prekladacem automaticky vytvo-
fen v situacich, kdy je pouzit seznam inicializator, tj. posloupnost prvki stej-
ného typu uzavrena ve slozenych zavorkach, na misté, kde cilovy typ tento se-
znam prijimé jako argument. Piiklad pouziti této techniky ukazuje vypis kédu
10.2. Instance tfidy argv_builder je inicializovina seznamem inicializator,
ktery obsahuje t1i literdly typu std: :string, z nichz kompildtor automaticky
vytvori docasny objekt typu std::initializer_list<std::string>, na néjz
je navazana konstantni reference konstruktoru tiidy argv_builder. Timto ob-
jektem je v konstruktoru nésledné inicializovana proménnd m_strings, ne-
bot jeden z konstruktort tfidy std::vector jako parametr prijima prave
std::initializer_list.

Déle stoji za zminku testovani tiidy flat_hash_map. Pro tuto tfidu bylo
nezbytné otestovat korektni zapis a prepisovani nahrobku. K tomuto dcelu
bylo potfeba zajistit vygenerovani stejné vyhledavaci posloupnosti. Jak bylo
popsano v kapitole 9.1, implementovand hesovaci tabulka zaheSuje kli¢ dva-
krat. Nejprve je kli¢ zahesovan hesovaci funkci z Sablonového parametru a né-
sledné je tento vystup zaheSovan interni heSovaci funkci vyssich bitd soucinu
s multiplikativni konstantou podle Donalda Knutha. Diky tomuto dimyslnému
navrhu bylo mozné testovani nahrobku realizovat tak, ze vytvorené instanci
je predana hesovaci funkce, kterd pro kazdy vstup vraci stejny hes. Tim je
zaruceno, ze vyhledavaci posloupnost bude pro vsechny prvky totozné.

U t¥id pro konverzi COO matice na CSR matici bylo potieba ovérit rov-
nost dvou objektti typu std: :vector, které sice obsahuji stejné prvky, ale je
mozné, ze se tyto prvky nachazeji na rtiznych pozicich. Jelikoz standardni ope-
rator rovnosti ovéruje, zda vektory obsahuji stejné prvky na stejnych pozicich,
bylo nezbytné zvolit jiny pristup. Pro tento tcel byla zvolena knihovni funkce
std::is_permutation, ktera ovéiuje, zda dany rozsah specifikovany iteratory
je permutaci druhého rozsahu. Slozitost této funkce je O(n?), kde n oznacuje
velikost vstupnich rozsahii. ReSeni, které oba vstupni vektory nejprve sefadi
a nasledné je porovna operatorem rovnosti, je sice rychlejsi, nebot ma slozitost
O(n+n-logn), avsak tento ptistup kvili sefazeni musi modifikovat oba vstupni
vektory, pripadné musi oba vektory zkopirovat do docasnych proménnych,
které jsou nasledné sefazeny a porovnany. Z toho duvodu a kvili vyrazné lepsi
¢itelnosti kodu bylo zvoleno feseni zalozené na funkci std: :is_permutation.
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10.2 Automatizace sestaveni

Pro automatizaci sestaveni, zpracovani externich knihoven, vyhledani testi
a vygenerovani dokumentace byl zvolen néstroj CMake [76]. Na rozdil od néa-
stroju pro automatizaci prekladu, jako je napt. Make [77] nebo Ninja [78], vSak
CMake misto primé kompilace zdrojovych kédi generuje vstupni soubory ur-
¢ené konkrétnimu nastroji pro automatizaci prekladu. Pomoci nastroje CMake
je tedy mozné vygenerovat soubory pro sestaveni urc¢ené pro nastroj Make,
Ninja nebo jiny nastroj pro automatizaci prekladu. Konkrétni konfigurace se-
staveni je definovana prostrednictvim jednoho nebo vice soubori CMakeLists,
na zakladé kterych CMake vygeneruje soubory pro sestaveni, které jsou uzpi-
sobeny konkrétnimu nastroji pro automatizaci prekladu.

Vyznamnou vyhodou nastroje CMake je schopnost automaticky stahovat
externi knihovny pomoci modulu FetchContent. Pomoci tohoto modulu jsou
externi knihovny stazeny automaticky pri generovani soubora pro sestaveni
a zaroven je zajisténo, ze stazené knihovny budou automaticky zahrnuty pri
prekladu. Diky této funkcionalité odpadd nutnost ru¢ni instalace externich
zéavislosti na kazdém systému, na kterém ma byt spusténa kompilace, a navic
je zajisténo, ze vsSechna vyvojova i testovaci prostfedi pouzivaji stejné verze
externich knihoven. V ramci této prace byla tato funkcionalita vyuzita pro
vSechny externi knihovny, tj. argparse, fast_ matrix_ market a Doctest.

Prenositelnym zptisobem je mozné spravovat i systémové knihovny. Para-
lelni varianty vyuzivajici OpenMP a C++ vlakna potfebuji nalinkovat potiebné
knihovny pro vicevldknové programovani, nicméné misto pevné zadanych pre-
pinaci pro preklada¢ umoznuje CMake spravovat systémové knihovny pro-
stfednictvim funkce find_package. Pomoci této funkce je mozné specifikovat
knihovnu a nalinkovat ji pro danou cilovou aplikaci prenositelnym zptsobem.
Napriklad varianta SpGEMM néasobeni vyuzivajici C++ vldkna potiebuje pri
prekladu na Unixovych operacnich systémech zahrnout knihovnu Pthreads
(viz. kapitola 3), zatimco na operac¢nich systémech Windows neni potfeba
zadny prepinac¢, nebof knihovna Windows Threading Library je zahrnuta auto-
maticky. Nastroj CMake systémovou knihovnu pro vicevldknové programovani
abstrahuje prostrednictvim balicku Threads a nastaveni potfebného prepinace
pak probihd automaticky na zakladé operacniho systému, na kterém je spus-
téno sestaveni.

CMake dale umoznuje pro automatizaci testovani pouzit nastroj CTest.
Jak bylo popsano v kapitole [10.1, kazdy testovaci soubor je definovan jako sa-
mostatny spustitelny soubor. Funkce doctest_discover_tests z frameworku
Doctest automaticky zjistuje u kazdého testovaciho bindrniho souboru, jaké
testovaci piipady obsahuje, a automaticky je registruje v nastroji CTest. Diky
tomu pridani nového testovaciho pripadu do zdrojového souboru nevyzaduje
zadné zmeény v konfiguraci, nebot tento testovaci pripad bude detekovan a za-
registrovan automaticky. Veskeré testy lze po kompilaci spustit jednotné pro-
strednictvim prikazu ctest.
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Pro generovani dokumentace je pouzit nastroj Doxygen, ktery extrahuje
dokumentaci z anotaci zdrojového kédu a generuje ji ve formatu HTML. Tato
zavislost byla zvolena jako volitelnd, tj. pokud je v cilovém systému nalezen
nastroj Doxygen, vytvori se cil pro sestaveni dokumentace. Pokud na cilovém
systému neni Doxygen k dispozici, konfigurace pokracuje bez chyby a cil pro
sestaveni dokumentace se nevytvori, pficemz vSechny ostatni cile sestaveni
zlistanou neovlivnény. Jako volitelnd byla nastavena i zavislost na néstroji
Graphviz, pomoci kterého jsou automaticky generovany diagramy znazornujici
dédic¢nost tiid.

10.3 Kontinualni integrace

V modernim softwarovém inzenyrstvi predstavuje kontinudlni integrace (z angl.
continuous integration, zkr. CI) postup, ve kterém je pro kazdou zménu zdro-
jového kédu, kterd je zapsand do verzovaciho systému, spusténa posloupnost
predem definovanych automatizovanych procesu. Zdrojovy kod aplikaci im-
plementovanych v ramci této diplomové prace byl verzovan v systému Git
a jako webovy repozitai byla zvolena fakultni instance systému GitLab. Pro
kontinualni integraci byl pouzit GitLab CI, ktery byl vyuzit pro automatizaci
kompilace, spusténi a ovéreni kompletni sady implementovanych testl a gene-
rovani dokumentace. Posloupnost téchto tii procesi je spusténa automaticky
pri kazdém odeslani novych zmén do webového repozitare. Kompletni konfigu-
race kontinualni integrace je popsana v souboru .gitlab-ci.yml v kofenovém
adresari projektu.

Konkrétni spusténi sady automatizovanych procesu se casto oznacuje jako
pipeline. V GitLab CI se pipeline sklada z tuloh (v angl. jobs), které urcuji, jaké
konkrétni tikoly se maji vykonat (jako je napt. kompilace zdrojového kodu),
a fazi (z angl. stages), které urcuji, kdy se ulohy maji spustit. Faze jsou spustény
postupné v poradi deklarace v konfigura¢nim souboru, pricemz tlohy v ramci
jedné faze mohou byt spustény paralelné. V ramci tohoto projektu byly pouzity
tTi faze, kazda s pravé jednou tlohou. Faze build obstarava preklad zdrojovych
kodi, faze test spousti a ovéfuje vSechny implementované testy a faze deploy
generuje dokumentaci a nahrava ji na PagesFIT (viz. déle).

Kazda tdloha v ramci GitLab CI pipeline je spusténa v izolovaném pro-
stredi kontejneru Docker. Technologie Docker slouzi pro vytvareni a spousténi
kontejnert, které predstavuji izolované procesy, jez sdileji jadro hostitelského
operacniho systému, avSak maji sviij vlastni oddéleny jmenny prostor pro pro-
cesy a souborovy systém. Docker obraz (z angl. image) je nemodifikovatelny
zadznam souborového systému, ktery slouzi jako sablona, ze které jsou kontej-
nery instanciovany. Tyto obrazy se distribuuji prostrednictvim registrii, z nichz
nejpouzivanéjsi je Docker Hub [79].

Kdyz je v GitLab CI spusténa tloha, je z registru stazen obraz, ktery je
uveden v konfigura¢nim souboru. Ze stazeného obrazu je vytvoren kontejner
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a prikazy dané Ulohy jsou spustény v ramci tohoto kontejneru. Po dokonceni
ulohy je kontejner smazan a pro dalsi tlohu se musi vytvorit novy kontejner.
Pro ucely této prace byl jako Docker obraz zvolen oficidlni obraz prekladace
GCC ve verzi 13.4.0, nebot na fakultnim klastru, na kterém bude provaddéno
méreni, je k dispozici pravé preklada¢ GCC 13.

Vzhledem k tomu, ze se kazda tloha v ramci pipeline spousti v izolovaném
kontejneru, je toto prostredi bezestavové a soubory vytvorené v ramci jedné
ulohy se do dalsi tlohy neprendseji. K ukladani soubori, které jsou vytvoreny
v ramci jedné tlohy, slouzi artefakty (z ang. artifacts). Artefakty jsou soubory
a slozky, které jsou na konci tlohy nahrany na GitLab server a jsou k dispo-
zici ke stazeni pro nasledujici dlohy v ramci stejné pipeline nebo pro uzivatele
prostirednictvim webového rozhrani. V ramci tohoto projektu byl jako artefakt
definovan cely adresar, ve kterém probéhla kompilace, nebot je nezbytny pro
faze test a deploy. Jako druhy artefakt byl nastaven vystup generovani do-
kumentace. Aby nebyla prekrocena kvéta tlozisté projektu, bylo v konfigurac-
nim souboru pro oba artefakty nastaveno, aby byly po 2 hodinach od nahrani
automaticky smazany. Pro artefakty z nejnovéjsi pipeline byla ve webovém
repozitari GitLab nastavena vyjimka, aby nebyly smazany, dokud nebudou
nahrany noveéjsi artefakty.

Posledni faze deploy je kromé vygenerovani dokumentace v podobé HTML
soubort také odpovédnd za jejich automatické nasazeni. Uloha pro generovani
dokumentace byla pojmenovana jako pages, coz je vyhrazeny nazev v GitLab
CI pro tlohu, jejiz artefakt, pokud je pojmenovan jako public, je automa-
ticky zpristupnén v podobé statickych webovych stranek. Konkrétni URL
adresa, na které je takto automaticky vygenerovani a nasazend dokumen-
tace dostupna, urcuje na fakultni instanci systému GitLab sluzba PagesFIT.
Pro spravnou funkcionalitu této sluzby je také nezbytné v konfigura¢nim sou-
boru .fit-pages.yml specifikovat uzivatele, ktefi maji mit k témto webo-
vym strankam pristup. Vice o sluzbé PagesFIT je mozné se docist v ma-
nudlovych strankach [80]. Dokumentace tohoto projektu je vefejné dostupna
na adrese javormat.pages.fit/ni-dip-spgemm a v konfigura¢nim sou-
boru .fit-pages.yml byl piistup k témto strankam povolen vSem uzivateliim,
véetné anonymnich navstévniki.


javormat.pages.fit/ni-dip-spgemm

Kapitola 11

Meéreni a vyhodnoceni

Tato kapitola se vénuje popisu konfigurace fakultniho klastru ClusterFIT,
na kterém bylo provedeno méreni. Ddle je popsana aplikace, kterd byla pro
ucely meéreni implementovdna, a také zpiusob méreni véetne volby vhodngch
matic. Na zdvér jsou popsdny a diskutovdany visledky meérent.

11.1 Specifikace cilového systému

K reseni ndro¢nych vypocetnich tloh je na fakulté k dispozici vypocetni klastr
ClusterFIT. Tento klastr disponuje nékolika desitkami vypocetnich uzl, avsak
vétsina téchto uzli je virtualizovanych, coz muze negativné ovlivnit vykonnost
vypoctu. Aby mély namérené vysledky co nejvice vypovidajici hodnotu, byly
pro méreni zvoleny uzly, na kterych je v ramci fakultniho klastru primy pii-
stup k hardwaru bez jakékoliv virtualizacni vrstvy. Mezi nevirtualizované uzly
patii uzly s procesory Fujitsu A64FX zalozené na CPU architekture AArch64
(zndmé také jako ARM64) a uzel s procesorem AMD EPYC 7543P pouziva-
jici architekturu x86_ 64 (nékdy oznacovanou také jako AMD64). Vzhledem k
tomu, ze architektura AArch64 je oproti ostatnim mirné specifickd, nebot na-
piiklad oproti architektuie x86_ 64 pouziva redukovanou sadu instrukei, bude
méteni pro ucéely porovnani provedeno jak na vypocetnich uzlech s procesory
Fujitsu A64FX, tak i na uzlu s procesorem AMD EPYC 7543P.

Vypocetni uzly jsou pouzivany primarné v neinteraktivnim rezimu a jsou
pristupné pres planovac tloh, ktery zajistuje vyvazené vyuziti dostupnych vy-
pocetnich prostredkt. Pro interaktivni pristup je vyhrazen tzv. frontend uzel,
ktery slouzi k prekladani zdrojovych kédt a k planovani iloh prostrednictvim
planovace Slurm. Kazda tloha pro méreni proto musi byt zarazena do né-
které fronty 1loh. Pro vypocetni uzly s procesory Fujitsu A64FX byla pouzita
fronta arm_vip, ve které muize jedna tloha provadét svij vypocet po dobu az
24 hodin. Pro vypocetni uzel s procesorem AMD EPYC 7543P je vyhrazena
fronta amd s maximalni dobou vypoctu jedné tilohy 4 hodiny. Pokud v ramci
meéfeni nékterd tloha prekroéi maximélni povoleny c¢asovy limit dané fronty
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uloh, bude ve vysledcich pro danou matici uveden symbol uzaviraci lomené
zévorky a ¢asovy limit této fronty, tj. napriklad pri prekroceni ¢asového limitu
ve fronté amd bude ve vysledcich uveden udaj > 4 h.

Na ClusterFIT mé kazdy vypocetni uzel s procesorem Fujitsu A64FX
uvnitt CPU 4 pamétové uzly typu NUMA, z nichz kazdy ma 12 vypocetnich
jader. Jeden uzel mé proto k dispozici celkem 48 vypocetnich jader. Kazdy
uzel disponuje 32 GB operacni paméti a jako operacni systém pouziva Rocky-
Linux 8. [9]

Procesor AMD EPYC 7543P disponuje 32 fyzickymi jadry, avsak kazdé
jadro je schopné vykondvat dva nezavislé proudy instrukci. Jeden vypocetni
uzel s procesorem AMD EPYC 7543P ma proto k dispozici 64 logickych jader.
Kazdy takovy uzel ma 512 GB operacni paméti a pouzivd Ubuntu 24.04 LTS
jako operac¢ni systém. [81]

11.2 Zpisob méreni

Matice pro méreni budou vybirany z kolekce SuiteSparse Matrix Collection
(dffve zndmé pod nazvem The University of Florida Sparse Matrix Collection),
nebot jde o nejvétsi verejné dostupnou kolekei fidkych matic. [24] Tato kolekce
také obsahuje vétsinu matic z diive publikovanych kolekei, jako jsou Sparse
Matrix Test Problems [41], A Web Resource for Test Matrix Collections [42]
a The RutherfordBoeing Sparse Matrix Collection [43]. Kolekce SuiteSparse
Matrix Collection se navic naddle rozrista a v dobé psani této prace obsahovala
vice nez 2900 fidkych matic. Cela kolekce je verejné dostupnd na webové adrese
https://sparse.tamu.edu/.

Vétsina matic v této kolekci pochézi z redlnych problémi a aplikaci, proto
vétsina z nich ma rozdilné rozméry. Nalézt pary ridkych matic, které maji kom-
patibilni rozméry pro nasobeni fidkych matic, je tedy velice obtizné. Nicméné
znacné vétsina matic v této kolekci jsou ¢tvercové matice, konkrétné ze vsech
2904 matic je 2226 matic ¢tvercovych. Pro tcely méreni proto budou vybrany
¢tvercové matice a bude zméfen ¢as vypoétu A?2 = A - A, kde A € C™" je
vstupni ¢tvercova matice.

Nejmensi ¢tvercova matice v SuiteSparse Matrix Collection ma rad 2, nej-
trum fidkych matic, budou matice vybrané pro tcéely méreni rozdéleny do
5 kategorii podle rozméra. Tyto kategorie velikosti matic pro métreni ukazuje
tabulka ﬁ 7 kazdé kategorie bude vybréana alespon jedna matice s celoci-
selnymi (datové typy pattern a integer), redlnymi (datovy typ real) a kom-
plexnimi prvky (datovy typ complex). Vyjimkou jsou posledni dvé kategorie,
pro které neni v SuiteSparse Matrix Collection [24] dostupnd Zadna ¢tvercova
fidka matice s komplexnimi nenulovymi prvky. Popis fidkych matic, které byly
pro jednotlivé skupiny vybrany, je mozné nalézt v priloze B.

Celkem bylo pro méfeni vybrano 42 matic, a ackoliv jsou vSechny ma-
tice volné dostupné ke stazeni primo ze stranek kolekce SuiteSparse Matrix
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Collection [24], byly pro snazsi manipulaci a pro ucely této préce vSechny vy-
brané matice rozdéleny do slozek podle kategorii popsanych vyse a zabaleny do
jednoho archivu. Tento archiv byl nahran na datové ulozisté ownCloud [82] pro
sdileni akademickych dat, které provozuje sdruzeni CESNET. Nahrany archiv
je vefejné dostupny na odkazu https://owncloud.cesnet.cz/index.php/s
/GaK9eHieKEv8CB9.

Skupina ¢tvercovych ridkych matic Rad ¢tvercové matice

Velmi malé [2;10 000)

Malé [10 000; 100 000)
Stiredni [100 000; 1 000 000)
Velké [1 000 000; 10 000 000)
Velmi velké [10 000 000; 226 196 185]

B Tabulka 11.1 Rozdéleni matic pro méfen{ podle fadu étvercové matice.

Pro icely méreni byla implementovana samostatna aplikace measurements.
Puvodnim zamérem bylo implementovat méreni tak, ze pro vstupni ¢tverco-
vou matici A € C™" bude ¢as pro vypocet souc¢inu A2 = A - A zméien pro
sekvencni, paralelni OpenMP i paralelni C++ variantu po sobé béhem jed-
noho béhu mérici aplikace. Problém vsak je, ze po dokonceni paralelni oblasti
v OpenMP mohou vldkna po urcitou dobu zustat ve stavu aktivniho cekani
a Cerpat tak procesorovy Cas. [14] Tuto vlastnost lze sice do uré¢ité miry ovlivnit
nastavenim promeénné prostfedi OMP_WAIT_POLICY, nicméné dand implemen-
tace OpenMP neni povinnd toto nastaveni brat v potaz. Pokud by byla spus-
téna paralelni C++ varianta SpGEMM vypoctu hned po dokonceni OpenMP
varianty, mohlo by se stat, ze OpenMP vlakna budou stale aktivni a budou tak
zkreslovat méteni pro paralelni C++ variantu. Navic vldkna vytvofend v ramci
paralelnich oblasti OpenMP vétsinou nezanikaji po skonceni paralelni oblasti,
ale cekaji v interni zasobarné vlaken. Protoze paralelni C++ varianta pouziva
pro paralelizaci vlastni zadsobarnu vlaken (viz. kapitoly M a 9.2), po zahdjeni
jejtho SpPGEMM vypoctu by tak aplikace pro méfeni pouzivala dvojnasobek
vldken nastavenych pro dany SpGEMM vypocet, coz by mohlo rovnéz zkres-
lovat méreni. Z vysSe uvedenych diuvodu byla proto aplikace pro méreni im-
plementovana tak, ze pro dany vstup je zmérena doba béhu pouze pro jednu
z implementovanych variant, pricemz konkrétni varianta je zvolena prostired-
nictvim prepinace prikazové radky. Tim je zajisténo, zZe se paralelni varianty
nebudou vzajemné ovlivnovat.

Aby méla namérend data co nejvyssi vypovidaci hodnotu, je pro kazdou
vstupni matici zméfen Cas vypoctu pouze samotného SpGEMM néasobeni, tj.
rozdil ¢asil na konci a na zacitku SpGEMM vypoctu. Do méreného casu
tedy neni zahrnuto nacitani matice ze vstupniho Matrix Market souboru do
struktury pro COO matice, ani jeji nasledna konverze do CSR formétu. Déle
neni v rdmci méfeni pouzito fazeni nenulovych prvkd v ramci rfadku vystupni
CSR matice, ani neni pouzita konverze pro odstranéni nulovych prvkia z alge-
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braického vynulovani. Zapis vysledné matice do Matrix Market souboru pak
v ramci aplikace pro méteni také neni pouzit, nebot jde, stejné jako u nacitani,
o vstupné-vystupni operaci, kterd s vypocetni ndro¢nosti samotného SpGEMM
nésobeni nijak nesouvisi.

V OpenMP varianté jsou vlakna vytvofena automaticky az pti prvni para-
lelni oblasti, zatimco vlakna v paralelni C++ varianté musi byt vytvorena jesté
pred zahajenim SpGEMM vypoctu, protoze je nezbytné predat konstruktoru
tfidy par_hash_spgemm ukazatel na instanci vlastni zdsobarny vlaken. Vytvo-
feni vldken v paralelni C++ varianté tedy neni zahrnuto do méreného ¢asu. Aby
nebyla OpenMP varianta znevyhodnéna tim, ze by vytvoreni jejich vldken bylo
zapocitano do méreného ¢asu, je v méfici aplikaci pro konverzi COO matice,
ktera byla nactena ze vstupniho Matrix Market souboru, do CSR formétu po-
uzita odpovidajici varianta této tiidy pro konverzi. Pro OpenMP variantu je
tedy prvni paralelni oblast jiz soucasti konverze COO matice na CSR matici,
a protoze neni tento vypocet zahrnut do méreného casu, je vytvoreni Open-
MP vléaken, stejné jako u paralelni C++ varianty, mimo rozsah métreni. Tim je
zajisténo, ze nebude OpenMP varianta nijak penalizovana.

Aplikace pro méfeni prijimé prostrednictvim povinného pozi¢niho argu-
mentu cestu k Matrix Market souboru matice, pro kterou ma byt zméten cas
SpGEMM vypoctu. Pomoci volitelnych argumentt 1ze specifikovat variantu
SpGEMM nésobeni, kterd ma byt zmérena, a také pocet vlaken pro paralelni
varianty SpGEMM néasobeni. Aplikace méii realny ¢as prostiednictvim hodin
std: :chrono: :steady_clock a zméfeny cCas zapisuje na standardni vystup.
Vice o pouzivani této aplikace je mozné nalézt v uzivatelské prirucce v pii-
loze g

Aby nebylo nutné spoustét na fakultnim klastru tlohu pro méreni ruéné pro
kazdou matici uré¢enou k métreni a pro kazdou variantu SpGEMM néasobent,
byl pro automatizaci méreni implementovan Bash skript measurements.sh.
Tento skript prijimé jako prvni argument nézev fronty, kterd ma byt pro mérici
ulohy pouzita, a jako druhy argument skript prijima cestu k adresari s Matrix
Market maticemi, které maji byt pouzity pro méreni. Skript pro kazdou matici
z poskytnutého adresare zaradi do specifikované fronty tloh spusténi mérici
aplikace pro kazdou ze tii variant SpGEMM nésobeni.

Jak bylo popsano vyse, aplikace measurements umoznuje prostrednictvim
CLI argumentu specifikovat pocet vlaken, kterda se maji ucastnit vypoctu.
Vzhledem k tomu, ze méfeni budou provedena na dvou typech vypocetnich
uzli fakultniho klastru ClusterFIT, bude pocet vldken pro paralelni varianty
SpGEMM nésobeni nastaven skriptem measurements.sh automaticky podle
typu uzlu, pro ktery jsou tlohy urceny. Kazdy uzel s procesorem Fujitsu A64FX
mé k dispozici celkem 48 vypocetnich jader, a proto skript pro tlohy urcené
pro tyto uzly automaticky nastavuje pocet vliken na hodnotu 48 pro para-
lelni varianty vypoctu. Obdobné, méricim tilohdm uréenym pro vypocetni uzel
s procesorem AMD EPYC 7543P skript automaticky nastavuje paralelnim va-
riantdm SpGEMM vypoctu pocet vlaken na hodnotu 64.
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11.3 Vysledky a vyhodnoceni

Kompletni vysledky méreni doby vypoctu, véetné metrik paralelni ceny, zrych-
leni a efektivnosti, jsou uvedeny v pfiloze C této prace. Dobu vypocCtu pro
matice z kategorie sttednich, velkych a velmi velkych matic ukazuji grafy Eﬁ,
11.2a 113,

7 vysledku pro kategorii velmi malych matic vyplyva, Ze pouziti paralelnich
algoritmi pro matice z této kategorie a s hustotou pod 1 % je kontraproduk-
tivni, nebof na téchto maticich jsou paralelni varianty vypoctu pomalejsi nez
sekvenéni vypocet. Tyto vysledky vsak nejsou prekvapivé, nebot je zfejmé, ze
pokud mé matice takto nizky rad a pouze nékolik nenulovych prvkia v kaz-
dém radku, pak rezie spojend s paralelnim vypoc¢tem vyrazné prevysuje dobu
samotného aritmetického vypoctu, nebot paralelni varianty kromé spravy, syn-
chronizace a planovani vlaken také potfebuji urcit pocet aritmetickych operaci
pro kazdy radek vystupni matice a na zakladé tohoto vysledku rozdélit vypocet
radka mezi jednotliva vldkna.

Nicméné pokud hustota stoupne nad 1 %, pak i v kategorii velmi ma-
Iych matic dosahuji paralelni varianty SpGEMM vypoc¢tu nemalého zrych-
leni. Napiiklad pro matici Nemeth/nemeth23 s hustotou pfiblizné 1,7 % dosa-
huje OpenMP feseni priblizné dvanactinasobného zrychleni pro oba typy uzli,
resp. témér jedendctindsobného zrychleni v pripadé paralelni C++ varianty na
AArch64 uzlu a sedmindsobného zrychleni na x86_ 64 uzlu. V pripadé matic
s vyssi hustotou je zrychleni jesté vyssi, napt. pro matici GHS__indef/exdata_ 1
s hustotou 6,3 % dosahuji obé paralelni varianty na uzlu A Arch64 vice nez dva-
cetindsobného zrychleni, na uzlu x86_ 64 pak témér Sestnctindsobného zrych-
leni.

Takto vysoka hustota se vSsak ve vybranych maticich vyskytuje pouze v ka-
tegorii velmi malych matic. Pro matice vybrané pro méreni plati, Ze se stoupa-
jicim Ffaddem vyznamné klesa i hustota matice. AvSak pfiznivym vysledkem je,
Ze pro matice ze vSech zbyvajicich kategorii jsou paralelni varianty SpGEMM
vypoctu vzdy rychlejsi, a to i pro matice s velmi nizkou hustotou.

V kategorii malych matic maji vSechny matice hustotu pod 0,5 %, vyjma
matice Gupta/gupta3 s hustotou pres 3 %. Nejvyssiho zrychleni dosahuji pa-
ralelni varianty pravé pro matici Gupta/gupta3, pro kterou dosahly paralelni
varianty na AArch64 uzlu vice nez ¢trndctindsobného zrychleni, resp. vice nez
sedmnéctinasobného zrychleni na uzlu x86_ 64. Nejnizsi zrychleni paralelnich
variant bylo v kategorii malych matic pozorovino u matice Gaertner/pesa, pro
kterou obé varianty na uzlu A Arch64 nedosahuji ani dvojnasobného zrychleni.
Na x86_ 64 uzlu dosahuji paralelni varianty pro tuto matici také nejnizsiho
zrychleni, konkrétné témér t¥indsobného v pripadé OpenMP varianty, a v pii-
padé C++ varianty bylo dokonce pozorovano paralelni zpomaleni. Tento jev

Vv

vV,

0,06 %. Pro ostatni matice z kategorie malych matic dosahuji paralelni fe-



Vysledky a vyhodnoceni 132

Seni ¢tyfnasobného az osmindsobného zrychleni na uzlu AArch64 a priblizné
trojndsobného az sedminasobného zrychleni na uzlu x86_ 64.

Pro matice v kategorii stfednich matic dosahuje hustota nejvyse hodnoty
0,05 %, avSak i pro takto nizké hustoty dosahuji paralelni varianty pomérné
dobrého zrychleni. Nejpomalejsi byl vypocet pro matici Chevron/Chevron3,
pro kterou dosdhlo OpenMP feseni vice nez ¢tyinasobného zrychleni a pa-
ralelni C++ varianta vice nez trojndsobného zrychleni na AArch64 uzlu. Na
x86_ 64 uzlu pak pro tuto matici bylo pozorovino témér trojndsobné zrych-
leni v ptipadé OpenMP varianty a témér jedna a plilndsobné zrychleni v pti-
padé C++ varianty. Nejlepsich vysledkt v této kategorii bylo dosazeno u matic
Hamm/scircuit a Pajek/patents main. Na uzlu AArch64 dosahuje OpenMP
varianta priblizné dvacetinasobného zrychleni, zatimco C++ varianta Sestnéc-
tindsobného, resp. patnactindsobného zrychleni. Na uzlu x86_ 64 pak pro tyto
matice dosahuje OpenMP feseni vice nez jedenactindsobného zrychleni a C++
varianta vice nez sedmindsobného, resp. ¢tyfnasobného zrychleni. Porovnani
castl vypoctu pro matici z této kategorie ukazuje graf 11.1.
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B Obrazek 11.1 Casy vypoctu viech variant SpGEMM nésobeni na vypocéetnich
uzlech typu AArch64 a x86_ 64 pro matici GHS psdef/hood z kategorie stfednich
matic.

V kategorii velkych matic dosahuje hustota hodnoty 7,34-1073 % a nejvys-
siho zrychleni dosahuji paralelni varianty na maticich VLSI/vas_ stokes_4M
a Williams/webbase-1M, pro které dosahuji priblizné desetindsobného zrych-
leni na uzlu AArch64. Na uzlu x86_64 dosahuje OpenMP fteSeni pro tyto
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matice priblizné pétinasobného, resp. trinactindsobného zrychleni a C++ va-
rianta témér pétinasobného, resp. dvandctindsobného zrychleni. U ostatnich
matic z této kategorie dosahuji paralelni varianty priblizné ¢tyrnasobného az
osminasobného zrychleni na AArch64 uzlu a priblizné dvojnasobného az pé-
tindsobného zrychleni na uzlu x86_ 64, s vyjimkou matice Bourchtein/atmos-
modm, pro kterou na x86_ 64 uzlu nedosahla paralelni C++ varianta témér zad-
ného zrychleni. Graf zachycujici doby vypoctu pro matici Williams/webbase-
1M ukazuje obrazek m

Matice Williams/webbase-1M
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B Obrazek 11.2 Casy vypoctu viech variant SpGEMM nésobeni na vypocéetnich
uzlech typu AArch64 a x86_ 64 pro matici Williams/webbase-1M z kategorie velkych
matic.

Matice vybrané z kategorie velmi velkych matic maji obzvlast nizkou hus-
totu, kterd nepiesahuje hodnotu 9,42 - 1075 %. V této kategorii jsou rozdily
v paralelnim zrychleni nejvyssi, nebot zatimco pro matici GAP/GAP-road do-
sdhla OpenMP varianta na uzlu AArch64 vice nez pétinasobného zrychleni, pro
matici FlowIPM22/Spielman_ k400 dosdhla na stejném uzlu vice nez ¢tytice-
tindsobného, tj. témér linearniho zrychleni. Obdobné, paralelni C++ varianta
pro tytéz matice na AArch64 uzlu dosdhla témér trojnasobného a vice nez
tFicetipétindsobného zrychleni. Na uzlu x86_64 pro matici GAP/GAP-road
dosdhla OpenMP varianta priblizné jedna a pulndsobného zrychleni, zatimco
pro C++ variantu bylo dokonce pozorovano paralelni zpomaleni. Pro matici
FlowIPM22/Spielman_ k400 bylo na uzlu x86_ 64 dosaZeno témétr osmnacti-
nasobného zrychleni v pripadé OpenMP varianty a témér trinactindsobného
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zrychleni v pifpadé C++ varianty. Casy vypoctu pro matici DIMACS10/delau-
nay_n24 z kategorie velmi velkych matic je mozné vidét na grafu 11.3.

Matice DIMACS10/delaunay_n24
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B Obrazek 11.3 Casy vypoctu vech variant SpGEMM nésobeni na vipocetnich
uzlech typu AArch64 a x86_64 pro matici DIMACS10/delaunay_ n24 z kategorie
velmi velkych matic.

Pro objektivni zhodnoceni implementovanych variant Sp GEMM vypoctu
bylo provedeno srovnani s vysoce optimalizovanou C++ knihovnou Eigen [83].
Méfeni bylo provedeno pro matici Williams/webbase-1M na obou architektu-
rach, pricemz vysledky tohoto srovnani jsou k vidéni v grafu m 7 uvedenych
hodnot je zrejmé, ze knihovna Eigen dosahuje vyznamné lepsich vysledki. Na
uzlu AArch64 dokoncila knihovna Eigen vypocet za 8,541 vterin a na uzlu
x86_ 64 dokonce za 2,503 vtefin. Témito hodnotami knihovna nejenom pfe-
konala sekvencéni variantu SpGEMM vypoctu, ale dokonce prekonala i obé
paralelni reseni vyuzivajici desitky vypocetnich vldken. Ackoliv byla knihovna
Eigen kompilovana s podporou OpenMP, podle dokumentace knihovny neni
nésobeni fidkych matic provadéno paralelné. Tento vyrazny rozdil v casech
vypoctu je dan nejenom vysokou optimalizaci samotného SpGEMM néasobeni
v knihovné Eigen, ale také vyuzitim vektorizace vypoctu. Pro akumulaci nenu-
lovych prvku vyuzivd knihovna Eigen ridky akumuldtor (viz. kapitola @),
ktery disponuje konstantnim ¢asem pristupu k akumulovanym prvkam. Vzhle-
dem k tomu, ze knihovna Eigen podle dokumentace pouziva pro SpGEMM
vypocet pouze jedno vlakno, dokaze znac¢nou ¢ast tohoto akumulatoru udrzet
v cache paméti procesoru, a to i pro velké matice. Eigen déle vyuziva vektorové
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instrukce procesoru na rozdil od implementovanych feseni, které spoléhaji na
standardni iterativni zpracovani. Diky vektorizaci vypoctu je pak mozné vy-
konat nékolik iteraci smycky daného algoritmu najednou, coz zcela zasadné
zvysuje vykon celého vypoctu.

Srovnani s knihovnou Eigen
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B Obrazek 11.4 Srovnani ¢asu vypoctu vSech variant SpPGEMM nésobeni na
vypocetnich uzlech typu AArch64 a x86_ 64 s knihovnou Eigen pro matici
Williams /webbase-1M z kategorie velkych matic.

Paralelni{ efektivnost se pro vétSinu matic pohybuje mezi 10 % a 20 % na
A Arch64 uzlu, na uzlu x86_ 64 se hodnoty vétsinou pohybuji pod 10 %. Avsak
tento vysledek je disledkem velmi vysokého poctu pouzitych jader, nebot pa-
ralelni efektivnost je dana podilem sekvenc¢niho ¢asu a soucinu poctu jader
s paralelnim ¢asem, pfi¢emz na uzlech s procesorem Fujitsu A64FX bylo po-
uzito vSech 48 fyzickych jader a na uzlu s procesorem AMD EPYC 7543P
vSech 64 logickych jader. Pokud byl pro nékteré matice pocet pouzitych vla-
ken experimentalné snizen na 32 nebo dokonce 16 vldken, tak doslo sice k pri-
blizné 30% a v nékterych piipadech vice nez 40% zpomaleni oproti vyuziti
vSech dostupnych jader, avsak efektivita diky sniZeni poctu vldken stoupla na
50 % a v nékterych piipadech dokonce téméi na 60 %. Z téchto vysledku tedy
plyne, Ze problém nasobeni ridkych matic je velmi Spatné skdlovatelny, nebot
vyssi pocet vypocetnich jader sice vede k rychlejsimu vypoctu, avSak paralelni
efektivnost pri zvyseni poctu pouzitych jader naopak znac¢né klesa.

Tato Spatnéd skalovatelnost je nasledkem vlastnosti samotného problému
nasobeni fidkych matic. Vypocetni problémy lze z hlediska efektivni paraleli-
zovatelnosti na architekturach se sdilenou paméti rozdélit na vypocetné inten-
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zivni a pamétoveé intenzivni problémy. Pro vypocetné intenzivni problémy je
typické, ze vykazuji vysokou tzv. aritmetickou hustotu, kterd vyjadiuje pomér
celkového poctu aritmetickych operaci k celkové velikosti prenesenych dat. Vy-
soka aritmeticka hustota tedy znamend, Ze ¢as procesoru straveny vypoctem
nad daty je vyrazné vyssi nez ¢as potrebny k presunu téchto dat z paméti do
procesoru. Naopak pro pamétové intenzivni problémy je typickéd nizké aritme-
ticka hustota, tj. ¢as procesoru straveny vypoctem nad danymi daty je vyrazné
nizsi nez ¢as potrebny k presunu téchto dat do CPU. U pamétové intenzivnich
problémt proto vypocetni jadra vétsinu procesorového casu travi ¢ekanim na
data, nez samotnym vypoctem. [3, 84]

Nésobeni fidkych matic patii mezi pamétové intenzivni problémy, navic
s nepravidelnym zpusobem pristupu do paméti. [85] Vykon SpGEMM algo-
ritmu je tedy zdsadné omezen rychlosti, s jakou lze prenaset data z hlavni
paméti do procesoru. Pamétova propast, kterd byla popsana v kapitole 2.2,
je proto kvili nepravidelnému zptsobu pristupu do paméti, zptisobenému ne-
primym adresovanim, obzvlast omezujici, nebot ackoliv je k prvkim v radku
matice A pristupovano souvisle, sloupcové indexy téchto prvkua urcuji, které
radky matice B je potfeba nacist z hlavni paméti. Toto vede nejen k ne-
souvislym pristuptim do paméti, ale také k velmi omezené tspésnosti special-
nich jednotek procesoru, které predpovidaji budouci pristupy do paméti, nebot
tyto pristupy jsou z hlediska hardwaru nepredvidatelné. Z téchto divodu muze
nizsi paralelni zrychleni v naméfenych datech reflektovat situaci, kdy soubézna
vldkna maximélné vyuzila dostupnou pamétovou propustnost. Tuto hypotézu
podporuje i porovnani namérenych vysledki na AArch64 a x86_ 64 architek-
turdch.

Vypocetni uzel s procesorem AMD EPYC 7543P dosahuje ve vétsiné pri-
padi vyrazné kratsich vypocetnich ¢asti nez uzel s procesorem Fujitsu A64FX,
a to jak v sekvencni varianté, tak v paralelnich variantach SpGEMM vypo-
¢tu. Tento rozdil je dan predevsim odliSnymi hardwarovymi specifikacemi, ne-
bot procesor AMD EPYC 7543P disponuje vyrazné vyssi taktovaci frekvenci,
ktera dosahuje az 3,7 GHz v porovnani s 2,2 GHz procesoru Fujitsu A64FX,
a veétsi velikosti cache paméti, kterd je pro nejvyssi droven procesoru AMD
EPYC 7543P rovna 256 MB a pro Fujitsu A64FX 32 MB. Sekvenc¢ni vypocet
na x86_ 64 uzlu proto efektivné zuzitkovava velmi vykonna vypocetni jadra
a vétsi kapacitu cache paméti. [9, 81]

Z namérenych vysledki je vsak zfejmé, zZe ackoliv ma uzel s procesorem
AMD EPYC 7543P vyssi pocet procesorovych jader a dosahuje vyrazné niz-
sich vypocetnich casii, jsou hodnoty paralelniho zrychleni na tomto uzlu znac¢né
nizsi nez na uzlu s procesorem Fujitsu A64FX. Tento jev ndzorné ilustruje
pamétovou intenzitu SpGEMM problému a dzké hrdlo pamétové propasti,
nebot zatimco AMD EPYC 7543P ma pamétovou propustnost 204,8 GB/s,
procesor Fujitsu A64FX podle technickych specifikaci disponuje pamétovou
propustnosti 1024 GB/s. [9, 81] Uzel s procesorem AMD EPYC 7543P tedy
sice dosahuje nizsich ¢asii sekven¢niho vypoctu, ale pri pouziti vSech dostup-
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nych jader u paralelnich variant dojde k zahlceni paméfové sbérnice, ktera
kvuli nizsi propustnosti nedokéze zasobovat vypocetni jadra potfebnymi daty
dostatecné rychle. Naproti tomu uzel s procesorem Fujitsu A64FX dosahuje
horsich ¢asti sekvenéniho vypoctu, nebot disponuje méné vykonnymi jadry,
ale diky velmi vysoké pamétové propustnosti dokaze rychleji dodavat data vy-
pocetnim jadram. Z téchto divodu je paralelni zrychleni na uzlu AArch64
vyrazné vyssi v porovnani s uzlem x86_ 64. Kviili nizsi pamétové propustnosti
proto SpGEMM nésobeni na uzlu s procesorem AMD EPYC 7543P skéluje
hire nez na uzlu s procesorem Fujitsu A64FX. Tento jev zaroven potvrzuje
pamétovou intenzitu SpGEMM problému, ktera je spoleéné s pamétovou pro-
pasti hlavnim davodem, kvili kterému nebylo mozné dosdhnout na zvolenych
vypocetnich uzlech linedrniho zrychleni.

Tyto skute¢nosti odrazeji i hodnoty prumeérného zrychleni pro kazdou ka-
tegorii fidkych matic, které je mozné nalézt v tabulkich (C.16 apC.@. Hodnoty
z téchto tabulek ndzorné zachycuji grafy 11.5 a 11.6. Z vysledki pramérného
zrychleni uzlu x86_ 64 je zfejmé, ze nejvyssiho pramérného zrychleni je dosa-
zeno v kategorii velmi malych matic, konkrétné 9,2 pro OpenMP a 6,3 pro
C++ variantu. S rostouci velikosti matic vsak primérné zrychleni klesd a zi-
stava v rozmezi priblizné 5 az 6 pro OpenMP a 4 az 5 v pripadé varianty s C++
vlakny. Tento propad a nasledné ustaleni zrychleni u vétsich matic nazorné de-
monstruje zahlceni pamétové sbérnice, ktera kvuli nizsi pamétové propustnosti
tohoto uzlu nedokaze dodavat potiebnd data vypocetnim jadrim dostatecné
rychle. Na uzlu AArch64 dosahuji prtimeérna zrychleni vyrazné vyssich hodnot
v porovnani s uzlem x86_64 a to obzvlast v kategoriich stfednich, velkych
a velmi velkych matic. Tento jev proto nazorné ilustruje vyhodu velmi vysoké
pamétové propustnosti, kterou uzel AArch64 disponuje.

Pro detailnéjsi analyzu nizsiho primérného zrychleni v zavislosti na hard-
warovych specifikacich bylo dale provedeno méfeni ¢asi vypoctu a dosazeného
zrychleni pri pouziti riznych poctt vldken. Tato doplnujici méreni byla pro-
vedena pro matici Williams/webbase-1M ze skupiny velkych matic na obou
typech vypocetnich uzli pro 4, 8, 16, 32 a 48 vlaken, které odpovidaji maxi-
méalnimu poctu fyzickych jader uzlu s procesorem Fujitsu A64FX. Namérené
hodnoty jsou uvedeny v tabulkdch m a m pro uzel AArch64 a v tabulkach
@ a M pro uzel x86_64. Pro lepsi prehlednost jsou zavislosti zrychleni
na poctu pouzitych vlaken vizualizovany také v grafech ’T? a(11.8.

Pri pouziti 4 vlaken lze na obou uzlech pozorovat paralelni zpomaleni.
Na uzlu AArch64 bylo dosazeno zrychleni priblizné 0,7 jak pro OpenMP, tak
pro C++ variantu SpGEMM vypoctu. Obdobné vysledky lze pozorovat i pro
uzel x86_ 64, kde je zrychleni pfi pouziti 4 vlaken ptiblizné 0,76 pro OpenMP
a 0,79 pro variantu s C++ vldkny. Z téchto vysledki je zfejmé, ze pri takto
nizkém poctu pouzitych vlaken jsou pfinosy paralelizace prevazeny paralelni
rezii, kvili které je paralelni vypocet pomalejsi nez v sekvencéni varianté.

Prinosy paralelizace se na obou architekturdach zacinaji projevovat pri po-
uziti 8 vlaken, pro ktera oba typy uzlt dosahly zrychleni s hodnotou priblizné
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Primérné zrychleni na uzlu AArch64
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Paralelni OpenMP Paralelni C++
B Obrazek 11.5 Prumérné zrychleni paralelnich variant SpGEMM nédsobeni pro

jednotlivé skupiny ridkych matic na vypocetnim uzlu s procesorem Fujitsu A64FX.
Oznaceni na horizontalni ose odpovidaji zkratkdm skupin fidkych matic.

Primeérné zrychleni na uzlu x86_ 64
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Paralelni OpenMP Paralelni C++

B Obrazek 11.6 Prumérné zrychleni paralelnich variant Sp GEMM nédsobeni pro
jednotlivé skupiny ridkych matic na vypocetnim uzlu s procesorem AMD EPYC
7543P. Oznaceni na horizontalni ose odpovidaji zkratkdm skupin fidkych matic.
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Zrychleni v zavislosti na poc¢tu vlaken na uzlu AArch64
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B Obrazek 11.7 Zrychleni paralelnich variant SpGEMM nésobeni v zévislosti na
poctu vldken pro matici Williams/webbase-1M na uzlu s procesorem Fujitsu A64FX.

Zrychleni v zavislosti na poc¢tu vlaken na uzlu x86 64
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B Obrazek 11.8 Zrychleni paralelnich variant SpGEMM néasobeni v zavislosti na

poétu vldken pro matici Williams/webbase-1M na uzlu s procesorem AMD EPYC
7543P.
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3,5. Z namérenych hodnot vSak plyne, ze pri dalsim zvySovani pocti vldken
neni narust vykonu linedarni a se zvysujicim se poctem vldken nérust vykonu
dokonce zpomaluje. Rozdil ve skalovatelnosti mezi architekturami je nejvice
ziejmy pravé pri vyssim pocCtu pouzitych vladken. Zatimco na uzlu AArch64
dosahuje OpenMP varianta pii vyuziti 48 vldken zrychleni 10,711, na uzlu
x86_ 64 je pti vyuziti 48 logickych jader toto zrychleni znatelné nizsi s hodno-
tou 9,413. Tyto vysledky opét koresponduji s pamétovou intenzitou SpGEMM
problému, pamétovou propasti a omezujici prostupnosti paméfové sbérnice.
Na uzlu s procesorem AMD EPYC 7543P a propustnosti pamétové sbérnice
204,8 GB/s proto nastane zahlceni pamétové sbérnice diive a s rostoucim po-
¢tem vldken se doba ¢ekani na data propisuje do zpomaleni rustu celkového
zrychlen{ vyraznéji nez na uzlu AArch64, ktery disponuje pamétovou propust-
nosti 1024 GB/s.

Pro vétsinu matic plati, ze OpenMP fesSeni je rychlejsi nez varianta s C++
vlakny, kterda dokazala prekonat OpenMP feseni jen v hrstce specifickych pri-
padi. Tento rozdil ve vykonu paralelnich variant je nejvyraznéjsi v kategorii
velmi velkych matic, avSak priznivym vysledkem je, Ze pro zbyvajici kategorie
je tento rozdil vétsinou pomérné maly, coz je pii zohlednéni faktu, ze OpenMP
je vysoce optimalizovana knihovna, kterd je ve vyvoji témér 30 let, prijatelny
vysledek. Uzkym hrdlem paralelni C++ varianty je zfejmé zpiisob synchronizace
pouzity v zasobarné vlaken. V implementovaném feSeni je pro globalni i pri-
vatni fronty tloh pouzity jeden spoletny zdmek. Ve t¥idé par_hash_spgemm,
ktera zajistuje samotné nasobeni fidkych matic, jsou tlohy jednotlivym vlak-
num rozdéleny prostrednictvim metody zdsobarny vldken for_each_thread,
ktera je ekvivalentem paralelni oblasti z OpenMP. Tato metoda vlozi do pri-
vatni fronty kazdého vlakna tlohu, ktera byla této metodé preddana prostred-
nictvim jejiho argumentu. Tim, Ze je soubézny pristup do vSech privatnich
front chranén stejnym zamkem, je vyzvednuti tloh z téchto front ve vysledku
castecné serializovano, ackoliv samotny vypocet téchto tloh jiz probiha pa-
ralelné. Toto zpomaleni pii vkladani a vyzvedavani tloh z privatnich front
jednotlivych vldken je proto pri¢inou horsiho vykonu paralelni C++ varianty
v porovnani s OpenMP variantou.

Na zavér vyhodnoceni je dale vhodné poznamenat, ze ackoliv jsou paralelni
algoritmy standardni knihovny jazyka C++ kvili omezenim popsanym v kapi-
tolach m a @ nevhodné pro védeckd méreni, nelze z toho usuzovat, ze by
v porovnani s knihovnou OpenMP selhaly. Z navrhu paralelnich algoritmt STL
totiz vyplyva, Ze tyto algoritmy nejsou zamysleny jako konkurence specializo-
vanym knihovndm pro paralelizaci, jako je OpenMP, ani jako jejich ndhrada.
Jejich cilem je poskytnout moznost snadné paralelizace vybranych ¢asti zdro-
jového kodu, pricemz diky dimyslnému navrhu je dopad prepracovani tohoto
zdrojového kédu minimélni, nebot pro prechod na paralelni variantu daného
algoritmu stac¢i predat jako prvni argument pozadovanou strategii provadéni.
Paralelni algoritmy STL a knihovna OpenMP tedy miii na odlisné cilové sku-
piny uzivatela.
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V ramci této prace bylo empiricky ovéreno, ze urcité konstrukty knihovny
OpenMP lze plné nahradit prostfedky jazyka C++ s vyuzitim vlastni imple-
mentace zasobarny vlaken. Tento pristup méa vsSak dva zasadni nedostatky.
Prvnim je zna¢na implementa¢ni naroénost samotného nédvrhu zasobarny vla-
ken jakozto centralniho prvku odpovédného za distribuci vypoctu mezi jednot-
liva vldkna. Druhym je vykonnostni omezeni vlastniho feseni, nebot namétend
data ukazuji, ze se vyslednd implementace dokazala vykonu OpenMP pouze
priblizit a prekonat jej jen v nékolika ojedinélych pripadech. Vzhledem k tomu,
ze optimalizace takové implementace predstavuje ¢asové mimoradné naroc¢ny
proces, je pro paralelizaci vypocetné naro¢nych tloh vhodnéjsi pouzit proveé-
rené specializované reseni. Vysledky této prace tak potvrzuji, ze knihovny typu
OpenMP zustavaji pro védecké vypocty a vysoce specializovanou paralelizaci
nejvhodnéjsi volbou.



Kapitola 12

Zaver

Hlavnim cilem této diplomové prace byla komplexni analyza paralelnich algo-
ritmu pro efektivni nasobeni fidkych matic na vypocetnich architekturach se
sdilenou paméti a nasledny navrh, implementace, testovani, méreni a vyhod-
noceni algoritmu pro nasobeni ridkych matic v sekvencni varianté, v paralelni
varianté vyuzivajici OpenMP a v paralelni varianté vyuzivajici pouze stan-
dardni knihovnu jazyka C++.

V teoretické casti prace byly podrobné prozkouméany principy fungovani
vicejadrovych procesorti, byla popsana pamétova hierarchie, pamétova kohe-
rence a problém falesného sdileni. Nasledné byly predstaveny softwarové moz-
nosti pro paralelizaci nad sdilenou paméti, konkrétné prostiedky standardni
knihovny jazyka C++ véetné modernich prvka ze standardu C++20, a také
programovaci model a aplika¢ni rozhrani knihovny OpenMP. Dalsi ¢dst teo-
retické reserse byla vénovana detailni analyze vsech formulaci nasobeni matic,
véetné vhodnosti téchto formulaci pro paralelni nasobeni fidkych matic. Vy-
znamnou ¢ast reserse dale tvori komplexni analyza formata ridkych matic pro
jejich efektivni reprezentaci v paméti a také souborovych formatd pro jejich
uklddani a prenos. Déle byla zpracovana zevrubnd analyza postupt algoritmu
nasobeni fidkych matic, ktera zmapovala rizné metody predikce velikosti vy-
sledné matice, strategie rozdéleni vypocetni zatéze napri¢ vlakny a rtizné typy
akumulatort pro efektivni ukladani mezivysledki.

Praktické c¢ast prace na teoretickou reSersi navazala navrhem a implemen-
taci paralelniho algoritmu, ktery rozdéluje vypocet do nékolika na sebe na-
vazujicich logickych fazi. Pro tcely paralelizace vypoctu vyuzivajiciho pouze
standardni jazyk C++ byla implementovana vlastni zdsobarna vldken a dale
byla navrzena a implementovana specializovand hesovaci tabulka, kterd byla
pouzita pro implementaci akumuldtoru s hesovanim. Cile prace bylo dosazeno
implementaci celkem ti{ variant SpGEMM vypoctu. Prvni variantou je sek-
venc¢ni implementace, druhou variantou je paralelni verze vyuzivajici knihovnu
OpenMP a tfeti variantou je paralelni verze vyuzivajici implementovanou zé-
sobarnu vldken pro paralelizaci vypoctu. Pii vyvoji byly zohlednény také tech-
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niky pro eliminaci falesného sdileni a byly vysvétleny optimalizace prekladace
pro predavani vypocitanych vysledka prostiednictvim navratovych hodnot.
Korektnost vytvorenych CLI aplikaci byla zajisténa implementaci robustnich
testll v testovacim frameworku Doctest. Veskeré procesy spojené s kompilaci,
spousténim testli a generovanim dokumentace byly plné automatizovany pro-
strednictvim nastroje CMake. Tyto procesy byly dale integrovany do pipeline
kontinualni integrace na fakultni instanci systému GitLab, véetné automati-
zace nasazeni vygenerované dokumentace na platformu PagesFIT.

V zavérecné fazi probéhlo zevrubné vykonnostni méfeni na vypocetnich
uzlech fakultniho klastru ClusterFIT. Méreni bylo provedeno na vypocetnich
uzlech s procesorem Fujitsu A64FX a také na uzlu s procesorem AMD EPYC
7543P. Pro ucely méreni bylo stanoveno pét kategorii ridkych ¢tvercovych ma-
tic podle jejich radu, a pro kazdou takovou kategorii byla z kolekce SuiteSparse
Matrix Collection vybrana minimalné jedna matice s celoc¢iselnymi, realnymi
a komplexnimi nenulovymi prvky, pokud takové matice byly pro danou kate-
gorii v SuiteSparse Matrix Collection k dispozici. Pro kazdou vybranou matici
byla zméfena doba vypoétu A2 = A - A, kde A € C™" je vstupni &tver-
cova matice, a to pro sekvencéni variantu, pro paralelni variantu vyuzivajici
knihovnu OpenMP a pro paralelni variantu vyuzivajici pouze prostiedky stan-
dardni knihovny jazyka C++. Takto namérend data slouzila k vypoctu dalsich
klicovych metrik, konkrétné paralelni ceny, paralelniho zrychleni a paralelni
efektivnosti. Ze ziskanych vysledku vyplynulo, Ze nejlepsich vysledktu dosahuje
varianta vyuzivajici knihovnu OpenMP. V ramci vyhodnoceni byly identifi-
kovany vyhody a omezeni obou implementovanych paraleliza¢nich pristupi,
pricemz byl stanoven zavér, ze pro védeckd méreni a tulohy vyzadujici vysoce
specializovanou paralelizaci je nejvhodnéjsi volbou pouziti existujiciho reseni
typu OpenMP.

VsSechny stanovené cile této prace byly splnény. Vysledkem jsou tti varianty
aplikace pro nasobeni ridkych matic, které umoznuji objektivni porovnani vy-
sokoturovnového pristupu pomoci knihovny OpenMP s nizkotroviovou parale-
lizaci prostrednictvim vlastni zasobarny vlaken v modernim standardu jazyka
C++. Vyhodnoceni metrik paralelni ceny, zrychleni a efektivnosti ukazalo kon-
krétni vyhody a omezeni jak pristupu zaloZzeného na direktivich OpenMP, tak
explicitni spravy vlaken pomoci jazyka C++. Tato diplomovéa prace tak posky-
tuje ucelenou a prakticky podlozenou analyzu, kterda usnadni rozhodovani pri
budoucim navrhu paralelnich algoritmi pro operace nad rfidkymi maticemi.

12.1 MozZnosti rozsireni

Prestoze byly splnény vSechny vytycené cile, je oblast paralelizace nasobeni
fidkych matic natolik rozsahla, ze nabizi hned nékolik moznosti dalsiho rozsi-
feni této diplomové prace.

Prvni velmi zajimavou moznosti rozsifeni této prace je rozsifeni paralel-
nich variant nésobeni ridkych matic na distribuované verze prostrednictvim
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standardu pro posilani zprav MPI. Hybridni pfistup, ktery by kombinoval pa-
ralelizaci uvnitt jednoho vypocetniho uzlu pomoci OpenMP nebo C++ vldken
se sitovou komunikaci napri¢ jednotlivymi uzly klastru, by umoznil distribu-
ované nasobeni matic velmi velkych rozméri s vysokym poctem nenulovych
prvki, kvili kterym by se tyto ridké matice nevesly do operac¢ni paméti jednoho
vypocetniho uzlu. Pro tuto distribuovanou variantu by musela byt vénovana
zvlastni pozornost grafovym metodam rozdéleni vypocetni zatéze, aby byla
udrzena komunikace mezi uzly vypocetniho klastru na co nejnizsi trovni.

Druhou moznosti rozsiteni je implementace dalsich typa akumulator pro
akumulaci mezivysledku, jako je napriklad SPA, ESC nebo akumulatory zalo-
zené na haldé ¢i slévani. Protoze kazda z téchto metod mé odlisné naroky na
pameét a vypocetni cas v zavislosti na mnozstvi zpracovavanych dat, nabizi se
také implementace mechanismu pro jejich dynamicky vybér. Tento pristup by
béhem vypoctu analyzoval stanovenou charakteristiku, napiiklad pomér pre-
dikce celkového poc¢tu nenulovych prvkt v daném fadku vystupni matice k jeji
velikosti, a na zakladé toho by byl zvolen optimalni akumulator.

Dalsi zajimavou moznosti rozsiteni je paralelni detekce symetrie vystupni
fidké matice C. Souborovy format Matrix Market podporuje ulozeni matic
obecnych, symetrickych, antisymetrickych a Hermitovskych. Pro efektivni ulo-
zeni matic dokaze format Matrix Market vyuzit vlastnosti plynouci z typu
symetrie takové matice, napiiklad pro symetrickou matici jsou vynechany
vSechny prvky pod nebo nad hlavni diagondlou. Toto rozsifeni by pro matici
v nékterém z ridkych formati, jako je napr. CSR, CSC nebo COOQO, detekovalo
druh jeji symetrie, pricemz samotny vypocet by byl paralelizovan s vyuzitim
knihovny OpenMP nebo zdsobarny vlaken implementované v ramci této diplo-
mové prace.



Priloha A

Uzivatelska prirucka

Tato diplomova préace poskytuje tii varianty aplikace pro nasobeni fidkych ma-
tic. Prvni varianta je sekvencni verze seq_spgemm, druha varianta je paralelni
verze omp_spgemm vyuzivajici OpenMP a tfeti varianta par_spgemm vyuziva
pro paralelizaci C++ vldkna. Pro vSechny tii varianty plati, Zze obé vstupni
matice musi byt ve formatu Matrix Market.

Soucasti projektu je také samostatna aplikace pro méreni measurements.
Tato aplikace méif ¢as vipoétu A2 = A-A, kde A € C™" je vstupni étvercova
matice. Konkrétni variantu SpGEMM vypoctu, kterd se ma pro méreni pouzit,
lze specifikovat danym argumentem z prikazové radky.

A.1 Zavislosti

A.1.1 Povinné zavislosti

m (C++ prekladac
= Kompilator musi podporovat standard C++20 a mit zdkladni podporu
OpenMP 5.0
= Napiiklad:
* GCC 13 a noveéjsi

* Clang 17 a novéjsi
+ MSVC 19.29 a noveéjsi

m CMake
= Vyzadovana verze 3.22.1 a novejsi

= https://cmake.org/

= Na distribucich zalozenych na Debianu lze pouzit piikaz: sudo apt-get
install cmake
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Zavislosti

= Predkompilované bindrni soubory jsou ke stazeni na oficidlnich stran-
kéch na odkazu: https://cmake.org/download/

A.1.2 Volitelné zavislosti

Nasledujici zavislosti jsou volitelné, coz znamena, ze vSechny aplikace, véetné
aplikace pro méreni, se bez téchto zavislosti korektné zkompiluji. Pokud vsak
nebude na cilovém systému Doxygen k dispozici, nebude mozné vygenerovat
dokumentaci projektu, a pokud nebude k dispozici Graphviz, nebude mozné
vygenerovat vizualizace t¥id.

= Doxygen

= https://www.doxygen.nl/

= Na distribucich zalozenych na Debianu lze pouzit piikaz: sudo apt-get
install doxygen

m Graphviz

= https://graphviz.org/

= Na distribucich zalozenych na Debianu lze pouzit piikaz: sudo apt-get
install graphviz

A.1.3 Pouzité externi knihovny

Vsechny knihovny uvedené nize neni potteba instalovat na cilovy systém. Tyto
knihovny jsou stazeny automaticky prostfednictvim funkce FetchContent na-
stroje CMake. Béhem kompilace je proto nutné pripojeni k internetu.

= argparse

= https://github.com/p-ranav/argparse

= Pouzito pro zpracovani argumentu z prikazové radky
= fast matrix market

= https://github.com/alugowski/fast_matrix_market

= Pouzito pro nacitani Matrix Market souboru do vnitini datové struktury
= Doctest

= https://github.com/doctest/doctest

= Pouzito pro testovani implementovanych trid
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A.2 Sestaveni

Projekt pouziva nastroj CMake, proto lze k vygenerovani soubort pro sestaveni
pouzit nasledujici prikazy:

mkdir build
cd build
cmake ..

Jakmile jsou soubory pro sestaveni vygenerovany, lze projekt zkompilovat
pomoci nésledujiciho prikazu v adresari build:

make -j $(nproc)

Pokud jsou na cilovém systému nainstalovany zavislosti Doxygen a Graph-
viz, 1ze dokumentaci projektu vygenerovat pomoci néasledujiciho prikazu v ad-
resari build:

make docs

V ramci kontinualni integrace je na fakultni instanci systému GitLab doku-
mentace projektu generovana automaticky. Tato vygenerovana dokumentace
je také automaticky nasazena na PagesFIT na nasledujicim vefejné dostupném
odkaze:

= https://javormat.pages.fit/ni-dip-spgemm/

A.3 Pouziti

A.3.1 seq_spgemm

./seq_spgemm [--help] [--version] [--sort] [--prune]
[--format FORMAT] [--output PATH] matrix-A matrix-B

Vypocita soucin ¥idkjch matic A a B.
Pozicni argumenty:
matrix-A Cesta k souboru s matici A.

matrix-B Cesta k souboru s matici B.

Volitelné argumenty:

-h, --help VypiSe napovédu a ukonci program.
-v, —-version VypiSe verzi aplikace a ukonéi program.
-s, ——sort Seradi nenulové prvky v fadku vystupni

matice C podle sloupcového indexu.
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-p, ——prune Odstrani nulové prvky vzniklé
algebraickym vynulovanim z radka
vystupni matice C.

-f, ——format FORMAT Specifikuje format vystupni matice C.
Podporované formaty: "mm" (Matrix
Market), "raw" (neformatovani data
matice) [vychozi: "mm"]

-0, ——output PATH Specifikuje soubor pro zapis vystupni
matice C. Pokud neni zadan, pouzije se
standardni vystup.

A.3.2 omp_spgemm

Vychozi hodnota poc¢tu vldken je uréena podle poc¢tu dostupnych jader sys-
tému, na kterém byla aplikace zkompilovana.

./omp_spgemm [--help] [--version] [--sort] [--prune]
[--format FORMAT] [--output PATH]
[--threads NUM_THREADS] matrix-A matrix-B

Vypocita soucin ¥idkjch matic A a B.
Poziéni argumenty:
matrix-A Cesta k souboru s matici A.

matrix-B Cesta k souboru s matici B.

Volitelné argumenty:

-h, --help VypiSe néapovédu a ukonci program.
-v, —-version VypiSe verzi a ukonci program.
-s, —--sort Sefadi nenulové prvky v kaZdém

radku vystupni matice C podle
sloupcového indexu.

-p, ——prune Odstrani nulové prvky vzniklé
algebraickjm vynulovanim z radka
vystupni matice C.

-f, ——format FORMAT Specifikuje format vystupni
matice C. Podporované formaty:
"mm" (Matrix Market), "raw"
(neformdtovana data matice).
[vichozi: "mm"]

-0, ——-output PATH Specifikuje soubor pro zapis
vistupni matice C. Pokud neni
zadan, pouzije se standardni
vistup.
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-t, —-—threads NUM_THREADS Specifikuje pocet vlaken pro
paralelni vipolet. [v§ychozi: 48]

A.3.3 par_spgemm

Vychozi hodnota poc¢tu vldken je urcena podle poctu dostupnych jader sys-
tému, na kterém byla aplikace zkompilovana.

./par_spgemm [--help] [--version] [--sort] [--prune]
[--format FORMAT] [--output PATH]
[--threads NUM_THREADS] matrix-A matrix-B

Vypolitd soucin Fidkych matic A a B.
Poziéni argumenty:
matrix-A Cesta k souboru s matici A.

matrix-B Cesta k souboru s matici B.

Volitelné argumenty:

-h, --help VypiSe napovédu a ukonci program.

-v, —-version VypiSe verzi aplikace a ukonci
program.

-s, —-sort Seradi nenulové prvky v kazdém

Tadku vystupni matice C podle
sloupcového indexu.

-p, ——prune Odstrani nulové prvky vzniklé
algebraickym vynulovanim z radka
vistupni matice C.

-f, ——format FORMAT Specifikuje format vystupni
matice C. Podporované forméty:
"mm" (Matrix Market), "raw"
(neformdtovana data matice).
[vichozi: "mm"]

-0, ——output PATH Specifikuje soubor pro zapis
vystupni matice C. Pokud neni
zadan, pouZije se standardni
vystup.

-t, —-—threads NUM_THREADS Specifikuje pocet vlaken pro
paralelni vypoet. [vjchozi: 48]

A.3.4 measurements

Vychozi hodnota poc¢tu vldken je urcena podle pocétu dostupnych jader sys-
tému, na kterém byla aplikace zkompilovana.
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./measurements [--help] [--version] [--algo ALGORITHM]
[--threads NUM_THREADS] matrix-A

Zméri dobu vypoltu druhé mocniny ¥idké matice A.

Pozi¢ni argumenty:
matrix-A Cesta k souboru s matici A.

Volitelné argumenty:

-h, --help VypiSe napovédu a ukonli program.
-V, —-version VypiSe verzi aplikace a ukonci
-a, —-—algo ALGORITHM Specifikuje variantu SpGEMM

vipoltu. Podporované varianty:
"seq" (sekvenéni), "omp"
(paralelni s OpenMP), "par"
(paralelni s C++ vlakny)
[v§chozi: "seq"]

-t, —-—-threads NUM_THREADS Specifikuje poCet vlaken pro
paralelni vypoclet. Pro sekvencni
variantu je tato hodnota
ignorovéana. [v§ychozi: 48]

A.3.5 Automatizace méreni

Pro ucely automatizace métreni na fakultnim klastru ClusterFIT byl imple-
mentovian Bash skript measurements.sh. Skript ocekavd, ze binarni soubor
pro méreni na uzlu ARM64 se nachazi ve slozce build_arm a bindrni soubor
pro méreni na uzlu AMDG64 ve slozce build_amd. Jeho pouziti je nasledujici:

./measurements.sh queue folder [num_threads]

Poziéni argumenty:

queue Urcuje frontu uloh, kterd se mad pouzit pro
méf¥eni.

folder Adresar s maticemi, pro které se md provést
méf¥eni.

Volitelné argumenty:
num_threads  Urcuje polet vlaken pro paralelni varianty
SpGEMM vypoctu. Pokud neni zadén, pouzije se
pocet vlaken rovnajici se poctu jader
dostupnjch na zadaném typu uzlu.
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A.3.6 Testy

Vsechny testy lze spustit ze slozky se zkompilovanymi bindrnimi soubory na-
sledujicim prikazem:

ctest . --output-on-failure -j $(nproc)
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Data pro meéreni

Vybrané matice byly rozdéleny do péti kategorii podle svého fadu. Konkrétni
meze jednotlivych kategorii lze nalézt v kapitole 11. V souladu se znacenim
z kapitoly 4.3 oznacuje nnz pocet nenulovych prvki dané matice.

Vsechny matice vybrané pro méreni pochazeji z kolekce SuiteSparse Matrix
Collection [24] a jsou tedy dostupné ke stazeni na oficidlnich strankach kolekce
na nésledujici URL adrese: https://sparse.tamu.edu/

Vsechny vybrané matice byly pro tcely této prace rozdéleny do slozek podle
nazvu kategorie matice a byly zabaleny do jednoho archivu, ktery byl nahran
na tlozisté ownCloud [82]. Tento archiv je verejné dostupny na nasledujici URL
adrese: https://owncloud.cesnet.cz/index.php/s/GaK9eHieKEv8CB9

B.1 Velmi malé matice

Nazev Rad nnz Datovy typ
Pajek/GD96_ a 1096 1677 integer
GHS_indef/exdata_1 6001 2269500 real
Nemeth/nemeth23 9506 1506810 real
Newman /netscience 1589 5484 real
Norris/heart3 2339 680341 real
Bai/qc2534 2534 463 360 complex
HB/younglc 841 4089 complex

B Tabulka B.1 Matice vybrané pro méfeni z kategorie velmi malych matic.
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Malé matice

B.2 Malé matice

Nazev Rad nnz Datovy typ
Chen/pkustk12 94653 7512317 pattern
Gupta/gupta3 16783 9323427 pattern
Gaertner/pesa 11738 79566 integer
Bova/rmal0 46835 2329092 real
FEMLAB/poisson3Da 13514 352762 real
QY /case39 40216 1042160 real
Williams/cant 62451 4007383 real
Williams/consph 83334 6010480 real
Williams/pdb1HY'S 36417 4344765 real
QCD/conf5_4-8x8-05 49152 1916928 complex

B Tabulka B.2 Matice vybrané pro méreni z kategorie malych matic.

B.3 Stredni matice

Nazev Rad nnz Datovy typ
DIMACS10/ut2010 115 406 572066 integer
Boeing/pwtk 217918 11524432 real
DNVS/shipsecl 140874 3568176 real
GHS__psdef/hood 220542 9895422 real
Hamm /scircuit 170 998 958 936 real
PARSEC/SiO2 155331 11283503 real
Oberwolfach /filter3D 106437 2707179 real
Pajek/patents main 240 547 560 943 real
Um/2cubes_ sphere 101492 1647264 real
Um/offshore 259789 4242673 real
vanHeukelum/cagel2 130228 2032536 real
Williams/mac__econ_ fwd500 206 500 1273389 real
Chevron/Chevron3 381381 3413113 complex

B Tabulka B.3 Matice vybrané pro méfeni z kategorie stfednich matic.
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Velké matice

B.4 Velké matice
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Nazev Rad nnz Datovy typ
Bourchtein/atmosmodm 1489752 10319760 integer
Bodendiek/CurlCurl 3 1219574 13544618 real
Dziekonski/dielFilterV3real 1102824 89306 020 real

Schenk /nlpkkt120 3542400 95117792 real
vanHeukelum/cagel5 5154859 99199551 real
VLSI/vas_stokes_4M 4382246 131577616 real
Williams/webbase-1M 1000 005 3105536 real

B Tabulka B.4 Matice vybrané pro méfeni z kategorie velkych matic.

B.5 Velmi velké matice

Nazev Rad nnz Datovy typ
DIMACS10/delaunay n24 16 777216 100663 202 pattern
DIMACS10/hugetrace-00010 12057441 36 164 358 pattern
DIMACS10/rgg n 2 24 sO 16777216 265114400 pattern
GAP/GAP-road 23947347 57708624 integer
FlowIPM22/Spielman k400 21413602 64401604 real

B Tabulka B.5 Matice vybrané pro méreni z kategorie velmi velkych matic.



Priloha C

Vysledky méreni

Tato priloha obsahuje kompletni vysledky vSech méreni na fakultnim klastru
ClusterFIT, kterd byla provedena pro matice, jejichz detailni popis je uveden
v priloze B.

Tato priloha je rozdélena do dvou hlavnich ¢asti. Prvni ¢ast uvadi vysledky
méreni pro vypocetni uzly s procesorem Fujitsu A64FX, druhd ¢ast uvadi vy-
sledky pro vypocetni uzel s procesorem AMD EPYC 7543P. Kazd4a z téchto
dvou hlavnich ¢ésti je pak déle ¢lenéna podle kategorii matic, které byly vy-
brany pro méreni. Blizsi informace o vypocetnich systémech pouzitych pro
méteni a popis kategorii vybranych fidkych matic jsou uvedeny v kapitole 11.

Pro kazdou kategorii matic jsou uvedeny tii tabulky. Prvni tabulka uvadi
c¢as SpGEMM vypoctu pro sekvenc¢ni variantu, paralelni OpenMP variantu
a pro paralelni variantu s C++ vldkny. Druhd tabulka ukazuje pro paralelni
OpenMP variantu paralelni vykonnostni metriky, konkrétné jsou uvedeny pa-
ralelni cena, paralelni zrychleni a paralelni efektivnost. Treti tabulka pak uvadi
tyto metriky pro paralelni variantu s C++ vlakny.
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C.1 Vysledky pro uzly s procesorem Fujitsu A64FX

C.1.1 Velmi malé matice

Matice Sekvencni [s] OpenMP [s] C++ [s]
Pajek/GD96_ a 0,002 0,001 0,016
GHS__indef/exdata_ 1 107,156 4,416 5,226
Nemeth /nemeth23 4,502 0,349 0,416
Newman /netscience 0,004 0,018 0,018
Norris/heart3 9,962 0,287 0,318
Bai/qc2534 1,805 0,149 0,209
HB /younglc 0,001 0,001 0,018

B Tabulka C.1 Casy vypoctu pro velmi malé matice na AArch64 uzlu.

Matice Cena Zrychleni Efektivnost
Pajek/GD96_a 0,048 2,000 0,041
GHS__indef/exdata_1 211,968 24,265 0,506
Nemeth /nemeth23 16,752 12,900 0,267
Newman /netscience 0,864 0,222 0,005
Norris/heart3 13,776 20,774 0,433
Bai/qc2534 7,152 12,114 0,252
HB/younglc 0,048 1,000 0,021

B Tabulka C.2 Vykonnostni metriky OpenMP varianty pro velmi malé matice na

AArch64 uzlu.
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Matice Cena Zrychleni Efektivnost
Pajek/GD96_a 0,768 0,125 0,003
GHS_indef/exdata_1 250,848 20,504 0,427
Nemeth /nemeth23 19,968 10,822 0,225
Newman /netscience 0,864 0,222 0,005
Norris/heart3 15,264 18,748 0,391
Bai/qc2534 10,032 8,636 0,180
HB/younglc 0,864 0,055 0,001

B Tabulka C.3 Vykonnostni metriky varianty s C++ vldkny pro velmi malé matice
na AArch64 uzlu.
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C.1.2 Malé matice

Matice Sekvencni [s] OpenMP [s] C++ [s]
Chen/pkustk12 109,732 18,138 17,462
Gupta/gupta3 1114,562 78,884 75,485
Gaertner/pesa 0,029 0,019 0,020
Bova/rmal0 3,579 0,671 0,773
FEMLAB /poisson3Da 0,562 0,097 0,105
QY /case39 204,121 25,594 26,487
Williams/cant 6,016 0,755 0,789
Williams/consph 10,482 1,201 1,352
Williams/pdb1HYS 13,060 1452 1,777
QCD/conf5_4-8x8-05 2,984 0,415 0,429

B Tabulka C.4 Casy vypocétu pro malé matice na AArch64 uzlu.

Matice Cena Zrychleni Efektivnost
Chen/pkustk12 870,624 6,050 0,126
Gupta/gupta3 3786,432 14,129 0,294
Gaertner/pesa 0,912 1,526 0,031
Bova/rmal0 32,208 5,334 0,111
FEMLAB /poisson3Da 4,656 5,794 0,121
QY /case39 1228,512 7,975 0,166
Williams/cant 36,240 7,968 0,166
Williams /consph 57,648 8,728 0,181
Williams/pdb1HYS 69,696 8,994 0,187
QCD/conf5_4-8x8-05 19,920 7,190 0,150

B Tabulka C.5 Vykonnostni metriky OpenMP varianty pro malé matice na
AArch64 uzlu.
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Matice Cena Zrychleni Efektivnost
Chen /pkustk12 838,176 6,284 0,131
Gupta/gupta3 3623,280 14,765 0,307
Gaertner /pesa 0,960 1,450 0,030
Bova/rmal0 37,104 4,630 0,096
FEMLAB /poisson3Da 5,040 5,352 0,112
QY /case39 1271,376 7,706 0,161
Williams /cant 37,872 7,625 0,159
Williams/consph 64,896 7,753 0,162
Williams/pdb1HY'S 85,296 7,349 0,153
QCD/conf5_ 4-8x8-05 20,592 6,956 0,145

B Tabulka C.6 Vykonnostni metriky varianty s C++ vlakny pro malé matice na
AArch64 uzlu.
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C.1.3 Stredni matice

Matice Sekvenéni [s] OpenMP [s] C++ [s]
DIMACS10/ut2010 0,966 0,069 0,112
Boeing/pwtk 14,720 1,450 1,549
DNVS/shipsecl 6,266 0,773 0,838
GHS_ psdef/hood 14,048 1,371 1,507
Hamm /scircuit 4,740 0,242 0,285
PARSEC/Si02 547,420 120,118 122,604
Oberwolfach /filter3D 3,702 0,579 0,635
Pajek/patents_ main 2,577 0,123 0,171
Um/2cubes_ sphere 1,518 0,236 0,238
Um/offshore 4,115 0,583 0,652
vanHeukelum /cagel2 2,467 0,349 0,379
Williams/mac__econ_ fwd500 1,055 0,122 0,172
Chevron/Chevron3 1,258 0,306 0,393

B Tabulka C.7 Casy vypoctu pro stfedni matice na AArch64 uzlu.

Matice Cena Zrychleni Efektivnost
DIMACS10/ut2010 3,312 14,000 0,291
Boeing/pwtk 69,600 10,152 0,211
DNVS/shipsecl 37,104 8,106 0,168
GHS__psdef/hood 65,808 10,247 0,213
Hamm /scircuit 11,616 19,587 0,408
PARSEC/Si02 5765,664 4,557 0,095
Oberwolfach /filter3D 27,792 6,394 0,133
Pajek/patents__main 5,904 20,951 0,436
Um/2cubes__sphere 11,328 6,432 0,134
Um/offshore 27,984 7,058 0,147
vanHeukelum/cagel2 16,752 7,069 0,147
Williams /mac__econ__fwd500 5,856 8,648 0,180
Chevron/Chevron3 14,688 4,111 0,085

B Tabulka C.8 Vykonnostni metriky OpenMP varianty pro stfedni matice na
AArch64 uzlu.
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Matice Cena Zrychleni Efektivnost
DIMACS10/ut2010 5,376 8,625 0,180
Boeing/pwtk 74,352 9,503 0,198
DNVS/shipsecl 40,224 7,477 0,155
GHS__psdef/hood 72,336 9,322 0,194
Hamm/scircuit 13,680 16,632 0,346
PARSEC/Si02 5884,992 4,465 0,093
Oberwolfach /filter3D 30,480 5,830 0,121
Pajek/patents_ main 8,208 15,070 0,314
Um/2cubes_ sphere 11,424 6,378 0,133
Um/offshore 31,296 6,311 0,131
vanHeukelum /cagel2 18,192 6,509 0,135
Williams/mac__econ__fwd500 8,256 6,134 0,127
Chevron/Chevron3 18,864 3,201 0,066

B Tabulka C.9 Vykonnostni metriky varianty s C++ vldkny pro stfedni matice na
AArch64 uzlu.
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C.1.4 Velké matice

Matice Sekvencni [s] OpenMP [s] C++ [s]
Bourchtein/atmosmodm 4,331 0,816 1,013
Bodendiek/CurlCurl_3 8,252 1,435 1,687
Dziekonski/dielFilterV3real 292,654 39,332 40,099
Schenk /nlpkkt120 120,848 13,935 14,803
vanHeukelum/cagel5 164,559 18,512 18,961
VLSI/vas_ stokes_ 4M 346,003 33,938 34,838
Williams/webbase-1M 200,137 18,685 18,356

B Tabulka C.10 Casy vypoctu pro velké matice na AArch64 uzlu.

Matice Cena Zrychleni Efektivnost
Bourchtein /atmosmodm 39,168 5,308 0,110
Bodendiek/CurlCurl__3 68,880 5,751 0,120
Dziekonski/dielFilterV3real 1887,936 7,441 0,155
Schenk /nlpkkt120 668,880 8,672 0,181
vanHeukelum /cagel5 888,576 8,889 0,185
VLSI/vas__stokes_ 4M 1629,024 10,195 0,212
Williams /webbase-1M 896,880 10,711 0,223

B Tabulka C.11 Vykonnostni metriky OpenMP varianty pro velké matice na

AArch64 uzlu.
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Matice Cena Zrychleni Efektivnost
Bourchtein/atmosmodm 48,624 4,275 0,089
Bodendiek/CurlCurl 3 80,976 4,892 0,102
Dziekonski/dielFilterV3real 1924,752 7,298 0,152
Schenk /nlpkkt120 710,544 8,164 0,170
vanHeukelum /cagel5 910,128 8,678 0,180
VLSI/vas_ stokes_ 4M 1672,224 9,932 0,207
Williams /webbase-1M 881,088 10,903 0,227

B Tabulka C.12 Vykonnostni metriky varianty s C++ vldkny pro velké matice na
AArch64 uzlu.
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C.1.5 Velmi velké matice

Matice Sekvencni [s] OpenMP [s] C++ [s]
DIMACS10/delaunay_n24 88,701 7,810 10,488
DIMACS10/hugetrace-00010 14,572 2,225 4,486
DIMACS10/rgg_n_2 24 s0 207,303 28,786 28,997
GAP/GAP-road 91,234 4083 7,896
FlowIPM22/Spielman_ k400 984,610 24,269 27,900

B Tabulka C.13 Casy vypoctu pro velmi velké matice na AArch64 uzlu.

Matice Cena Zrychleni Efektivnost
DIMACS10/delaunay_n24 374,880 11,357 0,237
DIMACS10/hugetrace-00010 106,800 6,549 0,136
DIMACS10/rgg n_2 24 sO 1381,728 7,201 0,150
GAP/GAP-road 195,984 5,201 0,108
FlowIPM22/Spielman_ k400  1164,912 40,571 0,845

B Tabulka C.14 Vykonnostni metriky OpenMP varianty pro velmi velké matice na

AArch64 uzlu.

Matice Cena Zrychleni Efektivnost
DIMACS10/delaunay_ n24 503,424 8,457 0,176
DIMACS10/hugetrace-00010 215,328 3,248 0,067
DIMACS10/rgg_n_2_ 24 s0 1391,856 7,149 0,149
GAP/GAP-road 379,008 2,689 0,056
FlowIPM22/Spielman_ k400  1339,200 35,291 0,735

B Tabulka C.15 Vykonnostn{ metriky varianty s C++ vldkny pro velmi velké matice

na AArch64 uzlu.
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C.1.6 Prtmérné zrychleni

Skupina matic OpenMP C++

Velmi malé 10,468 8,445
Malé 7,369 6,987
Stredni 9,793 8,112
Velké 8,138 7,735
Velmi velké 14,176 11,367

B Tabulka C.16 Prumérné zrychleni v ramci jednotlivych skupin matic na uzlu
AArch64.

C.1.7 Casy vypoctu a zrychleni v zavislosti na poétu
vlaken

Pocet vldken OpenMP [s] C++ [s]

1 284,156 279,883
8 56,201 56,492
16 42,680 42,905
32 26,143 26,576
48 18,685 18,356

B Tabulka C.17 Casy vypoctu paralelnich variant v zavislosti na poé¢tu vlaken pro
matici Williams/webbase-1M na uzlu AArch64.

Pocet vldken OpenMP C++

1 0,704 0,715
8 3,561 3,543
16 4,689 4,665
32 7,655 7,531
48 10,711 10,903

B Tabulka C.18 Zrychleni paralelnich variant v zavislosti na poc¢tu vlaken pro
matici Williams/webbase-1M na uzlu AArch64.
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C.2 Vysledky pro uzel s procesorem AMD EPYC
7543P

C.2.1 Velmi malé matice

Matice Sekven¢ni [s] OpenMP [s] C++ [s]
Pajek/GD96_a 0,0005 0,0002 0,018
GHS__indef/exdata_ 1 20,087 1,264 1,259
Nemeth /nemeth23 1,442 0,118 0,203
Newman /netscience 0,001 0,0004 0,021
Norris/heart3 1,245 0,082 0,082
Bai/qc2534 0,842 0,056 0,143
HB/younglc 0,0004 0,0004 0,019

B Tabulka C.19 Casy vypoc¢tu pro velmi malé matice na x86_ 64 uzlu.

Matice Cena Zrychleni Efektivnost
Pajek/GD96_a 0,013 2,500 0,039
GHS_ indef/exdata_1 80,896 15,892 0,248
Nemeth /nemeth23 7,552 12,220 0,191
Newman /netscience 0,026 2,500 0,039
Norris/heart3 5,248 15,183 0,237
Bai/qc2534 3,584 15,036 0,235
HB/younglc 0,026 1,000 0,016

B Tabulka C.20 Vykonnostni metriky OpenMP varianty pro velmi malé matice na
x86_ 64 uzlu.
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Matice Cena Zrychleni Efektivnost
Pajek/GD96_a 1,152 0,028 0,000
GHS__indef/exdata_1 80,576 15,955 0,249
Nemeth /nemeth23 12,992 7,103 0,111
Newman /netscience 1,344 0,048 0,001
Norris/heart3 5,248 15,183 0,237
Bai/qc2534 9,152 9,888 0,092
HB/younglc 1,216 0,021 0,000

B Tabulka C.21 Vykonnostni metriky varianty s C++ vldkny pro velmi malé matice
na x86_ 64 uzlu.
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C.2.2 Malé matice

Matice Sekvencni [s] OpenMP [s] C++ [s]
Chen/pkustk12 29,081 8,194 8,299
Gupta/gupta3 266,115 15,460 15,426
Gaertner/pesa 0,011 0,004 0,028
Bova,/rmal0 1,152 0,264 0,291
FEMLAB /poisson3Da 0,210 0,044 0,090
QY /case39 52,701 9,669 9,694
Williams/cant 1,930 0,347 0,405
Williams/consph 3,412 0,532 0,577
Williams /pdb1HY'S 3,828 0,542 0,610
QCD/conf5_4-8x8-05 1,090 0,197 0,298

B Tabulka C.22 Casy vypoc¢tu pro malé matice na x86_ 64 uzlu.

Matice Cena Zrychleni Efektivnost
Chen/pkustk12 524,416 3,549 0,055
Gupta/gupta3 989,440 17,213 0,269
Gaertner/pesa 0,256 2,750 0,043
Bova/rmal0 16,896 4,364 0,068
FEMLAB /poisson3Da 2,816 4,773 0,075
QY /case39 618,816 5,451 0,085
Williams/cant 22,208 5,562 0,087
Williams/consph 34,048 6,414 0,100
Williams/pdb1HYS 34,688 7,063 0,110
QCD/conf5_4-8x8-05 12,608 5,533 0,086

B Tabulka C.23 Vykonnostni metriky OpenMP varianty pro malé matice na
x86_ 64 uzlu.
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Matice Cena Zrychleni Efektivnost
Chen/pkustk12 531,136 3,504 0,055
Gupta/gupta3 987,264 17,251 0,270
Gaertner/pesa 1,792 0,393 0,006
Bova/rmal0 18,624 3,959 0,062
FEMLAB /poisson3Da 5,760 2,333 0,036
QY /case39 620,416 5,436 0,085
Williams /cant 25,920 4,765 0,074
Williams/consph 36,928 5,913 0,092
Williams/pdb1HY'S 39,040 6,275 0,098
QCD/conf5_4-8x8-05 19,072 3,658 0,057

B Tabulka C.24 Vykonnostn{ metriky varianty s C++ vlakny pro malé matice na
x86_ 64 uzlu.
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C.2.3 Stredni matice

Matice Sekvenéni [s] OpenMP [s] C++ [s]
DIMACS10/ut2010 0,292 0,055 0,130
Boeing/pwtk 4,543 0,645 0,727
DNVS/shipsecl 2,000 0,392 0,473
GHS_ psdef/hood 4,049 0,607 0,698
Hamm /scircuit 1,176 0,101 0,163
PARSEC/Si02 104,846 28,594 28,712
Oberwolfach /filter3D 1,337 0,310 0,375
Pajek/patents_ main 0,618 0,054 0,142
Um/2cubes_ sphere 0,567 0,132 0,206
Um/offshore 1,556 0,346 0,433
vanHeukelum /cagel2 0,818 0,209 0,270
Williams/mac__econ__fwd500 0,336 0,083 0,158
Chevron/Chevron3 0,499 0,186 0,373

B Tabulka C.25 Casy vypoétu pro stiedni matice na x86_ 64 uzlu.

Matice Cena Zrychleni Efektivnost
DIMACS10/ut2010 3,520 5,309 0,083
Boeing/pwtk 41,280 7,043 0,110
DNVS/shipsecl 25,088 5,102 0,080
GHS__psdef/hood 38,848 6,670 0,104
Hamm /scircuit 6,464 11,644 0,182
PARSEC/Si02 1830,016 3,667 0,057
Oberwolfach /filter3D 19,840 4,313 0,067
Pajek/patents__main 3,456 11,444 0,179
Um/2cubes__sphere 8,448 4,295 0,067
Um/offshore 22,144 4,497 0,070
vanHeukelum/cagel2 13,376 3,914 0,061
Williams /mac__econ__fwd500 5,312 4,048 0,063
Chevron/Chevron3 11,904 2,683 0,042

B Tabulka C.26 Vykonnostni metriky OpenMP varianty pro stfedni matice na
x86_ 64 uzlu.
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Matice Cena Zrychleni Efektivnost
DIMACS10/ut2010 8,320 2,246 0,035
Boeing/pwtk 46,528 6,249 0,098
DNVS/shipsecl 30,272 4,228 0,066
GHS__psdef/hood 44,672 5,801 0,091
Hamm/scircuit 10,432 7,215 0,113
PARSEC/Si02 1837,568 3,652 0,057
Oberwolfach /filter3D 24,000 3,565 0,056
Pajek/patents_main 9,088 4,352 0,068
Um/2cubes_ sphere 13,184 2,752 0,043
Um/offshore 27,712 3,594 0,056
vanHeukelum /cagel2 17,280 3,030 0,047
Williams/mac__econ__fwd500 10,112 2,127 0,033
Chevron/Chevron3 23,872 1,338 0,021

B Tabulka C.27 Vykonnostn{ metriky varianty s C++ vlakny pro stfedni{ matice na

x86_ 64 uzlu.
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C.2.4 Velké matice

Matice

Sekvencéni [s]

OpenMP [s] C++ [s]

Bourchtein/atmosmodm
Bodendiek/CurlCurl_3
Dziekonski/dielFilterV3real
Schenk /nlpkkt120
vanHeukelum /cagel5
VLSI/vas_ stokes_ 4M
Williams/webbase-1M

1,092

2,242
80,057
32,912
52,194
87,623
55,331

0,482 0,970
0,867 1,279
14,873 15,136
8,106 8,768

12,053 13,700
17,303 18,324
4,301 4,645

B Tabulka C.28 Casy vypoctu pro velké matice na x86_ 64 uzlu.

Matice Cena Zrychleni Efektivnost
Bourchtein /atmosmodm 30,848 2,266 0,035
Bodendiek/CurlCurl__3 55,488 2,586 0,040
Dziekonski/dielFilterV3real — 951,872 5,383 0,084
Schenk /nlpkkt120 518,784 4,060 0,063
vanHeukelum /cagel5 771,392 4,330 0,068
VLSI/vas__stokes_ 4M 1113,152 5,038 0,079
Williams /webbase-1M 275,264 12,865 0,201

B Tabulka C.29 Vykonnostni metriky OpenMP varianty pro velké matice na

x86_ 64 uzlu.
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Matice Cena Zrychleni Efektivnost
Bourchtein/atmosmodm 62,080 1,126 0,018
Bodendiek/CurlCurl 3 81,856 1,753 0,027
Dziekonski/dielFilterV3real — 968,704 5,289 0,083
Schenk /nlpkkt120 561,152 3,754 0,059
vanHeukelum /cagel5 876,300 3,810 0,060
VLSI/vas_ stokes_ 4M 1172,736 4,782 0,075
Williams /webbase-1M 297,280 11,912 0,186

B Tabulka C.30 Vykonnostni metriky varianty s C++ vldkny pro velké matice na
x86_ 64 uzlu.
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C.2.5 Velmi velké matice

Matice Sekvencni [s] OpenMP [s] C++ [s]
DIMACS10/delaunay_n24 28,781 6,625 10,607
DIMACS10/hugetrace-00010 5,726 2,392 5,432
DIMACS10/rgg 12 24 s0 79,342 15,805 19,914
GAP/GAP-road 8,164 5042 9,668
FlowIPM22/Spielman_ k400 234,409 13,183 18,530

B Tabulka C.31 Casy vypoctu pro velmi velké matice na x86_ 64 uzlu.

Matice Cena Zrychleni Efektivnost
DIMACS10/delaunay_n24 424,000 4,344 0,068
DIMACS10/hugetrace-00010 153,088 2,394 0,037
DIMACS10/rgg n_2 24 sO0 1011,520 5,020 0,078
GAP/GAP-road 322,688 1,619 0,025
FlowIPM22/Spielman_ k400 843,712 17,781 0,278

B Tabulka C.32 Vykonnostni metriky OpenMP varianty pro velmi velké matice na

x86_ 64 uzlu.
Matice Cena Zrychleni Efektivnost
DIMACS10/delaunay_ n24 678,848 2,713 0,042
DIMACS10/hugetrace-00010 347,648 1,054 0,016
DIMACS10/rgg_n_2_ 24 s0 1274,496 3,984 0,062
GAP/GAP-road 618,752 0,844 0,013
FlowIPM22/Spielman_ k400  1185,920 12,650 0,198

B Tabulka C.33 Vykonnostn{ metriky varianty s C++ vldkny pro velmi velké matice

na x86_ 64 uzlu.
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C.2.6 Prtmérné zrychleni

Skupina matic OpenMP C++
Velmi malé 9,190 6,318
Malé 6,267 5,349
Stredni 5,741 3,858
Velké 5,218 4,632
Velmi velké 6,232 4,249

B Tabulka C.34 Prumérné zrychleni v ramci jednotlivych skupin matic na uzlu

C.2.7 Casy vypoctu a zrychleni v zavislosti na poétu

x86_ 64.

vlaken
Pocet vldken OpenMP [s] C++ [s]
4 72,385 70,086
8 15,247 15,123
16 12,212 12,916
32 7.048 7,943
48 5,878 6,199
64 4301 4,645

B Tabulka C.35 Casy vypoctu paralelnich variant v zavislosti na po¢tu vldken pro
matici Williams/webbase-1M na uzlu x86_ 64.

Pocet vlaken OpenMP C++
4 0,764 0,789
8 3,629 3,659
16 4,531 4,284
32 6,962 6,966
48 9,413 8,926
64 12,865 11,912

B Tabulka C.36 Zrychleni paralelnich variant v zavislosti na poc¢tu vlaken pro
matici Williams/webbase-1M na uzlu x86_ 64.
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