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Abstrakt

V tejto praci sa zaoberame interkontextovou Struktirou Uplného zvézu tzv. pat medzi
dvoma fuzzy formalnymi kontextami. Nasa praca sa v Uvode zaoberd zékladnymi
znalostami formalnej konceptovej analyzy a jej fuzzy rozsirenim ako aj efektivhym
vyhladavanim vsSetkych konceptov akéhokol'vek fuzzy formdalneho kontextu. Dany
efektivny pristup sme ako jeden z cielov prace rozsirili pre potreby vyhladavania
vSetkych pat medzi dvoma formalnymi kontextami a na jeho zédklade sme poskytli
navrh pseudoriesenia jedného z otvorenych problémov formalnej konceptovej analyzy.
V praci sa zaoberame aj dalSim jednoduchs$im pristupom vyhladévania pat dvoch
kontextov, ktorého nevyhodou je netplnost’ vystupu. V zavere prace je uvedené mozné

vyuzitie pat v praxi.

KPucové slova: fuzzy formalny kontext, konceptovy zvdz, putd, priamy sucin dvoch

kontextov



Abstract

In this thesis we deal with intercontextual structure called a complete lattice of bonds
between two fuzzy formal contexts. This thesis is organized as follows. At the
beginning we present preliminaries from formal concept analysis and its fuzzy
extension as well as a fast bottom-up algorithm to compute all concepts of arbitrary
fuzzy formal context. One of our objectives was extension of this algorithm in order to
compute all bonds between two formal contexts and after that we provided proposal of
pseudosolution which contributes to one of open problems in formal concept analysis.
We also deal with another approach of computing bonds between two formal contexts,
but the disadvantage of it is incomplete output. The last section is dedicated to possible

use of bonds in practice.

Keywords: fuzzy formal context, concept lattice, bonds, direct product of two formal

contexts
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Uvod

Formalna konceptova analyza je jednou z data-miningovych metdd, ktorej zakladné
piliere postavili nemecki matematici Bernhard Ganter a Rudolf Wille pracou Formal
Concept Analysis [1] a stala sa ve'mi uzito¢nym nastrojom pre charakterizovanie dat
s objektovo-atributovym charakterom. Povinny zaklad formalnej konceptovej analyzy si
predstavime zacinajuc kapitolou 1, kde sme poznatky Cerpali z uZ spominanej prace
Formal Concept Analysis [1]. Coskoro po predstaveni ,klasickej formalnej
konceptovej analyzy boli uvedené pristupy na jej zovSeobecnenie pouzitim myslienok
fuzzy tedrie mnozin. V tejto praci bude v sekcii 1.3 struéne predstavené fuzzy rozsirenie
formalnej konceptovej analyzy Bélohlavkom uvedené v ¢lankoch [7], [8], t.j. z&kladné

pojmy forméalnej konceptovej analyzy ako su kontext a koncept.

V kapitole 2 sa zaoberame efektivnym vyhladavanim konceptov v kontexte
a podrobne sa citatelovi predostiera myslienka hladania vSetkych uzavretych mnozin,
tzv. fixpointov algoritmom, ktory vyuziva paradigmy hornych susedov. Tento
algoritmus sme objavili v ¢lanku [2], ktory vytvoril tim okolo Bé&lohlavka. Skryté
vyznamy najdené v kontexte sa nazyvaju koncepty a ak si zoberieme do Uvahy dva
kontexty, tak skryté vyznamy medzi tymito kontextami nazveme putd medzi
kontextami, ktorymi vieme vyjadrit' vlastnosti medzikontextovych vztahov. V roku
2006 boli v Drazd’anoch prednesené a zoskupené v zbierke [5] otvorené problémy
formalnej konceptovej analyzy a jednym z nich je problém tykajdci sa chapania pat
medzi kontextami. Deviaty problém hl'ada odpoved’ na otazku hladania prirodzene
malého kontextu pre uzavrety systém puat medzi kontextami alebo inak povedané
hl'adania jednoduchej konstrukcie kontextu, ktorého konceptovy zvéz je izomorfny so
zvizom vsetkych pit medzi danymi kontextami. Tato skutocnost’ bola motivaciou
nasho vyskumu, kde sa snazime priblizit’ k rieSeniu tohto problému. Poznatky o putach
sme Cerpali hlavne z ¢lankov [3] od Kridla, Kraj¢iho a Ojeda-Aciego, [6] od Krotzscha,
Hitzlera a Zhanga a knihy [1] od Gantera a Willeho.

V kapitole 3 popisujeme nas prinos, kde zac¢iname vysvetlenim zakladnych pojmov,
napr. puto medzi kontextami, pokracujeme rozsirenim Bélohlavkovho algoritmu pre
hladanie konceptového zvdzu spolu s usporiadanim uvedeného v ¢lanku [2] na
algoritmus pre hl'adanie zvézu put spolu s usporiadanim a kon¢ime ndzornym prikladom

vypoétu nasho algoritmu. Nasledne v kapitole 4 popisujeme transforméciu zvézu put na
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prirodzene maly kontext, ktorého konceptovy zvéz je izomorfny s Uplnym zvdzom
vsetkych put medzi vstupnymi kontextami. Takyto pristup nie je idealny kvoli tomu, ze
nase rieSenie nie je priame v zmysle, ze pre dané 2 kontexty vratime jednoduchym
spdsobom prirodzene maly kontext. Najprv si potrebujeme vybudovat’ zvaz put a az ten
nasledne pretransformujeme na prirodzene maly kontext pomocou znadmych faktov
tedrie zvézov tykajdcich sa supremum/infimum ireducibilnych prvkov. Nase riesenie

nazveme pseudorieSenim kvoli tomuto nedostatku.

Kapitola 5 je venovana d’alSiemu spdsobu hl'adania put medzi dvoma kontextami
prostrednictvom priameho sucinu dvoch kontextov, pricom vSetky detaily st obsiahnuté
v ¢lanku [4].

V kapitole 6 aplikujeme nadobudnuté znalosti v novom pristupe hl'adania skrytych
informécii vo viacerych spolu slvisiacich kontextoch. Tento pristup popiSeme na
modelovom priklade, kde sa shazime vypomoct s identifikovanim spravnych
kandidatov pre dané univerzity a spravnych univerzit pre danych $tudentov, pricom

naSou snahou je ¢im vicsia spravodlivost’ rozdelenia.

Zamerom prace je podat’ Citatel'ovi dostatoéne deskriptivny pohl'ad na putd medzi
kontextami a ukazat’ ich vyznam a rolu vo svete formalnej konceptovej analyzy. Vsetky
spomenuté algoritmy boli uspe$ne naimplementované a otestované v programovacom

jazyku Java.
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1 Zaklady

V tejto kapitole sa Citatel oboznami so vSetkymi potrebnymi znalostami, ktoré su
zékladnymi stavebnymi blokmi pre nas vyskum. Ak je Citatel’ familiarny so znalost'ami
ako posety, Uplné zvézy, Galoisove konexie, klasicka formalna konceptova analyza
a formélna konceptova analyza dat s fuzzy atribitmi moéze spokojne tato kapitolu

preskocit’.

1.1 Struktiiry, s ktorymi pracujeme

Tato podkapitola uvadza potrebné znalosti z tedrie Uplnych zvézov, ktoré su
zakladom formalnej konceptovej analyzy. Vsetky znalosti boli ¢erpané z prace Formal
Concept Analysis od Bernharda Gantera a Rudolfa Willeho [1].

1.1.1 Posety

Definicia 1.1. Uvazujme mnozinu X a binarnu relaciu R € X x X, ktoré je na X

1. reflexivna, ¢ize (Vx € X)(x,x) € R,
2. antisymetricka, ¢ize (Vx,y € X) (((x, V)ERx#y)=(y,x) ¢ R),
3. tranzitivna, ¢ize (Vx,y,z € X) (((x, y) €ER,(y,z) € R) = (x,z) € R).

Reléciu R nazyvame ¢iastoénym usporiadanim na mnozine X. Mnozinu X nazyvame
nosi¢ usporiadania a dvojicu (X, R) nazyvame c¢iasto¢ne usporiadanou mnozinou, teda

posetom.

Definicia 1.2. Nech X je poset.

1. Prvok x € X nazyvame najvaésim prvkom posetu X, ak kazdy iny prvok z X je
od neho mensi.

2. Prvok x € X nazyvame najmensim prvkom posetu X, ak kazdy iny prvok z X
je od neho vacsi.

3. Prvky x,y € X nazyvame porovnatel'né, ak x < y alebo y < x.

4. Prvky x,y € X nazyvame neporovnatel’né, ak nie st porovnatel'né.

5. Poset X nazyvame ret’azcom, ak su kazdé jeho dva prvky porovnatel'né.

13



Definicia 1.3. Nech X je poset a nech P € X. Prvok x € X nazyvame hornym
(dolnym) ohrani¢enim mnoziny P, ak pre vSetky p € P platip < x (p = x). Ak
spomedzi vSetkych hornych (dolnych) ohrani¢eni mnoziny P existuje nejaké najmensie
(najvécsie) y, tak toto ohrani¢enie nazveme supremom (infimom) mnoziny P, ¢o

symbolicky vyjadrime ako y = sup P (y = inf P).

Definicia 1.4. Hovorime, Ze posety (X, <x) a (Y, <y) st izomorfné a zapisujeme
X, <y) = (¥, <), ak existuje bijektivne zobrazenie y: X — Y také, ze
(Vxq,x, € X) (x1 <xx; ©v(x) <y Y(xz))-

Potom zobrazenie y nazyvame izomorfizmom medzi posetmi (X, <y) a (Y, <y).

1.1.2 Zvazy

Definicia 1.5. Poset (L, <) nazyvame zvaz, ak kazda dvojprvkova podmnozina nosica L

ma suprémum aj infimum.

Vdaka existencii ajednoznacnosti supréma a infima pre kazdé dva prvky a,b € L,

mozZeme na zvize L definovat’ nasledujice binarne operacie:
Definicia 1.6.
1. Priesekom A nazyvame binarnu operaciu typu L x L — L definovanu
predpisom (Va,b € L) A (a,b) = a Ab = inf{a, b}.
2. Spojenim V nazyvame binarnu operaciu typu L x L — L definovan( predpisom

(Va,b € L)V (a,b) =aV b =sup{a,b}.

Ak zvdz ma najmensi, resp. najvacsi prvok, zvykneme ho oznacovat’ symbolom 0, resp.

symbolom 1.

Definicia 1.7. Poset (L, <) nazyvame Uplny zvéz, ak kazda podmnozina nosi¢a L ma

suprémum aj infimum,

Definicia 1.8. Algebru (L,A,V,®, — ,0,1) nazyvame Uplny reziduovany zvaz, ak
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1. (L,AV,0,1) je tplny ohrani¢eny zvéz S najmensim prvkom 0 a najvacsim
prvkom 1

2. (L,® ,1) je komutativny monoid, teda @ je binarna relacia, ktora je
komutativna, asociativna a pre kazdy prvok a € Lplatia ® 1 = a

3. ®,— tvoria adjungovanu dvojicu, teda pre vSetky prvky a, b, ¢ € L plati
a @ b < c prave vtedy, ked a < b — ¢, pricom relacia < je usporiadanie

v zvéze L definovana pomocou prieseku A a spojenia V.
Operécie @ (multiplikécia, t-norm) a — (reziduum) plnia Glohu fuzzy konjunkcie

afuzzy implikdcie a zabezpeCuju Strukturu reziduovaného zvdzu na mnozine

pravdivostnych hodnét L.

1.1.3 Galoisove konexie

Definicia 1.9. Nech (X, <y) a (Y, <y) st posety. Necha: X = Yap:Y - X su
zobrazenia medzi tymito posetmi. Dvojicu (a, ) nazyvame (antitonnou) Galoisovou
konexiou medzi posetmi (X, <y) a (Y, <y), ak pre kazdé x,x,,x, € X,y,y,,y, €Y
plati:

X1 < xp 2 alxy) = alxy),

y1=y2 = By = B(y2),

x < Ba()),

y < a(BW)).

Potom hovorime, Ze zobrazenia a, 8 sU (vzajomne) dualne adjungované. Taktiez

P W nhpoe

hovorime, Ze zobrazenie a je dudlnym adjunktom zobrazenia 3, a naopak, ze

zobrazenie B je dualnum adjunktom zobrazenia «a.

Priamo z definicie vyplyvaju zaujimavé vlastnosti skladania zobrazeni tvoriacich

Galoisovu konexiu.
Lema 1.1. Nech X, Y s posety, a nech (a, ) je Galoisova konexia medzi X a Y.

Potom plati

a=aofloa a B=Loacf.

15



Styri podmienky ,,galoisovosti“ dvoch zobrazeni uvedené v definicii 1.9 su spologne

ekvivalentné jedinej podmienke.

Lema 1.2. Nech X, Y st posety anech a: X - Y, :Y — X. Potom dvojica zobrazeni
(a, B) je Galoisovou konexiou medzi X a Y prave vtedy, ked’ pre vietky x € X,y € Y
plati

x<py)ey<alx)

Lema 1.3. Nech X, Y su posety a nech (a, ) je Galoisovou konexiou medzi X a Y.
Potom, ak poset X ma najmensi prvok Oy, tak poset Y musi mat’ najvacsi prvok 1y,

a plati

a(0yx) =1y

Nasledujuce tvrdenie hovori o tom, Ze kazdé zobrazenie medzi dvoma posetmi mdze
figurovat’ nanajvys v jednej Galoisovej konexii.

Lema 1.4. Nech X,Y sU posety a nech (a, 8,), (a, B,) su Galoisove konexie medzi X
aY.Potom g, = f3,.

Kazdy uplny zviz je zvizom akazdy zviz je posetom. Struktira uplného zvizu
v spojeni s Galoisovou konexiou st zakladnymi znalost'ami, o ktoré sa opiera forméalna

konceptové analyza.

Nech (a, B) je Galoisova konexia medzi Gplnymi zvézmi X a Y.
Symbolom L, z budeme oznacovat’ mnoZinu
Lop={(x,y) eXxY:a(x) =y,B(y) = x}

Symbolom <, ; budeme oznacovat reldciu na mnozine L g, predpisant vztahom

(X1, Y1) <ap (X2,¥2) © X1 <x X, © Y1 2y ¥

Veta 1.1. Nech (a, B) je Galoisova konexia medzi Uplnymi zvézmi X a Y. Potom nosi¢

Lg g S Ciasto¢nym usporiadanim <, g tvori Uplny zvaz, v ktorom pre kazdi podmnozinu

{(xi,yi):i € 1} c La,ﬁ platl'
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Ny = [\x. ﬁ(\/%)

i€l i€l i€l

v =8 a(\/xl-) [\

i€l i€l i€l

1.2 Kilasicka formalna konceptova analyza

Data, ktoré zvycajne ukladame do databéaz st peniazmi informatiky. Tym ziskame
istotu, Ze ich nestratime a madme moznost ich kedykol'vek pouzit. Analdgia Urokov
existuje tiez, t.j. v ulozenych datach mézu existovat’ isté suvislosti, ktoré na prvy pohl'ad
pocas vkladania do databdzy nepostrehneme. Niektoré zéznamy si si podobné, ba
dokonca rovnaké, d’alSie tvoria prirodzené skupiny alebo sa nam podari najst’ funkéné
zavislosti medzi hodnotami niektorych ich atribatov. Metody hl'adania takychto

stvislosti sa jednotne nazyvaju data-mining (po slovensky ,,dolovanie v datach*).

Forméalna konceptova analyza je jednou z data-miningovych metdd, ktorej
zakladné piliere postavili nemecki matematici Bernhard Ganter a Rudolf Wille pracou
Formal Concept Analysis a stala sa vel'mi uzitoénym nastrojom pre charakterizovanie
dat s objektovo-atribitovym charakterom. Nimi predkladana tedria je zalozend na
algebraickej tedrii Uplnych zvazov. Predmetom formalnej konceptovej analyzy je
databazova tabul’ka, ktora spia podmienky objektovo-atributoveho modelu. Objektovo-
atribatovy model (vid Tab. 1) je tabulka, ktorej riadky su jednotlivé databazové
polozky (objekty) astipce su vlastnosti (atributy) tychto poloziek. Hodnota

v konkrétnom riadku a stipci tabul’ky zodpoveda prislusnosti daného objektu k atribtu.
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Tab. 1 Priklad objektovo-atribatového modelu

Mat Dej Bio Ang
Patrik X X
Ondrej X X
Ivana X X X
Méria X X
Peter X X

V uvedenom objektovo-atribitovom modeli (Tab. 1) si objektmi Studenti Patrik,
Ondrej, lvana, Maria aPeter a atribGtmi predmety matematika, dejepis, bioldgia
a angli¢tina. Hodnota v konkrétnej bunke znamena, ¢i dany Student zodpovedajlci
predmet absolvoval alebo nie. Uvedené hodnoty danych Studentov istym spdsobom
charakterizuju, ti v§ak majt aj iné vlastnosti, o ktorych sa z tabul’ky nedozvieme. Nasim
vyberom vlastnosti, ktoré budeme skiimat’ sme charakteristiky Studentov zazili. Sme
presvedCeni, Ze nami vybraté vlastnosti st z daného uhla pohl'adu (kontextu) relevantné
a vynechanim nepodstatnych detailov je vysledna charakteristika postacujuca v tomto
zmysle. Tym padom formalna konceptova analyza zanedbava isté aspekty popisovanej
reality, co je zékladom pre abstraktné myslenie. Formalna konceptova analyza je vel'mi
uzitoénym ndastrojom pre hladanie skrytych savislosti medzi objektmi a atribGtmi
vstupnej tabul’ky. Ako napoveda jej nazov, klI'ai¢ovym pojmom je koncept, t.j. vyzna¢na
skupina, ktora vznikla zatried'ovanim objektov a atribitov do vyznaénych skupin. Z n
objektov mozeme vytvorit’ 2™ roznych skupin, avSak nie kazda z nich je zmysluplna.
V urCitom zmysle uzavreté skupiny objektov vytvaraji koncepty. Kazdy koncept vznika
vyraznou podobnost’ou svojich prvkov a ich vyraznou odlisnostou od zvysku objektov
a atribatov. Tato myslienka je pritomna v sposoboch definovania mnoziny. Bud’ ju
definujeme extenzionalne (vymenovanim prvkov) alebo intenzionalne (vymenovanim
pozadovanych vlastnosti, ktoré maju prvky spiiat). Extenzionalna definicia mnoZiny
predstavuje $irku informacii a intenzionalna definicia mnoziny hibku informacii, ktoré

ziskavame. V d’alsom texte tieto poznatky forméalne zadefinujeme.
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Definicia 1.10. Nech X a Y st neprazdne mnoziny a nech I je podmnozinou X X Y.
Potom trojicu (X, Y, I) nazyvame formalny kontext (alebo skratene kontext). Prvky
mnoziny Y nazyvame atribaty, prvky mnoziny X nazyvame objekty a I nazyvame

inciden¢nou relaciou.

Objektovo-atribtovy model v Tab. 1, kde X = {Patrik, Ondrej, Ivana, Maria, Peter} st
Studenti, ktori bud’ absolvovali alebo neabsolvovali predmety Y = {mat, dej, bio, ang}

je prikladom formalneho kontextu. Inciden¢na relacia I je uréena tymto spésobom:

1. (x,y) € I prave vtedy, ak Student x absolvoval predmet y

2. (x,y) & I prave vtedy, ak Student x neabsolvoval predmet y

Vzt'ahy medzi $tudentmi a predmetmi st prehladne zapisané v kontexte (Tab. 1).
Absolvovanie predmetu Studentom oznaCujeme znakom X . Na kontexte Ganter s

Willem definuju symetrické zobrazenia T a {:

Definicia 1.11. Definujme zobrazenia T: P(X) —» P(Y) a l: P(Y) - P(X), ktoré
prisluchaju kontextu (X, Y, I) nasledovnym spésobom (P (X) je oznacdenie pre systém

vsetkych podmnozin mnoZiny X):

1. PreAc X A" ={y eY:(vx € A){x,y) € R}.
2. PreBcY,B'={x€X:(Vy € B){(x,y) € R}.

Zobrazenie T danej mnozine objektov A priraduje maximalnu mnozinu atributov
splnenych vsetkymi objektmi z A. Naopak, zobrazenie | prirad'uje mnozine atribtitov B
maximalnu mnoZinu objektov splhajicich vietky atributy z B. Pouzitie jednotlivych
operatorov je znazornené v Tab. 2 a Tab. 3. Napriklad, pre na3 kontext plati X" = {ang}

(Tab. 2) a {mat, ang}* = {Patrik, Ondrej, Ivana, Maria} (Tab. 3).
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Tab. 2 Priklad pouzitia zobrazenia T

Mat Dej Bio Ang
X
X
X X
X
X

Tab. 3 Priklad pouZitia zobrazenia |

Dej Bio
Patrik
Ondrej
Ivana X
Maria
Peter X X

X" = {ang} je pre nas vel'mi zaujimavym prikladom, pretoZe taktiez plati {ang}* = X.
Je potrebné si uvedomit’ ze tento symetricky vzt'ah medzi mnozinou vsetkych Studentov
X a mnozinou predmetov {ang} ndm hovori, ze vSetci Studenti absolvovali angliétinu.
Inak povedané naSu mnozinu popisujeme extenzionalne, vymenovanim Studentov
(objektov) alebo intenzionalne, vymenovanim vlastnosti, ktoré jej prvky spinaju,
vymenovanim predmetov (atrib(tov). Mnozina vSetkych Studentov X spolu s mnozinou
predmetov {ang} tvoria koncept. Takyto koncept mézete spokojne nazvat’ napriklad
anglictinari. V tomto momente je Citatel'ovi jasné kam nasa snaha bude smerovat’.
Chceme najst’ vSetky koncepty, ktoré sa v kontexte nachadzaju. Pred tym si pojem

koncept formalne zaved'me v definicii nizsie.

Definicia 1.12. Nech (X, Y, I) je formalny kontext vybaveny zobrazeniami T a . Ak

podmnoziny A € X a B C Y st také, e plati A" = B a stidasne B* = A4, tak dvojicu
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(A, B) nazyvame formalny koncept kontextu (X, Y, I). Mnozinu A nazyvame extentom
a mnozinu B nazyvame intentom konceptu (4, B).

Je zrejmé, Ze (A, B) je konceptom prave vtedy, ked A = A™ a B = A", TaktieZ mozeme
povedat’, Ze koncept je dvojica uzavretych mnozin vzhl'adom na Galoisovu konexiu

a uzavreté uzaverovym operatorom danej Galoisovej konexie.

V naSom kontexte sa nachaddza 5 konceptov:

({Ivana, Peter}, {bio, ang})

({Patrik, Ondrej, Ivana, Maria}, {mat, ang})
(X, {ang})

(@,Y)

({Ivana}, {mat, bio, ang})

o~ w0 NP

Usporiadanim vSetkych konceptov vzhladom na podmnozinovost extentov (alebo
vzhl'adom na nadmnozinovost’ intentov) ziskame $truktaru znazornenu na Obr. 1. Tato
Struktara tvori uplny zvdz podla vety 1.1. Systémy mnozin P (X) a P(Y) usporiadané
inkliziou su uplné zvazy. Dvojica zobrazeni (T,1) je Galoisovou konexiou medzi
uplnymi zvazmi (P(X),<) a (P(Y),<). S ohl'adom na definiciu 1.9 moéZeme uviest’
nasledujicu lemu. Kazda z vymenovanych vlastnosti objasiiuje vyhody Galoisovej

konexie.

Lema 1.5. Nech 4,4,,A, < X a B,B;,B, € Y. Potom plati:
1. Ak A, € 4,, tak Al 2 AJ.
2. Ak B; € B,, tak B 2 BS.
3. Ac (4.

4. Bc(BY.

Vlastnost’ 1 vyjadruje prirodzenu vec, Ze ¢im viac objektov, tym menej spolo¢nych
vlastnosti. Vlastnost’ 2 hovori, Ze ¢im viac podmienok na objekty poloZime, tym mene;j
ich bude vSetkym vyhovovat. Vlastnosti 3 a4 zdoraziujl, ze pri oboch zlozeniach

zobrazeni sa Ziaden objekt, resp. atribut nestrati.
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{Ivana, Peter} {Patrik, Ondrej, Ivana, Maria}
{bio, ang} {mat, ang}

{Ivana}
{mat, bio, ang}

podmnozinovost extentov
AOJU}UI }SOAOUIZOUWPEU

Obr. 1 Hasseho ¢iarovy diagram pre uplny zvaz konceptov kontextu v Tab. 1

Definicia 1.13. Nech (X, Y, I) je forméalny kontext vybaveny dvojicou zobrazeni (T, 1),
ktora je jednou z Galoisovych konexii medzi Uplnymi zvazmi (P(X), <) a (P(Y), ©).

Potom formalnym konceptovym zvazom nazyvame Uplny zvaz CL(X,Y,I) =

(L1y, <t12).

1.3 Fuzzy formalna konceptova analyza

Klasicky pristup Gantera a Willeho pracuje s dvojhodnotovym kontextom,
prirodzene teda vznika otazka, ako postupovat’ v pripade, ked prislusny objektovo-
atribatovy model priptsta viacero hodnét. V priklade z predchadzajicej podkapitoly
sme mali k dispozicii 2 moznosti — absolvoval alebo neabsolvoval. Napriklad ak
chceme modelovat’ dosiahnuté hodnotenia $tudentov v danych predmetoch, tak predosly
pristup nepostacuje nasim potrebam. Zvolili sme si vSeobecnejsi fuzzy pristup, ktory
bol vytvoreny timom okolo prof. Bélohlavka v ¢lankoch [7], [8] a [2] . Tento pristup si

uvedieme v nasledujdcich riadkoch, pred tym si ale uved’'me vSetky potrebné znalosti.
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1.3.1 Fuzzy mnoZina

Definicia 1.14. Nech L je uplny reziduovany zvéz. L-mnoZina A v priestore prvkov X je
zobrazenie, ktoré kazdému prvku x € X priradi pravdivostnu hodnotu A(x) € L.
Pravdivostn( hodnotu A(x) interpretujeme ako stupen prislusnosti prvku x k L-mnozine

A. Mnozinu vietkych L-mnoZzin v priestore X oznatujeme L*.

Definicia 1.15. Uvazujme L-mnoziny 4, B € LX. MnoZina A je podmnoZinou B,

zapisujeme A € B, ak pre kazdy prvok x € X plati A(x) < B(x).

1.3.2 Lukasiewiczova logika
V naSej praci pouzivame Lukasiewiczovu logiku, ktord patri Kk t-norm logikam
a substrukturalnym logikam. V tejto logike je operacia t-norm @ (silna Lukasiewiczova

konjunkcia) definovanéa nasledovne:

kQ®Il=max(0,k+1—1)

Na definovanie zobrazeni, ktoré prislichaju kontextu, a teda aj konceptov pouzivame
operéaciu reziduum (vyvoland t-normom) — (Lukasiewiczova implikacia), ktord je
definovand nasledovne:

k->1=min(1,1-k+10)
Majme trojprvkovi Lukasiewiczovu logiku L = ({0.0,0.5,1.0}, min, max,®, — ,0,1).
Pravdivostné stupne Lukasiewiczovej silnej konjunkcie a implikacie st uvedené nizsie
v tabul’kach Tab. 4 a Tab. 5.
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Tab. 4 Lukasiewiczova silna konjunkcia @

0% 1 0.5 0
1 1 0.5 0
0.5 0.5 0 0
0 0 0 0

Tab. 5 Lukasiewiczova implikécia —»

- 1 0.5 0
1 1 0.5 0
0.5 1 1 0.5
0 1 1 1

1.3.3 Fuzzy uzaverovy operator
Fuzzy uzaverovy operator na priestore X je zobrazenie C: L¥ — L, pricom musia platit
nasledovné pravidla:
1. ASC(A)
2. AKA € B,tak C(A) € C(B)
3. C(4) = C(C(A))
pre vietky 4, B € LX.
Ak A = C(A), tak A nazyvame fixpoint uzaverového operatora C. Mnozinu vSetkych

fixpointov uzaverového operatora C ozna¢ime fix(C), t.j. fix(C) = {4 € L¥|A = C(A)}.
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1.3.4 Formalna konceptovéa analyza dat s fuzzy atribatmi

Klasicka podoba formalnej konceptovej analyzy pracuje s dvoma hodnotami -
ano, resp. nie. Existuje v§ak mnoho situacii, ked’ tieto dve hodnoty nedokazu skimané
vztahy plne popisat’. V takom pripade potrebujeme na ich charakterizaciu viac hodnot,
tym padom pouzijeme viachodnotova verziu. Vybornym kandidatom pre zhostenie sa
tejto funkcie je fuzzy formalna konceptova analyza, ktord pracuje s datami
obsahujucimi fuzzy atribdty. Takéto data znazornujeme tabulkou a formalne uvadzame
v nasledujucej definicii (informacie boli ¢erpané z ¢lankov [3] a [7]):

Definicia 1.16. Nech L je Uplny reziduovany zvaz. L-kontext je usporiadana trojica
(X, Y, I) obsahujlca priestor objektov X, priestor atributov Y a L-fuzzy binarnu relaciu I,
Cize zobrazenie I: X X Y — L. Zobrazenie I alternativne rozumieme ako L-fuzzy

podmnozinu sucinu X X Y.

Priklad L-kontextu uvadzame v Tab. 6. Hodnoty {1,2,3,4,5} koreSpondujd s mnozinou
pravdivostnych hodnét L = {1,0.75,0.5,0.25,0}.

Tab. 6 Vysledky Studentov v okruhoch predmetov

Mat Dej Bio Ang
Patrik 1 2 2 1
Ondrej 1 3 3 1
Ivana 1 1 1 1

Pre kazdy L-kontext (X, Y,I) definujeme zobrazenia T: L* — LY a l: LY - LX, ktoré su

roz$irenim zobrazeni (deriva¢nych operatorov) v dvojhodnotovom pripade:

Pre vietky L -mnoziny objektov A € L* uréujeme L -mnoziny atributov A’ € LY

nasledovne:
A0 =\ (4w - 16y)

Pre vietky L -mnoziny atributov B € LY uréujeme L -mnoZiny objektov B' € L¥

nasledovne:
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\ = -
Bo=/\ (B0~ 100y)

A'(y) je stupen akym je atribut y zdielany vsetkymi objektmi z L -mnoZiny A
aanalogicky B'(x) je stupefi, akym objekt x vlastni vietky atribaty z L-mnoZiny B.
Teda zobrazenie T prirad’uje L-mnozine objektov L-mnozinu atributov, ktoré patria
objektom vstupnej mnoziny a zobrazenie | prirad'uje L-mnozine atributov L-mnozinu
objektov, ktoré zdielaju atributy vstupnej mnoziny. Dvojica vysSie definovanych
zobrazeni tvori Galoisovu konexiu medzi Uplnymi zvazmi (LX,<) a (LY, <), tj.
zobrazenia T: LX — LY a l: LY — L* s( antiténne. Navyse, pre kazda L-mnozinu A € L*X
aB el plati Ac A" a B c B'" (tj. A(x) < A™(x) a B(y) < B''(y), pre objekt x
a atribut y).

Definicia 1.17. Majme L-kontext (X, Y, I). L-mnoZinu objektov A € LX nazyvame
uzavretou prave vtedy, ked’ A = A™. Analogicky L-mnozinu atributov B € LY

nazyvame uzavretou prave vtedy, ked B = B'".

Kazda usporiadant dvojicu (4,B) € LX x LY | pre ktord plati A'=B a B' =4
nazyvame formalny fuzzy koncept. Mnozinu A nazyvame extent a mnozinu B
nazyvame intent. Mnozinu vSetkych konceptov oznacujeme CL(X,Y,I) a nazyvame
formélny fuzzy konceptovy zvéz. Pre zjednoduSenie mnozinu vsetkych intentov
ozna¢ujeme Int(X,Y,I) a mnozinu vSetkych extentov oznacujeme Ext(X,Y, ).

Int(X,Y,I) = {B € LY|{A,B) € CL(X,Y,I) 34 € L*}

Ext(X,Y,I) = {A € L*|(4,B) € CL(X,Y,I) 3B € LY}
Hierarchiu konceptov vo fuzzy konceptovom zvéze, ktora stvariiuje dobre znamy
subkoncept-superkonceptovy vztah modelujeme ¢iastocnym  usporiadanim <
nasledovne: fuzzy koncept (4, B;) je mensi ako fuzzy koncept (A,, B,), zapisujeme
(A1, B1) < (A,, By) prave vtedy, ked’ A; € A, (B, € B;). Mnozina vSetkych najdenych
konceptov pre kontext v Tab. 6 je znazornend Hasseho ¢iarovym diagramom na Obr. 2.
Na Obr. 2 pozorujeme, Ze uplny zviz intentov je dualne izomorfny s Uplnym zvazom

extentov. To znamena, ze usporiadanie intentov je opa¢né ako usporiadanie extentov.
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{1.00|Patrik, 1.00|Ondrej, 1.00|Ivana}
{1.00|mat, 0.25|dej, 0.25|bio, 1.00|ang}

{1.00|Patrik, 0.75|Ondrej, 1.00|Ivana}
{1.00|mat, 0.50|dej, 0.50|bio, 1.00|ang}

{0.75]|Patrik, 0.50|Ondrej, 1.00|Ivana}
{1.00|mat, 0.75|dej, 0.75|bio, 1.00|ang}

{0.50|Patrik, 0.25|Ondrej, 1.00|Ivana}
{1.00|mat, 1.00|dej, 1.00|bio, 1.00|ang}

Obr. 2 Fuzzy konceptovy zvaz fuzzy kontextu Tab. 6

Koncepty mozno alternativne definovat’ ako maximalne obdiZniky obsiahnuté v relécii
1. Pre usporiadany par (4,B) € LX x LY definujeme fuzzy relaciu A ® B € LX*¥
vztahom:

(A® B)(x,y) = A(x) @ B(y), tj. A Q B je karteziansky st¢in L-mnozin A a B.

Na Obr. 3 vidime vybudovanie maximalneho obdiznika z konceptu pomocou

kartezianskeho suéinu.

1.0|Ivana, 1.0|Patrik

1.0|matfyz, 0.5/ humanit, 1.0 |biochem

X

1.0

0.5

1.0

1.0

0.5

1.0

Obr. 3 Fuzzy koncept ako maximalny obdiznik v relacii I

-

|

1.0

1.0

1.0

1.0

0.5

1.0
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Veta 1.2 je zakladnou vetou pre konceptove zvazy a reflektuje vlastnosti Galoisovych

konexii a Uplnych zvézov na mnozinu konceptov.

Veta 1.2. Poset (CL(X, Y, ), <) je Gplny zvéz, pricom plati

T
Ny =N\a[ \a )

jej jej j€l

l
\/<AJ'BJ'> = /\Bj '/\Bﬂ

jej jej jej

Veta vravi, ze mnozina vSetkych konceptov tvori uplny zvdz vzhl'adom na mnozinovi

inliziu a infimum a suprémum kazdej podmnoziny prvkov uplného zvizu patri do

ZVazu.
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2 Ako hPadat’ koncepty v kontexte

V tejto kapitole si predstavime rychly ,,bottom-up* algoritmus hl'adania vSetkych
uzavretych mnozin (fixpointov) fuzzy uzaverového operatora spolu s ich Ciasto¢nym
usporiadanim, ktory sme ¢erpali od autorov ¢lanku [2]. Fuzzy uzéverové operatory sa
pouzivaju vo viacerych oblastiach, kde sa aplikuje fuzzy logika, vratane formalnej
konceptovej analyzy a spolu s fuzzy Galoisovymi konexiami tvoria matematicky zéaklad
forméalnej konceptovej analyzy. SU to zobrazenia, ktoré L-mnozinam prirad’uja L -
mnoziny. Ustrednym cielom fuzzy formalnej konceptovej analyzy je oObjavenie
hierarchickej $truktary (tzv. fuzzy konceptovy zviz), ktora pozostava z klastrov (fuzzy
forméalnych konceptov) asociovanych so vstupnymi datami, ktoré maja fuzzy atriblty
andjdenie datovych zavislosti (tzv. atribatovych implikacii). Informacie
0 subkonceptoch a superkonceptoch maji réznorodé vyuzitie u uzivatelov, napriklad,
tvorba Hasse diagramov konceptovych zviazov. Kedze formalne koncepty su prave
fixpointy konkrétneho uzdverového operatora, ktory je asociovany so vstupnymi
datami, tak problém hladania vSetkych konceptov sa da elegantne redukovat' na
problém ndjdenia vSetkych uzavretych mnozin tohto uzaverového operatora. Touto

znalost'ou sa zarucuje rychlost’ predstaveného algoritmu oproti brute-force algoritmu.

2.1 Problém: najst’ zviz vSetkych fixpointov

2.1.1 Predbezné uvahy

Je potrebné si najprv uvedomit’, zZe nie je zrejmé ako efektivne najst’ vSetky
fixpointy fuzzy uzaverového operatora C. Definicia ndm ponuka iba brute-force pristup:
Vygenerujte vietky L-mnoziny A € LX a vrat'te tie, pre ktoré plati A = C(A). Je zrejmé,

ze takyto pristup ma exponencialnu Casovu zloZitost’ a je preto nepouzitelny.

2.1.2 Spojitost’ medzi uzaverovymi operatormi a konceptovymi zvazmi

Je zname, Ze pre formalny kontext (X,Y,I) zlozené zobrazenie T: LX — LX je
uzaverovy operator na priestore X aanalogicky zloZené zobrazenie IT:LY — LY je
uzaverovy operator na priestore Y. Fixpointy uzaverového operatora Tl sl prave extenty
kontextu (X,Y,I) aanalogicky fixpointy uzaverového operatora T si prave intenty
kontextu (X,Y,I). Skratene napisané fix(Tl) = Ext(X,Y,I) a fix(IT) = Int(X,Y,I).
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Kazdy formalny koncept je dany extentom A (B = A') alebo intentom B (A = B').
Preto CL(X,Y,I) = {(B*,B)|B € Int(X,Y,I) = (B, B)|B € fix({1)}. To znamend, 7e
problém hladania vSetkych konceptov sa redukuje bud’ na problém hl'adania vsetkych
intentov, t.j. vSetkych fixpointov uzaverového operatora 1T, alebo na problém hladania

vSetkych extentov, t.j. vSetkych fixpointov uzaverového operatora TJ.

2.1.3 Ciel algoritmu

Je dany fuzzy uzaverovy operator C na priestore prvkov Y

1. Ngjdite vSetky fixpointy uzaverového operatora C
2. Pre kazdy fixpoint A € fix(C) n4jdite mnoziny jeho priamych hornych

a dolnych susedov s ohl'adom na € (inklGzia na L-mnozinach)

Teda naSim cielom je najst vSetky fixpointy uzaverového operatora C
S prislichajiicim cCiasto¢nym usporiadanim, alebo inak povedané tento problém je
mozné interpretovat’ ako problém hladania konceptovych zvédzov. V podstate sa
zaoberame hladanim konceptového zvdzu CL(X,Y,I) spolu s subkoncept-

superkonceptovym usporiadanim.

Ani definicia fuzzy uzéaverového operatora, ani navrhnuty algoritmus nebudd
vyuzivat reziduum, ¢i multiplikiciu na mnozine L (kone¢ny retazec pravdivostnych
hodndt). Algoritmus pracuje iba s ret'azcom pravdivostnych hodnét a vyuziva iba jeho
usporiadanie. Ked’Ze pracujeme s formalnou konceptovou analyzou, reziduum bolo

pouzité iba na definiciu uzaverovych operéatorov.

2.2 Horni susedia a ich generatory
Nech L = {a,, ..., a;} (mnoZina pravdivostnych hodnoét), pricom 0 = a; < - < a; =1

Definicia 2.1. D € fix(C) nazyvame hornym susedom B € fix(C) s ohl'adom na C, ak

plati nasledovné:

1. BcD.
2. Neexistuje D' € fix(C),ze B < D' c D.

Analogicky mozno definovat’ dolnych susedov.
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Ak C je IT, tak horni susedia intentu B s ohl'adom na uzaverovy operator 1T sU intenty
priamych subkonceptov konceptu (B', B), pretoze véacsie intenty prislichaju mensim
konceptom (prihliadajuc na prislusné usporiadania). Analogicky, ak C je T!, tak horni

susedia extentu A st extenty priamych superkonceptov konceptu (4, A).

Definicia 2.2. Nech [y]$ znamena C(B U {B(y)*/y}), pre kazdy fixpoint B € LY
aprvok y € Y, taky ze B(y) < 1. Ak fixpoint [y]$ je hornym susedom B, tak [y]$

nazyvame horny sused generovany prvkom y.

V predoslej definicii sme predstavili pojem generator hornych susedov.

C(BU{B(y)*/y}) znamena uzaver novej L -mnoziny, ktora vznikla nahradenim
existujucej pravdivostnej hodnoty d’alSou v poradi v ramci retazca L. Tymto eSte raz
pripominame, Ze algoritmus vyuziva iba ¢iasto¢né usporiadanie retazca L. Myslienka
generovania hornych susedov je odzrkadlena vo funkcii NEIGHBORS, ktora akceptuje
ako vstupy uzaverovy operator C:LY — LY afixpoint B € fix(C) avrati mnoZinu

vSetkych hornych susedov fixpointu na vstupe.

Function NEIGHBORS(B,C)

1U =0,

2Min={y€eY|B(y) < 1};

3 foreach y € Y such that B(y) < 1 do
4 D= [yls;

5 Increased :={z€Y|z# yand B(z) < D(2)};
6 if Min N Increased = @ then

7 add D to U

8 else

9 remove y from Min

10 end

11 end

12 return U
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Algoritmus pouziva premenné U a Min. U je mnoZina vSetkych hornych susedov,
ktora je na zaciatku prazdna a Min je mnozina prvkov z priestoru Y, ktori vnimame ako
mnozinu moznych generatorov hornych susedov fixpointu B. Mnozina Min je na
zaciatku naplnend prvkami, ktorych pravdivostna hodnota je mensia ako 1, t.j. Min =
{y € Y|B(y) < 1}. Pocas behu algoritmu z mnoziny Min suU odstrdnené tie prvky y,
ktoré nie su generatory hornych susedov fixpointu B. Na konci algoritmu sa v mnozine
Min nachadzaju iba tie prvky, ktoré st generatormi hornych susedov fixpointu B. Ako
je mozné vidiet' z riadkov 4, 7, 9 vo funkcii NEIGHBORS, prvok y ostane v mnozine
Min prave vtedy, ak fixpoint D = [y]$ je pridany do mnoziny U. Dalej Increased je
mnoZina prvkov priestoru Y, ktoré patria fixpointu D = [y]$ a ich pravdivostné hodnoty
s ostro vacSie ako pravdivostné hodnoty fixpointu B (vid' riadok 5 funkcie
NEIGHBORYS). TaktieZ vynechavame prave spracovavany prvok y. Test na riadku 6
funkcie NEIGHBORS je tuspesny prave vtedy, ak D = [y]$ je hornym susedom
fixpointu B, pricom prvok y je generatorom fixpointu D. Preto prvok y mézeme nechat’

v mnozine Min a fixpoint D je pridany do vyslednej mnoziny U.

2.3 Algoritmus pre hP’adanie vSetkych fixpointov

Algoritmus pre hl'adanie vsetkych fixpointov zacina s najmen$im fixpointom
uzaverového operéatora C, t.j. uzaver prazdnej mnoziny C(@) a pridd ho do mnoziny
najdenych fixpointov. Pre kaZzdy novopridany fixpoint zistime jeho hornych susedov
pouzitim funkcie NEIGHBORS a potom aktualizujeme informacie o dolnych susedoch
(D je hornym susedom B prave vtedy, ked’ B je dolnym susedom D). Pre kazdého
horného suseda, ktory nebol najdeny v predoslych krokoch algoritmu rekurzivne
opakujeme proces, kym nenarazime na najvacsi fixpoint uzaverového operatora C, t.j.
plna mnozina Y. Algoritmus je rozdeleny do dvoch funkcii: LATTICE a GENERA-
TEFROM. Funkcia LATTICE akceptuje ako vstupy uzaverovy operator C: LY — LY
apriestor Y ainiciuje rekurzivne generovanie fixpointov zacinajic s najmensim.

Pomocna funkcia GENERATEFROM si pIni tlohu generovania fixpointov.
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Function GENERATEFROM(B)

1 while B # Y do
B* = NEIGHBORS(B,C);
N :=B*—F;
foreach D € B* do
add B to D,;
if D € IV then
add D to F;

co N o o B~ O w PN

end
end
10 foreach D € V' do
11 GENERATEFROM(D)
12 end
13 end

14 return

Function LATTICE(C,Y)

1F =@

2 B :== C(0);

3add Bto F;

4 GENERATEFROM(B);
S5return (F,{Y*|Y € F},{Y.|Y € F})

Obe funkcie pouZzivaju premenné F, B*, B,. F uchovéva fixpointy, ktoré boli
najdené v predoslych krokoch. B* je mnozina vSetkych hornych susedov fixpointu B a
B, je mnozina vsetkych dolnych susedov fixpointu B. N je lokalna premennd, ktora
reprezentuje nové fixpointy, ktoré boli najdené v konkréthom rekurzivnom volani
funkcie GENERATEFROM. Funkcia LATTICE je korektna, pretoze kazdy fixpoint

uzaverového operéatora C je spracovany prave raz vo funkcii GENERATEFROM. Je to
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zaistené na riadku 11 funkcie GENERATEFROM, kde je funkcia
GENERATEFROM rekurzivne zavolana iba pre tie fixpointy, ktoré sa zatial’ nenasli.
Informécie o dolnych susedoch st aktualizované spravne, lebo kazdy fixpoint B je
dolnym susedom iba tych fixpointov, ktory su hornymi susedmi B. Je evidentné, Ze
algoritmus skon¢i po kone¢ne vel'a krokoch, pretoze funkcia GENERATEFROM je

volana prave raz pre kazdy fixpoint.

2.4 Priklad vypoctu

V tejto Casti si ukazeme priklad vypoc¢tu na nazornom priklade. Pre vstup algoritmu

sme zvolili kontext uvedeny v Tab. 7.

Tab. 7 Ilustra¢ny L-kontext

1.0 1.0 0.5 1.0
1.0 1.0 1.0 0.5
1.0 0.5 0.0 1.0

Algoritmus zafina uzdverom najmenSieho fixpointu, t.j. prazdnej L-mnoZiny
a pridd ho do mnoziny najdenych fixpointov. Pokra¢ujeme jednou nazornou iteraciou
funkcie NEIGHBORS na Obr. 4, ktora najde vSetkych hornych susedov 'ubovolného
fixpointu. Za¢neme vyberom iba tych prvkov, ktorych pravdivostna hodnota je mensia
nez 1. Faktom je, ze pravdivostna hodnota 1 je najvacSou v reziduovanom zvéze L,
a teda je zbyto¢né sa nou zaoberat. V danom fixpointe nahradime jeden z jeho stupniov
od neho vyssim auzavrieme ho. Podl'a riadku 5 pseudokédu funkcie NEIGHBORS
zistime vSetky prvky (okrem prave spracovavaného), ktorych stupne sa zvysili.
Urobime prienik mnoZiny Min S ndjdenou mnoZinou a ak je prazdny, tak sme nasli
horného suseda vstupného fixpointu. Inak odstranime prave spracovavany prvok

Z mnoziny Min.
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vstup L-mnozinaB | 0.5 0.5 0.0

generatory hornych susedov

Min = {0,1,2}

Bl 0.5 ) 0.5

vyssi stupen
0.0 A)l 1.0

0.5 0.0

Min N Increased = @ =) Min = %1,2}

D

uzaver
1.0 05 0.5

Increased = {2}

Min = {1,2}

Bl 05|05

vyssi stupen
0.0 Y p

05110

0.0

)

D
05 1.0 0.0

uzaver

Increased = @

Min N Increased = @ |:> L-mnoZina D je hornym susedom L-mnozZiny B

Min = {1,2}

glos5 05

0.5 0.5

vyssi stupen
0.0 |A>

uzaver
0.5 |—)

D
1.0 05 0.5

Increased = {0}

Min N Increased = @ I:> L-mnoZina D je hornym susedom L-mnoZiny B

Obr. 4 Priebeh funkcie NEIGHBORS pre najmensi fixpoint nasho prikladu

Vystupom funkcie NEIGHBORS je mnozina hornych susedov vstupného

fixpointu. V nasom priklade sme pre najmensi fixpoint B nasli dvoch hornych susedov

(vid Obr. 5). Aby sme vybudovali Uplny zvdz fixpointov, potrebujeme nejaku

rekurzivnu funkciu, ktora sa zastavi ked’ vygeneruje najvacsi fixpoint, t.j. plna L-

mnozina. Tuto zalezitost’ rieSi funkcia GENERATEFROM, ktord generuje vsetkych

hornych susedov vstupného fixpointu a vytvara medzi nimi prepojenia horny/dolny

sused. Je volana rekurzivne pre kazdého horného suseda vstupného fixpointu. Nakoniec

sa funkcia GENERATEFROM zavola pre najmensi fixpoint vo funkcii LATTICE,

ktora sa stard o zaciatocné inicializacie premennych a vytvorenie najmensicho

fixpointu. Vystupom funkcie LATTICE pre L-kontext uvedeny v Tab. 7 je Uplny zvaz

fixpointov na Obr. 5.
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1.0 1.0

1.0
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0.0

Obr. 5 Uplny zvéaz fixpointov

1.0 0.0
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3 Ako hPadat’ putd medzi dvoma kontextami

V predchadzajucej kapitole sme ukazali ako sa hladaji koncepty vstupného
kontextu, inak povedané vyznamy vo vstupnom kontexte. V tejto kapitole sa Citatel
dozvie ako hl'adat’ vyznamy medzi dvoma kontextami, inak povedané putd, t.j. relacie
medzi priestorom objektov prvého kontextu a priestorom atributov druhého kontextu,
také ze ich riadky a stipce sii uzavreté mnoziny v prislusnom kontexte. Zdoraziiujeme,
ze mySlienka pouzitd pri névrhu algoritmu bola inSpirovana algoritmom
z predchadzajucej kapitoly a rozsirena pre hl'adanie pit medzi dvoma kontextami spolu
so Struktarou. Dévodom znovu pouzitia myslienky ,,hornych susedov* je fakt, Ze
mnozina vSetkych konceptov tvori Gplny zvdz vzhladom na mnozinova inklUziu
amnozina vSetkych puat tvori uplny zvdz vzhladom na relaéné usporiadanie.

V nasledujucich riadkoch si predstavime potrebné znalosti, ktoré sme Cerpali z ¢lanku

13].

3.1 Multifunkcia, bond
Definicia 3.1. L-multifunkcia z priestoru X do priestoru Y je zobrazenie ¢: X — LY.
Transpozicia L-multifunkcie ¢: X — LY je L-multifunkcia ¢T: X — LY definovana

nasledovne: o (y)(x) = ¢ (x)(y).

Mnozinu vsetkych L-multifunkcii z priestoru X do Y oznacujeme L-Mfn(X,Y). Této

mnozina sa stane posetom, ked’ zadefinujeme ¢iasto¢né usporiadanie nasledovne:

@1 < @, prave vtedy, ked’ ¢, (x)(¥) < @,(x)(y), pre vSetky elementy x € X a € Y.

Definicia 3.2. Pre l'ubovol'nu L-multifunkciu ¢ € L-Mfn(X,Y) definujeme L-fuzzy
relaciu @™ € L¥*Y nasledovne: pre vietky pary (x,y) € X X Y plati 9" (x,y) =

P () ().

Pre P'ubovolnu L-fuzzy reléciu r € L¥*¥ definujeme L-multifunkciu r™™: X — LY

nasledovne: r™™(x)(y) = r(x,y).
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V nasledujucom budeme pracovat’ vzdy sdvoma kontextami, ktoré budeme pre
jednoduchost’ oznacovat' C; = (Xy,Y;,1;) a C, = (X,,Y,,1,) aich prislisne Galoisove

konexie budeme oznacovat’ (T, ;) a (T,, ;).

Definicia 3.3. L-bond medzi dvoma L-kontextami C; a C, je multifunkcia g: X; — L'z,
ktora spiiia podmienku, Ze pre vietky x; € X; ay, € Y5, 5(x;) je uzavretd mnozina
atribltov v kontexte C, a aj ST (y,) je uzavretd mnoZina objektov v kontexte C; (pri¢om

BT je definovana transponovane B7:Y, —» LX),

Na Obr. 6 je znazornené puto medzi kontextami C; a C,, kde podobnym uzavretym

mnozinam S$tudentov spravodlivo priradujeme podobné uzavret¢é mnoziny vysokych
skol.
C, = (X2, Y2, 13)
UPJS TUKE
1.0

0.5
1.0

lvana | 10 | 1.0 @ 1.0 1.0 | 1.0

Patrik | 10 | 0.5 0.0 1.0 0.5
C, = (X1;Y1;I1) p

Obr. 6 Puto medzi dvoma kontextami

Mnozinu vSetkych put z kontextu C; do C, oznaCujeme L-Bonds(C;,C;). Mnozina
vsetkych put spolu s hore definovanym usporiadanim L-multifunkcii tvori dplny zvaz
0 ¢om hovori nasledujica lema.

Lema 3.1. Majme L-kontexty C; a C, a nech 8; € L-Bonds(C;, C,). Nasledujuce

operdcie tvoria struktaru Gplného zvizu:

N5 o= \sw

jej jej
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o1 T2
\Vew={\/sw| =[\Ew)
jej je] jej

pre Vx € X;.

3.2 Horni susedia a ich generatory

3.2.1 Davy a pravy uzaver multifunkcie

V nasledujucich riadkoch si predstavime l'avy a pravy uzaver multifunkcie, ¢o
koreSponduje s uzdverom L-mnoziny z predoSlej kapitoly. VSetky detaily uvadzame
v nasledujucej definicii:

Definicia 3.4. Majme L-kontexty C; a C,. Nech y: X; — L2 je l'ubovol'na multifunkcia
medzi priestorom X; a ¥, a nech §:Y, — L*1 je l'ubovol'na multifunkcia medzi

priestorom Y, a X, . Definujme zobrazenia:
. . T T
1. Pavy uzaver multifunkcie y ako leftclosure(y) = <c11 ((clz(y)) ))
T T
2. pravy uzaver multifunkcie & ako rightclosure(8) = (cl2 ((cll(6)) ))

kde cl; () (x1) =T, (V(x1)) acl(®) ) =47y (5(3’2))

Pokial’ si multifunkciu predstavujeme ako relaciu (tabulku) medzi mnozinami X; a 'Y,
(riadky predstavuji L-mnoziny atribiitov z C, a stipce L-mnoziny objektov z C;), potom
uzaver cl; predstavuje zobrazenie, ktoré spominanej multifunkcii priradi novd
multifunkciu, ktorej stipce st uzavreté pomocou zlozenia Galoisovych konexii prvého
kontextu a podobne uzaver cl, predstavuje zobrazenie, ktoré spominanej multifunkcii
priradi nova multifunkciu, ktorej riadky st uzavreté pomocou zloZenia Galoisovych
konexii druhého kontextu. Postup ako sa robi 'avy uzaver mozete pozorovat’ na Obr. 7,

ktory aplikuje znalosti obsiahnuté v definicii 3.4.
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1.0 05 0.0 05  transpozicia
10 05 0.0 0.5

e

uzaver intentov uzaver extentov

po riadkoch v po riadkoch v

druhom kontexte prvom kontexte
1.0 1.0

transpozicia 0.5 0.5

0.0 0.0

0.5 0.5

Obr. 7 Pavy uzaver L-bondu g8

3.2.2 Generatory hornych susedov

V nasledujucej definicii je uvedeny postup vytvorenia novej multifunkcie z puta
B ato takym spdsobom, Ze nejaky riadok/stipec nahradime novym hornym susedom
intentu/extentu. Spominané intenty a extenty ziskavame pomocou Bélohlavkovho
algoritmu (vid’ ¢lanok [2]), ktory na vystupe vracia okrem mnozin intentov a extentov aj

informéciu o ich hornych/dolnych susedoch, ktora sa vyuziva v nasledujicej metdde.

Definicia 3.5. Nech B € L-Bonds(Cy, C,), x1 € X1, y, € Y, A je extent kontextu C,

a B je intent kontextu C,. Definujme nové multifunkcie:

1) m;(B,x1,B):X; — L%, taka ze
a) my(B,xq1,B)(by) = B(by), pre vietky by € X;:b; # x;
b) my(B,x1,B)(x1) =B

2) my(B,y,,A):Y, > L*1, taka 7e
a) m,(B,y: A)(a,) = BT (a,), pre vietky a, € Yy:a, # v,
b) my(B,y.,A)(y2) = A
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Predoslé znalosti 0 uzdvere avytvarani novej multifunkcie sme pouzili pre
vytvorenie nasledujucich funkcii. Funkcia MOVES; (B, x;) generuje mnozinu vSetkych
prijateI'nych hornych susedov vstupného L-bondu g nahradenim intentu z kontextu C,
ako pravdivostnd hodnotu vstupneho objektu x; hornym susedom zo zvdzu vsetkych
intentov kontextu C, a analogicky funkcia MOVES, (8, y,) generuje mnozinu vSetkych
prijateI'nych hornych susedov vstupného L-bondu g substituovanim extentu z kontextu
C; ako pravdivostni hodnotu vstupného atribitu y, hornym susedom zo zvézu vSetkych

extentov kontextu C;.

Function MOVES, (B, x1)

1 UpperNeighborsOfBeta = @

2 UpperNeighborsOfintent := NEIGHBORS(S(x;))
3 foreach B € UpperNeighborsOfIntent do

4y = leftclosure(my (B, x1, B))

5 ify € Bonds({(X,,Yy,1,),(X,,Y,,1,)) then

6 add y to UpperNeighborsOfBeta

7end

8 return UpperNeighborsOfBeta

Function MOVES, (B,y5)

1 UpperNeighborsOfBeta := @

2 UpperNeighborsOfExtent := NEIGHBORS(B7 (y,))
3 foreach A € UpperNeighborsOfExtent do

4 § = rightclosure(m,(B7,y,,4))

5 if § € Bonds({X,Yq, 1), (X,, Y5, 15)) then

6 add 6 to UpperNeighborsOfBeta

7 end

8 return UpperNeighborsOfBeta
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3.2.3 Generovanie hornych susedov

Myslienka generovania hornych susedov je aplikovana vo funkcii
NEIGHBORS, ktora akceptuje ako vstup L-bond f a vrati mnozinu vSetkych hornych
susedov L-bondu na vstupe. Algoritmus pouziva premenné U, Min, a Min,. U je
mnozina vSetkych hornych susedov, ktord je na zaciatku prazdna, Min, je mnozina
objektov priestoru X a Min, je mnozina atribatov priestoru Y, ktoré vnimame ako
mnoziny moznych generatorov hornych susedov vstupného L-bondu. Tieto mnoZiny st
na zaciatku naplnené prvkami, ktoré vo vstupnom L-bonde neukazuju na plné mnoziny.
Robime to kvoli tomu, ze plné mnoziny v Uplnom zvéze nemaju horného suseda. Pocas
behu algoritmu sU z tychto mnozin odstranené tie prvky, ktoré nie su generatormi
hornych susedov vstupného L-bondu. Na konci algoritmu sa v nich nachadzaju iba
hladané generatory. Ako je mozné vidiet' z riadkov 5, 10, 12 a 16, 21, 23 vo funkcii
NEIGHBORS, prvok b, (a,) ostane v mnozine Min, (Min,) prave vtedy, ak L-bond y
(6) je pridany do mnoziny U. Mnozina Objects uchovava objekty b, priestoru X, pre
ktoré plati, ze L-mnozina $(b;) je podmnozinou L-mnoziny y(b;), a podobne mnozina
Attributes uchovava atriblty a, priestoru Y, pre ktoré plati, ze L-mnozina 87 (a,) je
podmnozinou L-mnoziny &(a,) (vid’ riadok 7 a 18 funkcie NEIGHBORS). Testy na
riadkoch 9 a 20 funkcie NEIGHBORS su uspes$né prave vtedy, ak L-bond y (8) je
hornym susedom vstupného L-bondu, pri¢om prvok b, (a,) je generatorom L-bondu y
(8). Preto prvok b; (a,) mdéZzeme nechat v mnozine Min, (Min,) a L-bond y (8) je

pridany do vyslednej mnoZiny U.
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Function NEIGHBORS(f)

1U = 9;

2 Min, = {x; € X;|B(xy) # Y, };

3 Min, = {y, € V,|B"(y2) # X1};

4 foreach x; € X, such that B(x,) # Y, do

5 foreach y € MOVES, (B, x;,) do

6 Objects = @

7 foreach b, € X;;b; # x1;8(by) € y(by)

e}

Objects := Objects U {b;}

9 if Min; N Objects = @ then

10 U:=UU{y}

11 else

12 Min, := Min, — {x,}
13 end

14 end

15 foreach y, € Y, such that ST (y,) # X; do

16 foreach § € MOVES, (S, y,) do

17 Attributes == @

18 foreach a, € Y,;a, # y,:87(a,) c 6(ay)
19 Attributes = Attributes U {a,}

20 if Min, n Attributes = @ then

21 U:=UuU{sT}

22 else

23 Min, = Min, — {y,}
24 end

25end

26 return U
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Funkcia NEIGHBORS vrati mnozinu vSetkych hornych susedov po konecnom pocte

krokov a jej kone¢nost’ je zaruéena vd’aka redukcii mnozin Min, a Min,.

3.3 Algoritmus pre hl’adanie v§etkych put

Hlavnou myslienkou prezentovaného algoritmu je vybudovat’ kazdy L-bond g ako
L -mnozinu objektov =z priestoru X; s pravdivostnymi stupfiami z Uplného zvéazu
vietkych intentov kontextu C, aanalogicky pre transpoziciu BT ako L -mnoZinu
atributov z priestoru Y, s pravdivostnymi stupfiami z aplného zvizu vsetkych extentov
kontextu C;. Nami navrhnuty algoritmus je in$pirovany algoritmom od timu okolo
Bélohlavka [2], ktory vyhladava mnozinu vSetkych L-konceptov, tak ze kazdy prvok
ma svoju mnozinu hornych adolnych susedov. Analogicky na$ algoritmus vracia

mnozinu v§etkych L-bondov s mnozinami hornych a dolnych susedov.

Algoritmus zaéina uzaverom najmenSicho L -bondu aprida ho do mnoziny
najdenych put. Najmensi L-bond vznikne T'avym uzaverom relécie, ktora po riadkoch
obsahuje najmensie intenty druhého kontextu. Pre kazdy novo pridany L-bond zistime
jeho hornych susedov pouzitim funkcie NEIGHBORS apotom aktualizujeme
informéacie o dolnych susedoch. Pre kazdého horného suseda, ktory nebol najdeny
v predoslych krokoch algoritmu rekurzivne opakujeme proces, kym nenarazime na
najvacési L -bond, tj. pInd relacia. Algoritmus rozdelime do 2 funkcii:
LATTICEOFBONDS aGENERATEFROM. Funkcia LATTICEOFBONDS
akceptuje ako vstupy dva kontexty, medzi ktorymi chceme najst’ vSetky puta a iniciuje
rekurzivne generovanie hornych susedov. Funkcia GENERATEFROM generuje
vSetkych hornych susedov vstupného L -bondu S avytvara medzi nimi prepojenia
horny/dolny sused. Je volana rekurzivne pre kazdého horného suseda vstupného L-
bondu .
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Function LATTICEOFBONDS(C4, C,)

1 Bonds = @;

2 foreach x; € X; do

3 B(xy) =cly(9);

4 [ = leftclosure(B);

5 add g to Bonds;

6 GENERATEFROM(B);

7 return (Bonds, {#*|B € Bonds}, {B.|f € Bonds})

Function GENERATEFROM ()

1 UpperNeighbors(f) := NEIGHBORS(p)
2 N := UpperNeighbors(f) — Bonds

3 foreach y € UpperNeighbors(f) do

4 addy to LowerNeighbors(y)

5 ify € N then

6 add y to Bonds

7end

8 foreach y € N do

9 GENERATEFROM(y)

10 end

3.4 Priklad vypoc¢tu

V tejto Casti si ukaZzeme priklad vypoctu na nazornom priklade. Pre vstup nésho

algoritmu sme zvolili dva kontexty uvedené v Tab. 8 a Tab. 9.
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Tab. 8 Prvy L-kontext ilustra¢ného prikladu

0.0 1.0 0.5 0.5 0.5

0.0 0.5 0.5 1.0 1.0

Tab. 9 Druhy L-kontext ilustra¢ného prikladu

1.0 1.0 0.5 1.0
1.0 1.0 1.0 0.5
1.0 0.5 0.0 1.0

Na zacdiatku potrebujeme zistit’ konceptové zvézy vstupnych kontextov, aby sme
mali informacie o hornych susedoch kazdého konceptu, ktoré sa pouzivaju pri
generovani hornych susedov daného puta. Na tieto ucely pouZijeme algoritmus
z predchadzajucej kapitoly. Pre jednoduchost’ a potreby nasho algoritmu nam postacuje
Uplny zvdz intentov druhého kontextu aUplny zvéz extentov prvého kontextu.

Znazoriujeme ich na obrazkoch Obr. 8 a Obr. 9.

1.0 10 1.0 1.0

1.0 1.0 1.0 0.5 1.0 1.0 05 1.0

1.0 1.0 05 0.5 1.0 0.5 0.0 1.0

1.0 05 0.0 0.5

Obr. 8 Uplny zvéz intentov druhého L-kontextu
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1.0 1.0

0.5 1.0 1.0 0.5

0.5 0.5

0.0 0.0

Obr. 9 Uplny zvéz extentov prvého L-kontextu

Algoritmus za¢ina uzaverom najmenSicho L -bondu aprida ho do mnoziny
najdenych put. Najmensi L-bond vznikne 'avym uzaverom relacie (vid’ definicia 3.4.),
ktord po riadkoch obsahuje najmensie intenty druhého kontextu. Pokracujeme jednou
nazornou iteraciou funkcie NEIGHBORS, ktora najde vSetkych hornych susedov
najmensSicho L -bondu. V nasledujiGcom budeme striedat’ uryvky pseudokdodu

a podrobnejsi popis konkrétnych myslienok v algoritme.

Min, = {x; € X,1|B(x;) # Y2},

Min, = {y, € V,|8"(y,) # X1 };

Zatneme vyberom iba tych objektov/atributov, pre ktoré L-bond S nepriradi
pInd L-mnozinu. Faktom je, Ze takato L-mnozina je najva¢Sou v Uplnom zvéze, atym
padom nema d’alSicho horného suseda aje zbytocné sa fiou zaoberat. Z Obr. 10
vyplyva, Ze ktoré objekty/atriblty bud( vybrané pre d’alsie spracovanie: Min, = {0,1}
a Min, = {1,2,3}.

47



1.0 05 0.0 0.5 €

1.0 05 0.0 0.5 -

1.0 10| €75
05 05 €E——
00 00 &———

0.5 05| €e&—&@8m—

Obr. 10 Objekty a atributy L-bondu skimaneé vo funkcii NEIGHBORS

Funkciou MOVES; vygenerujeme mnozinu vsetkych prijatelnych hornych
susedov L -bondu B nahradenim intentu z kontextu C, ako pravdivostnd hodnotu
vstupného objektu x; hornym susedom zo zvdzu vsetkych intentov kontextu C, .
Podobne, funkciou MOVES, vygenerujeme mnozinu vsetkych prijatelnych hornych
susedov L-bondu g substituovanim extentu z kontextu C; ako pravdivostnd hodnotu
vstupného atribltu y, hornym susedom zo zvdzu vSetkych extentov kontextu C;. Na
Obr. 11 moézete pozorovat ako prebicha funkcia MOVES; pre na$ najmensi L-bond

a prvy objekt priestoru X;.
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/| 1.0 05 00 1.0

STl e horni susedia v C,
1.0 05 00 05 || 10 10 05 05

ak L-mnoZiny po stipcoch patria
do mnoziny extentov (y, tak L-bond

| 1.0 05 0.0 10| favyuzdver [ 1.0 05 00 10
10 05 00 05 10 05 00 05 L-bond

1.0 10 05 05 Y Uz
” lavy uzaver. | 1.0 1.0 0.5 0.5

1.0 05 0.0 0.5 L-bond

10 1.0 05 0.5

Obr. 11 Priebeh funkcie MOVES; pre najmensi L-bond a prvy objekt priestoru X,

Akonéhle sme zistili mnozinu vSetkych moznych prijatel'nych hornych susedov
najmensieho L-bondu 8, mézeme zacat’ vyberat tie, ktoré su redlne hornymi susedmi.
Na riadku 7 ¢asti pseudokodu funkcie NEIGHBORS vidime kritéri vyberu.

5 foreach y € MOVES,; (5, x,) do

6 Objects:=0

7  foreach by € X;;by # x1;8(b1) € y(by1)
8 Objects := Objects U {b;}

9 if Min, N Objects = @ then

10 U:=UuU{y}

11 else

12 Min, == Min, — {x;}

13 end
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Vyberame objekty, ktoré su r6zne od prave spracovavaného objektu x; (nim
sme ziskali mnozZinu prijatelnych hornych susedov L -bondu g funkciou
MOVES; (B, x,)) atie, pre ktoré L-mnozina $(b;) je podmnozinou L-mnoziny y(b;).
Ak su podmienky splnené, tak objekt b, priddme do mnoziny indexov Objects. Ak
v aktualnej iteracii je prienik mnozin Min, a Objects prazdny, tak L-bond y je hornym
susedom L-bondu B. Inak préve spracovavany objekt x; odstranime z mnoziny Min, .
Priebeh casti funkcie NEIGHBORS, kde rozhodujeme, ¢i dany mozny horny sused je
realnym hornym susedom mézete pozorovat’ na Obr. 12. Ked’ze L-bond f je definovany

aj transpoziciou, rovnaky postup pouzijeme aj z pohl'adu atribatov druhého kontextu.

Min, = (0,1} //’/fl,z,oa MOVES, (8,x1) _
y
B

1.0 05 0.0 0.5 10 05 0.0
10 05 00 05 b =1-——>|10 05 00

\ p(by) =vy(by) /

|:> ¥ JE hornym susedom L-bondu f8

B 14
10 05 0.0 05 10 1.0 05 05
10 05 00 05 € ——b=1—— 1.0 05 05

\‘ B(by) cy(by) / H

Objects = {1} ¥ NIE JE hornym susedom L-bondu 8
Objects N Min, = 0 : Min, = b(l}

Objects = @
Objects N Min; = @

Obr. 12 Priebeh ¢asti funkcie NEIGHBORS, kde vyberame realnych hornych

susedov L-bondu g

Vystupom funkcie NEIGHBORS je mnozina hornych susedov vstupného L-
bondu B. V nasom priklade pre najmensi L-bond 8 sme nasli troch hornych susedov
(vid® Obr. 13). Aby sme vybudovali Uplny zvaz L -bondov, potrebujeme nejaku

rekurzivnu funkciu, ktora sa zastavi ked’ vygeneruje najvacsi L-bond. Tuto zaleZitost’
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riesi funkcia GENERATEFROM, ktord generuje vSetkych hornych susedov
vstupnému L-bondu £ a vytvara medzi nimi prepojenia horny/dolny sused. Je volana
rekurzivne pre kazdého horného suseda vstupného L-bondu . Nakoniec sa funkcia
GENERATEFROM zavola pre najmensi L-bond B vo funkcii LATTICEOFBONDS,
ktora sa stara o zaciato¢né inicializacie premennych a vytvorenie najmensicho L-bondu
B. Vystupom funkcie LATTICEOFBONDS pre L-kontexty uvedené v Tab. 8 a Tab. 9
je uplny zvéz L-bondov na Obr. 13.

10 | 10 | 10 | 10

10 | 10 | 10 | 10

10 | 10 | 10 | 10 10 | 10 | O5 10 10 | 10 | 10 | 10 10 | 10 10 | O5

10 | 10 | OS5 10 10 | 10 | 10 | 10 10 | 10 | 10 | OS5 10 | 10 10 | 10

10 | 10 | OS5 0.5 10 10 | 05 10 10 | 10 | OS5 10 1.0 10 10 1.0 1.0 10 | 10 | OS5 10 | 10 | 10 | OS5

10 | 10 | 10 1.0 10 10 10 | 05 10 | 10 | OS5 10 || 1.0 10 | 05 05 1.0 10 | 05 10 10 | 10 | 10 | OS5

10 | 10 | O5 10 10 | 10 | 10 | OS5 10 | 10 | 05 | 05 10 | 05 | 00 | 10 10 | 10 | 05 | O5

10 | 10 | O5 | O5 10 | 10 | 05 | OS5 10 | 10 | O5 10 10 | 05 | 0D | 10 10 | 10| 10 | O5

10 | 10 | 05 | O5 10 | 05 | 00 | 10 10 | 05 | 00 | OS5

10 | 10 | 05 | O5 10 | 05 | 00 | O5 10 | 05 | 00 | 10

10 | 05 00 | 05

10 | 05 00 | 05

Obr. 13 Uplny zvéz vsetkych L-bondov

3.5 Porovnanie nasho algoritmu s brute-force pristupom

Vykonali sme sériu experimentov s nahodne generovanymi fuzzy kontextami,
pricom pre ucely generovania sme pouzili trojhodnotov Lukasiewiczovu logiku. ,,Fill
ratio“ tychto kontextov, t.j. percentudlny podiel nenulovych poloziek v kontexte, bolo
na urovni 25%, 50%, 75% a 100%. Dovod pre pouzitie ,,fill ratia“ pri generovani bol
fakt, Ze ¢im menej nenulovych poloziek v kontextoch, tym menej put. Vygenerovné
kontexty sme nasledne pouzili ako vstup pre brute-force a nas efektivny algoritmus.

Vsetky algoritmy, generovanie dat atesty boli implementované v programovacom
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jazyku Java. Na Obr. 14 je znazornena zavislost' ¢asu behu algoritmov na velkosti

hl'adaného zvézu put.

porovnanie nasho algoritmu s brute-force

emmmn3S algoritmus esssbrute-force

40000
36000 /
32000 /
g 28000 //
~ 24000
% 20000 //
ﬁ 16000 /
0

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
pocet put

Obr. 14 Zavislost’ ¢asu behu algoritmov na vePkosti h’adaného zvizu put
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4 PseudorieSenie 9. otvoreného problemu

Vroku 2006 bolo na konferencii ICFCA v Drazd’anoch stanovenych
a zoskupenych v zbierke [5] niekol’ko otvorenych problémov pre formalnu konceptova
analyzu, z ktorych deviaty sa nazyva ,,porozumenie* pit. Znenie problému by sa dalo
strutne formulovat’ ako jednoducha konstrukcia kontextu (prirodzenych rozmerov),
ktorého konceptovy zvédz je izomorfny so zvdzom vSetkych pat medzi danymi
kontextami, t.j. maja rovnaky pocet prvkov a hierarchicka $truktaru.

Jednym z cielov diplomovej préce bolo prispiet k jeho rieSeniu. Finalnym
vystupom nasho snazenia je ,pSeudorieSenie*, ktoré hladany kontext konstruuje
zlozitejSou cestou. Predpona pseudo naznacuje neoptimalnost’ nasho rieSenia v takom
zmysle, Ze na konStrukciu hl'adaného kontextu je potrebné najskor vyhladat’ vsetky puta
medzi vstupnymi kontextami, ktorych je vo vSeobecnosti vel'a. V nasledujlcej Casti si
predstavime spdsob ako z uplného zvizu vsetkych put medzi dvoma kontextami ziskat’

hl'adany kontext.

4.1 Transformacia zvazu pat na prirodzene maly kontext
V tejto Casti si ukazeme ako z mnoziny vSetkych put vybrat' iba dolezité puta
pomocou jednoduchych faktov z teérie zvézov obsiahnutych v druhej Casti zakladnej

vety pre konceptové zvazy. Pre pripomenutie ju uvadzame:

Veta 4.1. Uplny zvéz V je izomorfny s konceptovym zvdzom CL(X, Y, I) prave vtedy,
ked’ existuju zobrazenia @: X —» V a¢:Y — V také, Ze ¢ (X) je suprémum husta
mnozina vo zvaze V, ¢(Y) je infimum husta mnozina vo zviaze V a I(x,y) je
ekvivalentné ¢ (x) < ¢(y), pre vietky objekty x € X a atriblity y € Y. To znamena, Ze

V je izomorfny s konceptovym zvazom B(V,V, <).

Z poslednej poznamky predchddzajtcej vety vyplyva, ze trivialnym rieSenim by mohol
byt kontext, ktorého objektova i atriblitovd mnozina je rovnd mnozine vSetkych put
medzi vstupnymi kontextami a reldcia daného kontextu by bola relacia usporiadania
danych put. Konceptovy zvéz takéhoto kontextu je izomorfny so zvdzom vsetkych put,

pricom ale nespiia podmienku prirodzenej jednoduchosti (trivialny kontext je
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rozmerovo prili§ velky). V nasledujucich definiciach uvedenych v knihe [1] si
objasnime spomenuté pojmy.

Definicia 4.1. Nech V je Uplny zvaz. Pre prvok v zvazu V definujeme:
v, = \/{x € V|x < v}

v* =/\{xEV|x>v}

Ak plati v, # v, tak prvok v nazyvame suprémum ireducibilny, t.j. prvok v nemoze
byt’ vyjadreny ako suprémum od neho mensich prvkov. V tomto pripade, prvok v, je
jedinym dolnym susedom prvku v. Analogicky, ak plati v* # v, tak prvok v nazyvame
infimum ireducibilny, t.j. prvok v neméze byt vyjadreny ako infimum od neho va¢sich

prvkov. V tomto pripade, prvok v* je jedinym hornym susedom prvku v.

Definicia 4.2. Nech V je uplny zvdz. Mnozinu X € V nazyvame suprémum husté v
zvaze V, ak kazdy prvok zvizu V mdzeme vyjadrit’ ako suprémum nejakej podmnoziny
mnoziny X. Analogicky mnozinu X € V nazyvame infimum husta v zvaze V, ak kazdy

prvok zvdzu VV mézeme vyjadrit’ ako infimum nejakej podmnoziny mnoziny X.

Nasledujuca veta opisuje jednoduchy spbésob ako z akéhokol'vek UpIného zvézu (teda aj
zvazu vsetkych put medzi dvoma kontextami) ziskat' suprémum a infimum husté
mnoziny.

Veta 4.2. Prvok v zvdzu V je suprémum ireducibilny prave vtedy, ked’ ma prave
jedného dolného suseda. Prvok v zvdzu V je infimum ireducibilny prave vtedy, ked’ ma
prave jedného horného suseda. Kazda suprémum husta podmnozina zviazu V obsahuje
vSetky suprémum ireducibilné prvky zvizu V a kazdé infimum husta podmnozZina zvédzu
V' obsahuje vSetky infimum ireducibilné prvky zvéazu V. Naopak, mnozZina vsetkych
suprémum ireducibilnych prvkov tvori suprémum husti mnozinu. Analogicky, mnozina

vSetkych infimum ireducibilnych prvkov tvori infimum husti mnoZinu.

Novy kontext vytvorime tak, Ze za mnoZinu objektov prehlasime mnoZinu
suprémum ireducibilnych prvkov, za mnozinu atribtov prehlasime mnozinu infimum
ireducibilnych prvkov v zviaze vsetkych put arelacia medzi nimi bude relacia

usporiadania L-multifunkcii. Na Obr. 15 st zvyraznené vSetky infimum a suprémum
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ireducibilné prvky. Ich vzajomna relécia bola odzrkadlena v prirodzene malom kontexte
v Tab. 10, ktorého konceptovy zvédz na Obr. 16 je izomorfny so zvdzom vsetkych L-

bondov. Inak povedané, obidva zvdzy maju rovnaky pocet prvkov a hierarchiu.

10 | 10 | 10 | 10
10 | 10 | 10 | 10 infimum ireducibilné

10 | 10 ql: 10 10 ].DE30.5 10 10 l.DC.D 10 10 | 10 10 05
10 104 10 10 | 1010 | 10 10 | 10 0 05 10 l.DDl.D 10

10 | 10 | 10 | 10 10 10 | 10 | O5

10 | 10 | 05 | 05 10 10 | 10 | OS5

10 | 10 | 05 10 10 10,4 10 | OS5 10 | 10 | 05 0.5 10 | 05 0.0 10 10 1 05 | 05
10 | 10 | OS5 05 10 10=05 | OS5 10 | 10 | OS5 10 10 | D,SEDD | 10 10 1. 10 | OS5

10 ID-,D.S

10 | 10405

10 | 05 | 00 | O5

10 | 05 | 00 | 05 suprémum ireducibilné

Obr. 15 Zvaz vsetkych L-bondov a zvyraznené v§etky infimum a suprémum

ireducibilné prvky

Tab. 10 Prirodzene maly kontext

infimum ireducibilné prvky

€ prvky

s

ducibiln

s

supréemumire
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Obr. 16 Uplny zvaz extentov prirodzene malého kontextu

56



5 Spojitost® medzi putami aextentami priameho sucinu
dvoch formalnych kontextov

V tejto kapitole si ukazeme jednoduchy sposob ziskavania put dvoch kontextov,
ktorého nevyhodou je, Ze vystupom je neuplnd mnozina vsetkych put. Existuje spojitost’
medzi extentami priameho st¢inu kontextov a putami, t.j. kazdy extent priameho st¢inu
kontextov je automaticky puto (vid’ ¢lanok [4]). Pod’'me si formalne zaviest’ priamy

sucin kontextov definiciou z ¢lanku [4]:

Definicia 5.1. Priamym st¢inom dvoch L-kontextov (X;,Y;, ;) a (X,, Y, I,) je novy L-

kontext (X; X Y5,Y; X X,,A), kde relacia A je definovana nasledovne:

A ((x1,3’2): (3’1,952)) = =l (x1,y1) = L(x2,¥,)

Jednoduchym faktom z logiky je, Ze disjunkcia dvoch pravdivostnych hodnét a, b moze
byt’ vyratana ekvivalentne ako a OR b = —a — b, priCom ale komutativnost’ disjunkcie

je vynutena pravidlom dvojitej negacie =—a = a, pre kazd hodnotu a.

Veta 5.1. Nech L je reziduovany zvéz (spinajuci aj pravidlo dvojitej negacie). Nech
C; = (X;,Y;, I;) su L-kontexty pre i € {1,2}. Potom pre kazdy extent 8 priameho si¢inu

C; A C, plati, Ze B je puto vstupnych kontextov.

Na Obr. 17 vidime priamy sucin kontextov z nasho prikladu a na Obr. 18 su
zndzornené putd najdené pomocou priameho sucinu. Je zrejmé, Ze mnozina put
najdenych pomocou priameho stcinu je podmnoZinou mnoziny vsetkych pat. Dévodom

je nevygenerovanie vSetkych suprémum/infimum ireducibilnych put.
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Obr. 17 Priamy suc¢in kontextov C; a C,
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10 | 10 10 | 05

10 | 10 10 05

10 | 20 | 05 | o5 || 10 | 10

10 | 10 | 05 | OS5 10 | 05 | 00 | O5 10 | 05 | 0D | 10

10 | 05 00 | 05

10 | 05 00 | 05

Obr. 18 Uplny zviiz vietkych put a zvyraznené puta najdené pomocou priameho

sucinu
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6 VyuZitie put

V poslednej casti diplomovej prace sa venujeme vyuzitiu put pri kons$trukcii
uplného zvizu vysSicho radu. Nase poznatky o putach sme aplikovali na zaujimavy
priklad z praxe.

Predstavte si, ze ste Studentom strednej Skoly a nastal moment, kedy musite urobit’
dolezité rozhodnutie, tj. vybrat' si univerzitu, na ktorej budete Studovat. Majme
k dispozicii informécie o Studentoch strednych $kol a ich postojoch k univerzitam, ktoré
maju na vyber, konkrétne v nasom priklade Sest S$tudentov strednych $kol a Sest
univerzit na vyber. Z tychto informécii sme zostavili zakladny kontext, kde objektovu
Zast’ tvoria tudenti a atributova &ast’ tvoria univerzity. Dalej majme k dispozicii d’alsie
externé data od strednych $kol a univerzit, konkrétne hodnotenia $tudentov v okruhoch
predmetov (matematika - fyzika, humanitné predmety abiolégia - chémia)
a poziadavky univerzit na tie isté okruhy predmetov, ktoré rozhoduju o tom, ¢i dany
uchadza¢ o Stadium bude na univerzitu prijaty alebo nie. Ziskané externé data od
strednych $k6l utriedime do skupin podla typu strednej Skoly, v naSom pripade
gymnéazium, obchodna akadémia a stredné priemyselna Skola a data od univerzit podl'a
sidla univerzity, vnaSom pripade Kosice, Bratislava, Ceskd republika. Tymto
rozdelenim mnoziny S$tudentov a mnoziny §k6l do mensich a disjunktnych celkov
(Studentov podla strednych $§ko6l a univerzity podla sidla) ziskavame aj rozdelenie
zékladného kontextu preferencii $tudentov do mensich celkov — podkontextov

znazornenych na Obr. 19.
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atribatové externé kontexty

Kosice Bratislava Ceska republika
CJ’l CJ’z C}’s

UPJS TUKE UNIBA STUBA CUNI MUNI

05 0.5 1.0 | 0.5 1.0 0.5
0.0 0.5 0.0 | 0.5 0.0 1.0
@6‘0 05 0.5 0.5 0.5 05 0.5
o°
.. (. Ivana| g5 1.0 | 1.0 0.0 | 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0
gymnazium xl ] xl
Patrik | 1.0 1.0 00 1.0 | 1.0 0.0 1.0 0.0 0.5
obchodné (° Ondrej | 0.0 1.0 1.0 0.5 | 0.0 0.5 0.0 0.5 0.0
L. X2 , . X2
akadémia Maria | 1.0 1.0 1.0 0.0 05 1.0 0.0 0.5 0.0
. ; Jozef | 1.0 | 1.0 0.5 1.0 | 1.0 0.5 0.0 0.0 05
Evrlemyselna ng X3
Skola Petra | 0.0 | 1.0 | 1.0 0.0 | 0.0 0.0 | 1.0 1.0 0.0
objektové externé kontexty V1 Y2 Y3

zakladny kontext

Obr. 19 Zakladny kontext preferencii Studentov a externé kontexty Studijnych

vysledkov a poziadaviek univerzit

Na zéklade teoretickych vysledkov z ¢lanku [10] je mozné z puta medzi dvoma
kontextami vyrobit'® Galoisovu konexiu medzi konceptovymi zvdzmi vstupnych
kontextov. Po predchadzajucom rozdeleni zékladného kontextu méZzeme uvazovat’ nad
novym kontextom, ktoré¢ho objektmi st jednotlivé podmnoziny pdvodnych objektov
a podobne atribitmi st podmnoziny pdvodnych atribatov. Akykol'vek podkontext
prislichajlci nejakej objektovo-atribitovej dvojici mézeme vnimat ako pseudoputo
medzi prislichajucim objektovym/atribatovym kontextom. Predpona pseudo znamena
to, ze prisluchajici podkontext putom nie je, ale pomocou uzaveru, vyplyvajiceho z
priameho sucinu objektového a atributového kontextu, aplikovaného na pseudoputo,

jednoducho ziskame puto medzi spominanymi kontextami (vid’ Obr. 20).
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Cyl Cyz C.'Ya
UPJS TUKE UNIBA STUBA CUNI MUNI

[ 0.5 0.5 1.0 | 05 1.0 05

r 0.0 0.5 0.0 0.5 0.0 1.0

» | 0.5 0.5 0.5 | 0.5 0.5 0.5

C. |vana 00 0.0 1.0 00 1.0 00
Xq xl

Patrik | 1.0 | 1.0 | 0.0 1.0 1.0 00 1.0 0.0 05

¢ Ondrej [ 00 10 10| |05 00 0.5 0.0 0.5 0.0
X2 o X2

Méria| 10 10 10| |00 05 1.0 00 0.5 | 0.0

C. Jozf| 10 10 05| |10 10 05 0.0 0.0 | 0.5
X3 x3

Petra | 0.0 | 1.0 | 2.0 | | 00 0.0 00 1.0 1.0 00

Y1 Y2 Y3
ak uzavrieme kontext C, ,, v priamomsucine C, aC, ,

tak ziskame puto ., [ 05 1.0

10 1.0

Obr. 20 Vytvorenie puta medzi objektovym a atribUtovym kontextom

Z tohto pohl'adu sme ziskali mensi kontext, ktorého kazdy objekt a kazdy atribut je
mozné ohodnotit’ hodnotou z prislichajiceho konceptového zvazu objektového alebo
atribtového kontextu. Pokial’ kazdé objektovo-atribitové puto vnimame ako Galoisovu
konexiu medzi prisluchajicimi konceptovymi zvdzmi, ktoré vystupuji ako Struktiry
pravdivostnych hodnét prislichajiceho objektu alebo atributu, dostavame formalny
kontext tvaru opisanom v ¢lanku [11], ktorého teoretické vysledky dokazuji korektnost’
daného pristupu a davaju navod ako dany kontext spracovat’ do formy konceptového
zvézu. Konkrétne sme vytvorili $pecialne kontextové operatory, ktoré n-tici konceptov

objektovych kontextov prirad’'ujt m-ticu konceptov atributovych kontextov a naopak.

V nasom priklade mal zakladny kontext 51 konceptov a pouzitim externych dat sa
pocet konceptov znizil na 3. Je taktieZ nutné poznamenat, Ze pristupom vyuZzivajicim
puta medzi kontextami sme spravodlivo priradili podobnym uzavretym mnoZindm

Studentov podobné uzavreté mnoziny Skol.
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Zaver

V tejto diplomovej praci sme sa na zaiatku oboznamili so znalostami, ktoré su
zakladnymi stavebnymi blokmi formalnej konceptovej analyzy a predstavili sme si tieZ
Bélohlavkovo fuzzy rozsirenie formalnej konceptovej analyzy. Zaoberali sme sa
efektivnym vyhladavanim konceptov v kontexte a podrobne sme Citatel'ovi predostreli
myslienku hladania vSetkych uzavretych mnozin, tzv. fixpointov algoritmom, ktory

vyuziva paradigmy hornych susedov.

V d’al$ej Casti sme pracovali na hl'adani vyznamov medzi dvoma kontextami, inak
povedané put, ¢o su reldcie medzi priestorom objektov prvého kontextu a priestorom
atribitov druhého kontextu, také Ze ich riadky a stipce s uzavreté mnoziny v
prislusnom kontexte. Navrhli sme algoritmus pre ich hladanie, ktory bol inSpirovany
algoritmom hladania vSetkych uzavretych mnozin. Dévodom znovu pouzitia myslienky
,hornych susedov* bol fakt, ze mnozina vsetkych konceptov tvori uplny zvéz vzhl'adom
na mnozinovu inkliziu a mnozina vsetkych put tvori uplny zvdz vzhl'adom na rela¢né

usporiadanie.

Deviaty otvoreny problém vo formélnej konceptovej analyze hl'ada odpoved’ na
otazku hl'adania prirodzene malého kontextu pre uzavrety systém put medzi kontextami
alebo inak povedané hl'adania jednoduchej konstrukcie kontextu, ktorého konceptovy

zvéz je izomorfny so zvdzom vSetkych put medzi danymi kontextami.

Tato skutoénost’ bola motivaciou nasho vyskumu, kde sme sa snazili prispiet
K rieSeniu tohto problému. Findlnym vystupom nasho snazenia je ,,pseudorieSenie®,
ktor¢ hladany kontext konStruuje zlozitejSou cestou. Predpona pseudo naznacuje
neoptimalnost’ nasho rieSenia v takom zmysle, Ze na konstrukciu h'adaného kontextu je
potrebné najskor vyhladat vSetky putd medzi vstupnymi kontextami, ktorych je vo

vSeobecnosti vela.

V nasledujucej Casti sme si predstavili sposob ako z uplného zvizu vsetkych put

medzi dvoma kontextami ziskat’ hl'adany kontext.

Kedze existuje spojitost’ medzi extentami priameho sicinu kontextov a putami, t.j.
kazdy extent priameho sG¢inu kontextov je automaticky puto, tak v poslednej faze
diplomovej prace sme sa venovali vyuzitiu put pri konstrukcii Gplného zvdzu vyssieho
radu. NaSe poznatky o putach sme aplikovali na zaujimavy priklad z praxe, kde

hladame skryté informéacie vo viacerych spolu suvisiacich kontextoch.
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Prilohy

Priloha A: CD médium — diplomova praca v elektronickej podobe

Priloha B: CD medium — Java projekt, v ktorom su naimplementované vsetky

algoritmy spominané v préaci
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