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Abstrakt

Tato prace implementuje evoluéni systém pro nelezeni kvantového operdtoru ve formé& unitarni ma-
tice. Cilem je ovéfeni ruznych pristupt reprezentace kandidatnich feSeni a nastaveni evolu¢niho
algoritmu. V préci byly pouZity dva evoluéni algoritmy: geneticky algoritmus a evolu¢ni strategie.
Dile je zde ptedstaven zplisob generovani unitarni matice zaloZzeny na QR dekompozici, ktery je
pro tuto tlohu pouZit poprvé. Ten je v nékterych smérech lepsi neZ predeslé. Na zavér je na experi-
mentech ukdzdno srovnani vSech pouZitych technik.

Abstract

In this thesis, an evolutionary system for searching quantum operators in the form of unitary matri-
ces is implemented. The aim is to propose several representations of candidate solutions and settings
of the evolutionary algorithm. Two evolutionary algorithms were applied: the genetic algorithm and
evolutionary strategy. Furthermore, a method of generating a unitary matrix is presented which is
used for the first time for this task. This method is in some aspects better than the previous ones.
Finally, a comparison of all used techniques is shown in experiments.
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Kapitola 1
Uvod

V poslednim desetileti se kvantové pocitani dostalo z Cisté matematického a teoretického oboru i
do praktické roviny. Zacaly se objevovat prvni kvantové pocitace a s nimi nastupuje i vyvoj novych
kvantovych algoritmi a technologii. Pro¢ tomu tak ale je? Vykonnost klasickych pocitacd stéle
roste. Nevystacime si s nimi?

Americky vynélezce Gordon Moore v roce 1965 postuloval myslenku dnes nazyvanou Moortv
zakon. Ten v pfeneseném vyznamu fika, Ze se kazdé dva roky vykon pocitatovych Cipti zdvojnasobi.
Tento odhad exponencidlniho rlstu se drZel n€kolik desetileti. V dnes$ni dobé uz jsme vSak dospéli
do situace, kdy velikost tranzistorti dosahuje své spodni hranice [44]. Proto museji védci a inZenyfi,
snaZici se pokracovat v trendu, hledat jind feSeni a vypocetni principy. Jednou z té€chto technologii
jsou praveé kvantové pocitace s potencidlem az exponencidlniho zrychleni nékterych algoritmi.

PrestoZe prvni kvantové pocitace se objevuji aZ v poslednim desetileti, teoretické zdklady byly
poloZeny uZ mnohem diive. Pocatky teorie o kvantovém pocitani se pfisuzuji praci R. Feynmana
z roku 1982 [10]. Od té doby bylo objeveno mnoho kvantovych algoritmt. Nejvyznamnéjsi z nich
jsou Groverdv algoritmus pro vyhledani v databazi [17] a Shoredv algoritmus pro faktorizaci ¢i-
sel [47], které nastartovaly zdjem o kvantové pocCitini. K tém modernim patii algoritmus QAOA
(z anglického Quantum Approximate Optimization Algorithm) [9], nebo hibridn{ algoritmus VQE
(z anglického Variational Quantum Eigensolver) [38]. I pfes znacné pokroky se stale hledaji nové a
efektivnéjsi kvantové algoritmy.

Cilem této prace je vytvorit systém, ktery bude pomoci evolucnich technik hledat kvantové
algoritmy. NavaZu na vyzkum S.R. Hutsella a G.W. Greenwooda [22] a navazujici praci D. Mac-
Kinnona [32]. Ti vyuzili fakt, Ze kazdy kvantovy algoritmus lze matematicky reprezentovat jako
unitdrni matici a obrdcené. Tato price postupuje podle jejich vzoru. Algoritmus evolucné vytvori
unitarni matici a pomoci simuldtoru kvantového pocitace vypocitd presnost vystupt kvantového
algoritmu. V préci jsou experimentdlné srovnény tfi reprezentace kandiddtnich feSeni. Jedna je pre-
vzata z ¢lanku Hutsella a Greenwooda a druhd z prace MacKinnona. Posledni, nové navrZen4, je
zaloZena na QR dekompozici [12]. Ve vytvoreném evoluénim systému jsou implementovany dva
evolucni algoritmy: geneticky algoritmus a evolucni strategie. Oba pfistupy jsou pro tento problém
vhodné, avSak evolucni strategie jsou v této praci pouZity poprvé. I tyto dveé techniky budou experi-
mentdlné srovnany. V prvnich dvou experimentech se ovefi funkénost implementovaného systému
na znovuobjeveni dvou zdkladnich hradel. Dalsi experimenty ovéii Skalovatelnost algoritmu a ukazi
jeho dalsi mozné aplikace. V zavéru prace je provedeno vyhodnoceni experimentti a zamysleni se
nad vysledky.

Kapitoly jsou rozdéleny nasledovné. Principy kvantového pocitani jsou nezbytné pro plné po-
chopeni prace. Vénuje se jim druhd kapitola. Ve tfeti kapitole je souhrn pouzitych evolu¢nich tech-
nik a postupt. Ctvrta kapitola pojedndva o jiz provedenych vyzkumech a pracich na téma evolud-



ntho ndvrhu kvantovych algoritmi. Na to navazuje kapitola pata obsahujici moji konkrétni praci.
Zde je popsdn vytvofeny evoluéni systém i viechny techniky v ném pouZité. Sestd kapitola popisuje
a komentuje experimenty a jejich vystupy. Posledni kapitola shrne vysledky price a nastini, kudy
ve vyzkumu pokracovat.



Kapitola 2

Kvantové pocitani

Pfedtim nez prejdeme k jadru prace, zamétfime se na koncept kvantového pocitani, ktery je nezbytny
k jeho pochopeni. Myslenka kvantového pocitani vznikla v roce 1982, kdy si R. Feynman v§iml, Ze
nékteré jevy kvantové mechaniky nemohou byt na klasickém pocitaci simulovany efektivné [10].
Bylo by tedy vyhodnéjsi, kdyby pocita¢ mohl té€chto jevi vyuzit [42]. Velky boom a zdjem o kvan-
tové pocitani pfinesl P. Shor v roce 1994 se svym kvantovym algoritmem faktorizace celych Cisel
v polynomidlnim ¢ase [47]. Tim pfed¢il dosud znamé klasické algoritmy se slozitosti exponencidlni.
V fadé védeckych praci pak bylo dokdzdno, Ze kvantovy pocita¢ dokaze efektivné simulovat kla-
sicky [3, 4]. Avsak, zda je tomu i obracené nebylo doposud ani dokdzano ani vyvraceno [37]. Stéle
zUstava otazkou, jestli stejné efektivni klasicky algoritmus neexistuje, nebo jenom nebyl vymyslen.
Tato nejistota ovSem neni odrazujici, nybrz motivujici. Lidé se neboji Ze je jejich celozivotni prace
zbyteCnd, naopak s nadSenim hledaji kaZdou cestu, kterd by mohla posunout lidstvo zas o kousek
dal.

Dals$im souvisejicim vyuZitim kvantové mechaniky je kvantovd komunikace nebo kvantové ge-
nerovani ndhodnych ¢isel, které je teoreticky absolutné ndhodné [28].

2.1 Kvantova mechanika

Kvantovd mechanika miiZe byt té€Zko pochopitelnd, protoze Casto odporuje intuici ziskané pozoro-
vanim redlného svéta. V kvantové mechanice je stav fyzikdlnich objekti popsan vlnovou funkeci,
kterd popisuje pravdépodobnost vyskytu ¢astice na urcitém misté v urcitém case. Tim se dostdvdme
k rozdilim oproti klasické mechanice, vyznamnym v kvantové informatice [18].

e Pravdépodobnostni popis: vSem staviim systému jsou pfidéleny hodnoty hustoty pravdé-
podbnosti.

e Princip superpozice stavi: kvantovy systém existuje ve stavu daném linedrni kombinac{
jinych stava.

o Kvantova provazanost: systém vice ¢astic miZe existovat ve stavu, kdy nelze hovorit o sta-
vech jednotlivych Castic oddélené.

e Meéreni: operace méfeni na objektu vede ke zméné stavu tohoto objektu.

o NerozliSitelnost castic: Castice se stejnymi vlastnostmi od sebe nelze rozlisit.



2.2 Hilbertav prostor

Hilberttiv prostor je matematicky koncept umoziujici popis kvantové mechaniky. Jde o n-dimenzionalni
vektorovy prostor nad komplexnimi Cisly, ktery je definovan ndsledovné.

Definice 2.2.1. [18] Unitarni prostor H je komplexni vektorovy prostor s definovanym skaldrnim
souc¢inem (-|-) : H x H — C, spliijicim pro jakékoliv vektory ¢, 1, ¢1, 02 € H a jakékoliv
c1, o € C nasledujici axiomy':

(Pl) = (lo)™, (2.1)
(W|Y) > 0a (P|y) = 0 pravé tehdy, kdyz ) = 0, (2.2)
(V]e11 + ca02) = c1{Y|d1) + ca(th|2). (2.3)

Norma prvku ¢ € H je
191l = V/{leh). (2.4)
Vzdélenost dvou prvki ¢, ¢ € H je
d(¢,¥) = [l¢ — . (2.5)

Definice 2.2.2. [18] Unitarni prostor H se nazyva uplny, kdyz pro kazdou sekvenci {¢; }>°,, kde
¢; € H, takovou, Ze

dim |[¢; — ¢ =0, (2.6)
4,]—00
existuje vektor ¢ € H, takovy, Ze
lim ¢ — ¢i]| = 0. 2.7)
1—00

Definice 2.2.3. [18] Uplny unitarni prostor se nazyva Hilbertiiv prostor.

Déle v préaci budeme uvazovat pouze Hilbertovy prostory s kone¢nym poctem dimenzi. n-
dimenzionalni Hilbertiv prostor budeme znacit H™.

Priklad 2.2.1. M¢&jme prostor H = C™.

e KdyZ definujeme skaldrni souin vektord u = (ug...u,) € C",v = (vg...v,) € C" jako
(ulv) =wugvg + -+ - + upvy, potom H je Unitarni prostor.

e Kdyz navic fekneme, Ze n je konecné ¢islo napiiklad 2, pak H je Hilbertiv prostor.

Poznamka. Stavy kvantového systému jsou reprezentovany vektory Hilbertova prostoru.

2.3 Bra-Ket notace

vvvvvv

racova notace, n¢kdy nazyvand Bra-Ket notace. V Diracové notaci se vektor ¢ Hilbertova prostoru
H znadi |¢) a nazyva se ket-vektor. K nému piislu$ny bra-vektor se znali (¢| a odpovidd adjungo-
vanému vektoru® k vektoru |¢). V n-dimenziondlnim Hilbertové prostoru odpovida ket-vektor |¢)
n-dimenziondlnimu sloupcovému vektoru, bra-vektor n-dimenziondlnimu fddkovému vektoru. Po-
tom (¢|)) znadi (vnitini) skaldrni soucin vektord a |¢) (1| znaci (vnéjsi) tenzorovy soucin vektort
[18].

12* znati &islo komplexné sdruZené &islu z
2 Adjungovany vektor je transponovany a komplexné sdruZeny vektor.



1+4
Priklad 2.3.1. M&jme ket-vektory |¢) = <12i> aly) = <1>
1. bra-vektor® (¢| = |¢>T — (% u)

2. skaldrni sougin (¢|y) = (L1 1) (é) L

@)

1 A . I+ 1=i
3. tenzorovy soucin |¢)(¢)| = ( > (L5t ) = < (2) (% >

2.4 Baze

Definice 2.4.1. [18] Dva vektory ¢, € H jsou ortogonalni, pravé tehdy kdyz (¢[i)) = 0. Mno-
Zina vektori B C H je ortogonalni, kdyZ kazdé dva jeji vektory jsou ortogonalni. MnoZina B je
ortonormalni, kdy?Z je ortogondln{ a vSechny jeji prvky maji normu 1.

Definice 2.4.2. [60] Mnozina vektorti B Hilbertova prostoru H tvofi (ortonormélni) bazi, kdyz
(a) B je ortonormalni,
(b) kazdy vektor ¢ € H muzZe byt zapsan jako linedrni kombinace vektord z B.

Pro kazdy vektorovy prostor existuje mnoho bdzi. Nejlépe se pracuje s tzv. standardni bdzi
definovanou nésledovné.

Definice 2.4.3. [60] Bize B = {bg, b; ...by,} se nazyva standardni baze, kdyZ pro kazdy vektor
b, € B plati:

. 1, i==x
b (i) = {O, jinak (2.8)

Priklad 2.4.1. [60] Ptiklady béazi v 3-dimenziondlnim Hilbertové prostoru:

1 1

i hdges [( 2 1 1 1 1y 1 _ —L

1. ortonormalmbaze.{(%,%,%),(0, N \/5),(\/3, Nt \/g)}
2. standardni baze: {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}

Poznamka. Jak uvidime pozdéji, v kvantovém pocitani jsou logickd 0 a 1 reprezentovany jako

standardni bazové vektory |0) = <(1)> 1) = <(1))

2.5 Operatory

Definice 2.5.1. [20] Linearni zobrazeni A : H — H se nazyva linearni operator Hilbertova
prostoru H a plati pro néj:

Y[Y), |¢) € H aVa,b € C plati, 7e A(a|y)) + b)) = ad|p) + bA|d). (2.9)

Aplikace operatoru A na vektor |1)) znacime A|v)). Aplikaci na vektor (¢| znacime (¢p|A. Kazdy
linedrn{ operator A Hilbertova prostoru H s bazi B = {|01), |02)]. .. |6,)} miZe byt reprezentovan
matici komplexnich ¢isel n x n s hodnotami (6;|A|6;) na i-tém fadku a j-tém sloupci [18].

Operitor, ktery zobrazuje vektory na sebe samé, se nazyva jednotkovy a znaci se .

3} znadi sdruZeny operitor, ktery transformuje vektor na adjungovany vektor.



Definice 2.5.2. [28] Necht’ B = {b1, bz ... b, } je baze Hilbertova prostoru H. Jednotkovy opera-
tor [ je definovan:

I =" [bi){bil. (2.10)
i=1

Pro ortonormdlni bazi se jednd o jednotkovou matici. V kvantovém pocitani jsou dulezité dvé
tiidy operator: Hermitovské a unitarni.

Definice 2.5.3. [28] Mé&jme Hilbertiv prostor H, a operdtor A : H — H. Operitor AT : H — H

se nazyva sdruZeny (adjungovany) operator , jestlize pro kazdé ¢, ¢ € H plati:

(W]A )" = (¢|AT|ep) @2.11)

Definice 2.5.4. [28] Operdtor A se nazyvd samosdruZeny (Hermitovsky), jestlize pro vSechny
|6), |v) € H plati, ze
(WlA o) = (dlA 1Y) (2.12)

nebo-li
A = Af (2.13)

Definice 2.5.5. [28] Linedrni operator A ma vlastni vektory ) a vlastni hodnoty x, pro které plati:
AIX) = z|A) (2.14)

Samosdruzenému operatoru odpovidd Hermitovskd matice. Hermitovské operatory pouziva kvan-
tovd mechanika pro popis fyzikalnich pozorovatelnych veli¢in. Maji v§echny vlastni hodnoty redlné
a odpovidaji vSem moznym vysledkim méfeni. Vlastni vektory tvoii bazi Hilbertova prostoru nad
kterym operator pracuje [28].

Definice 2.5.6. [60] Linearni operator U je unitarni, kdyz plati:
uUt=UU =1 (2.15)

Unitarni operator neméni skalarni soucin ani normu. Navic jsou Unitarni operatory reversibilni
ve smyslu, Ze ke kazdému U existuje U, ktery anuluje operaci U. Unitérnim operétoriim odpovidaji
unitarni matice [60].

Priklad 2.5.1. [60] Uvedeme priklady nékterych operatort.

5 4450 6—16¢
1. Hermitovsky operdtor: | 4 — 5¢ 13 7
6 + 161 7 -2.1

cosf —sinf 0
2. unitarni operdtor: | sinf cosf® 0
0 0 1

Poznamka. V kvantovém pocitani se pouziva jeden Hermitovsky operator, konkrétné€ operator mé-
feni. VSechny ostatni operdtory v kvantovém pocitani jsou unitdrni [60].



2.6 Qubit

Kvantovy bit, neboli qubit je v kvantovém pocitani zakladni jednotkou informace. Standardni bit
nabyva dvou stavi 0 nebo 1. Naproti tomu, Qubit miiZe existovat i v nekoneéném mnoZstvi stavii
mezi 1 a 0. Stavy kvantového systému, jakozto vektory Hilbertova prostoru, jsou vyjadieny linearni
kombinaci bazovych vektord tohoto prostoru [37].

V kvantovém pocitani volime standardni bazi, nazyvanou nékdy standardni vypocetni baze:

0= ()=} .16

kde intuitivné |0) reprezentuje logickou 0 a |1) logickou 1. Stav kvantového systému lze potom
vyjadrit jako:

[¢) = |0) + B|1) = <g> (2.17)

kde «, § € C. Takova linedrni kombinace bazovych vektorti se nazyvé superpozice stava [37].

Definice 2.6.1. [18] Mé&me dvourozmérny Hilbertiv prostor H? s definovanou standardni bazi
B = {]0),|1)}. Qubit je vektor [)) € H?:

V) = al0) + B[1), (2.18)
kde o, 3 € Calal? + |B)? = 1.

Konkrétn{ fyzickd reprezentace qubitu mize byt riznd. MuZe jit napiiklad o energetickou tiro-
veti elektronu v atomu vodiku, kde |0) zna¢i normalni stav a |1) excitovany stav, nebo o spin ¢dstice,
kde |0) znamend spin nahoru (+3) a [1) spin dol& (—3) [18]. Tyto priklady jsou graficky zndzor-
nény na obrazku 2.1.

Basis slales Basis slales
. . -
, e, ) kS :__-' lr/.. i, \ ] e e e o
=i He (|Hiel" O==|t= d 1o [l==|v= £ID
'_'/ T S Ceneral stare 2
o s - pmplitudes
N . |
[ -.\.-' _ i ..-/.= o ¥ o |- W
General stale . bt T et o+ P D
o a e ofos Bl 4
amplitudes- "7 [ 7 4] |/ == 0|l >+, >

[j‘i \/ o] +|Bl° =1

(o) (b} 2 2
o]+ 1B =

Obrézek 2.1: Grafické reprezentace qubitu: vlevo energetickd hladina elektronu, vpravo spin ¢astice
[18].

2.7 Blochova sféra

v oo

reprezentace pomoci tzv. Blochovy sféry. Jde o zobrazeni stavu qubitu jako bodu na povrchu koule



2?2 4+ 9% + 22 = 1. Vychazi to z faktu, 7e se stav qubitu d4 piepsat do tvaru
|) = e cos§\O>—|—e“"sm§]1> , (2.19)

kde 6, ¢,y € R. Faktor ¢” nem4 geometricky vyznam, mizeme ho ignorovat. Parametry 6 a ¢ pak
definuji bod na povrchu trojrozmérné sféry [37]. Blochova sféra je ukdzana na obrazku 2.2.

Kazdy kvantovy operdtor lze pak chapat jako rotaci bodu ve sféfe. BohuZel tato grafickd repre-
zentace neumoZznuje zobrazit systém vice qubitd.

0}
>,

Obrazek 2.2: Blochova sféra [37].

2.8 Méreni qubitu

Jak bylo zminéno, qubit miZe nabyvat i stavu mezi |0) a |1). Pozorovanim nebo méfenim qubit
zkolabuje do jednoho ze stavii baze. Do |0) s pravdépodobnosti |c|% nebo do |1) s pravdépodobnosti

18]
Formadlné€ méfeni znamend aplikaci Hermitovského operatoru A jehoZ vlastni hodnoty a; odpo-
vidaji moZznym vysledkiim méfeni [28].

Definice 2.8.1. [28] Operitor P Hilbertova prostoru H se nazyva projekéni operator, jestlize
plati:

(a) P=Pf
(b) P=P?

Mgéjme ¢ € H, ||| = 1 potom je projekéni operator P = |1) (1| definovan jako [18]:

1) (l(0) = (PlolY). (2.20)

Po méfeni operdtorem A s vysledkem a; pfechdzi systém do stavu P;|¢), kde P; je projek-
¢ni operdtor generovany vSemi vlastnimi vektory |¢);;) operdtoru A, které odpovidaji a;. tj. P; =

> 1) (ij | 128].
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2.9 Kvantovy registr

V predchozi podkapitole jsme uvazovali systém s pouze jednim qubitem. Stejné jako klasické po-
Citace pracuji s nékolika-bitovymi registry, i kvantové pocitace potiebuji vice qubitti. Model, ktery
popisuje systém vice qubitli se nazyva tenzorovy soucin a znaci se ® [28].

Poznamka. Pro jednoduchost budeme dale pracovat pouze s dvoudimenziondlnim Hilbertovym
prostorem, ktery se v kvantovém poc&itini pouzivd. Obecné tato pravidla plati pro libovolny kone¢ny
n-dimenziondlni Hilbertiv prostor. Také v této kapitole definujeme tenzorovy soucin pouze pro
systém s dvéma qubity. Definice plati analogicky i pro systémy s vice qubity.

ao
a

Definice 2.9.1. [60] M&jme |p,) = < > € H2al|gp) = (Z‘)) € H}, pak |¢q) ® |dp) € H2® H}
1

je tenzorovy soucin, pro ktery plati:

bo aobo
ag -
[ @0 bo . <b1> N aopby
$a) @ |Pp) = <a1> ® (bl) | | |t (2.21)
! b1 a1b1

Vektor |¢,)®|¢pp) se zkracené znadi |¢,dp). Tenzorovym soucinem n-rozmérného a m-rozmérného
Hilbertova prostoru dostdvame novy Hilbertliv prostor s dimenzi nm. V naSem piipad€ 4-rozmérny
prostor ma nové 4 standardni bazové vektory:

1
00)= | o | lon =g hoy =[] | .m0 = 222)
0

o = O O
— o O O

0
1
0
0

Z vyse uvedeného si miZeme vSimnout, Ze vektor |00) = |0) ® |0), analogicky ostatni. Tyto 4 stavy
vyznamem odpovidaji 4 stavim dvoubitového klasického systému: 00, 01, 10, 11.
Obdobné jako pro jeden qubit, par qubiti také existuje v superpozici bazovych stavii [37].

|¥) = a00]00) + ap1]01) + a10[10) + a1|11) (2.23)

Vysledek méfeni bude jeden ze stavii z € {00,01, 10,11} s pravdépodobnosti |a,|? a se stavem
qubitti |x). Méfeni stavu vicequbitového systému odpovidda méfeni jednotlivych qubitl. Napiiklad
pfi zméfeni prvniho qubitu naméfime 0 s pravdépodobnosti |agg|? + |ag1|? [37]. Cely systém zko-

labuje do stavu:

) = 02400 2| 0 2401 _
lago|? + |cvon | |0 |? + |1 |

_ 0600‘00> + 0501|01> _ (2.24)

Vool + [aor [2
1
= (Oéoo|00> —+ a01]01>) =

Vool + [aor [2

0 1
— 0@ @00|0) + apo1|1)

Vool + o1 2

V3iimnéme si, Ze vektor je normalizovdn hodnotou +/|cgo|? + |1 |?. Je to z divodu, aby poidd
platilo pravidlo, Ze 3 ¢ y) | |2 = 1 [37].

|01) +0[10) 4+ 0|11) =

11



V souvislosti s tenzorovym soucinem a kvantovymi registry si miizeme v§imnout, Ze kvantovy
registr v superpozici 1ze chipat jako exponencidlné paralelizovanou verzi klasického registru, ktery
je schopen na n qubitech pojmout 2" hodnot soucasné. Kvantovou operaci nad takovym registrem

manipulujeme s 2" amplitudami zdroveii. Proto by mohl kvantovy pocitac fesit nékteré exponenci-
alni dlohy efektivnéji neZ klasicky pocitac.

2.10 Kvantové provazani

Velmi zajimavym stavem dvojice qubitd je takzvany Belluv stav nebo EPR par:
1
V2

Ten ma takovou vlastnost, Ze po zméfeni jednoho qubitu s pravdépodobnosti 50% naméiime 1
a systém zkolabuje do stavu |11) a s pravdépodobnosti 50% naméfime 0 a systém bude ve stavu
|00). Kazdopddné potom pii méfeni druhého qubitu ziskdme stejnou hodnotu jako u prvniho [37].

Vystupy méteni jsou tedy mezi sebou korelovany. Experimentalné bylo zjiSténo, Ze i po aplikaci
nékterych operatorti na jeden z qubitt tato korelace zdstava. EPR stav je nazvan podle vyzkumu,
ve kterém Einstein, Podolsky a Rosen poprvé ukazali tuto jeho vlastnost a podle J. Bella, ktery na
tomto stavu predvedl, Ze kvantovd mechanika umoziiuje véci, které prekracuji hranice klasického
svéta [37].

Staviim, které jsou mezi sebou korelovany, fikime, Ze jsou provazany. Provazané stavy nelze
vyjadfit tenzorovym soucinem [28]. Existuji 4 maximélné provdzané Bellovy stavy, které navic
tvori Bazi 4-rozmérného Hilbertova prostoru nazyvanou Bellova baze [18].

(100 + [11)). (2.25)

Uty = \2(|00> + |11)) (2.26)
97) = —=(00) = 11) e27)
|t = \}QOOD + |10)) (2.28)
) = —=(01) ~ 10) (2.29)

2.11 Kvantova hradla

Konecné se dostavame k principtim kvantového programovéni a kvantovych algoritmt. Podobné,
jako je klasicky pocitac tvoren elektrickymi obvody z logickych hradel, je kvantovy pocitac tvoren
kvantovymi obvody z kvantovych hradel [37]. Kvantové hradlo chapeme jako operator v Hilbertove
prostoru a jak bylo ukdzéano v predchozich podkapitoldch, reprezentujeme ho unitirni matici a jeho
aplikaci na kvantovy stav chdpeme jako ndsobeni matic.

Zacneme s nejjednodussim klasickym hradlem NOT'. To transformuje 0 na 1 a obracené. Pro
kvantové pocitdni je mySlenka stejnd. Hradlo NOT transformuje |0) na |1) a obrdcené. To oviem
nestaci. Je li stav v superpozici «|0) + |1), hradlo NOT ho transformuje na stav 3|0) + a|1) [37].

Takové hradlo samoziejmé existuje. Definujeme ho pomoci unitarni matice:

01
X = (1 O) (2.30)
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Jeho aplikace na stav |¢)) = «|0) + (1) pak vypadd nasledovné:

xtu = xalo)+ i) = (3 o) (5) = (1) = eio) + el 231)

Oznaceni hradla X neni ndhodné. Jeho vyznam lze ukdzat na Blochové sféfe, kde preklopi
vektor 1) kolem osy x. Podobné existuji hradla Y a Z, majici vyznam pieklopeni kolem osy y
respektive z. Tato hradla se nékdy oznacuji 0., 0y a 0, afika se jim Pauliho operatory [37].

0 —¢
Y = <z 0 > (2.32)
1 0
Z = (0 _1) (2.33)
Pro dplnost zminime je$té operator identity I, ktery m4 podobu jednotkové matice. Jeho apli-
kace na qubit neprovede Zadnou zménu.
10
I = ( 0 1> (2.34)
Dalsi a nejdiilezitéjsi hradlo v kvantovém pocitani je Hadamardtv operator
1 /1 1
H = E (1 _1> . (2.35)
Hadamard zméni bazovy vektor na maximaln€ smiSeny stav.
1
H|0) = —=(10) + 1) = [+) (2.36)
1
H[1) = —=(10) = [1)) = [-) (2.37)

V2
Tyto stavy se oznaCuji |[+) a |—) a také tvoi{ bazi. Druhd aplikace Hadamarda vrati stav qubitu do
ptivodniho. V Blochové sféfe si ho miizeme predstavit jako rotaci kolem osy y o 90° ndsledovanou
preklopenim pres rovinu xy [18], jak ukazuje obrazek 2.3.

Obrazek 2.3: Vizualizace aplikace Hadamardova operdtoru na stav |[+) v Blochové sféfe [37].

Teoreticky existuje nekonecné mnoho unitdrnich 2 x 2 matic, takZe i nekone¢né¢ mnoho hradel.
Bylo dokazéno [37], Ze jakéhokoliv hradlo lze rozloZit na aplikaci tif hradel rotace. Hradla R, R,
a R, pfedstavuji v Blochové sféfe rotaci o libovolny uhel kolem piislu$né osy [37].

0 _igint 0 _ il —i6/2 0
COS 7 S1n COS Sin e
o) = (8, T o= (57 ) o= (T, ) e

—181n 5 COS 5 S11 5 COS 5

S
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Poznamka. JelikoZ hradlo chdpeme jako unitdrni matici a aplikaci hradla na stav jako ndsobeni ma-
tic, aplikace nékolika hradel za sebou je chdpdna jako postupné nasobeni nékolika matic. Nasoben{
matic je asociativni operace, proto miZeme nejprve vynasobit matice hradel mezi sebou. Ziskdme
tak novou unitarni matici a hradlo.

Rozklad pak odpovida rotaci kolem osy z o dhel ¢, kolem osy y o dhel ¥ a opét kolem osy z
o thel Y, to celé nasobené globdlnim fizovym faktorem e*. Libovolné hradlo Ize tedy definovat
pomoci 4 redlnych Cisel a univerzalniho hradla U [18]:

A e 0 costp —sin e~ X B
U(AaQSaw?X) =€ ( 0 €Z¢> (Sinw COSw > < 0 €iX> =

[ cos(y)e’® sin(v)etX
a <—sin(w)e—i>< cosw)e—w) (2.39)

Do ted’ jsme se zabyvali pouze jedno-qubitovymi hradly, které jsou reprezentovany matici 2 x 2.
Nyni se podivdme na hradla aplikovana na vice qubitd. Obecné plati, Ze hradlo pro n qubitd ma
velikost 2" x 2™, Hlavnim hradlem pro dva qubity je controlled — NOT neboli CNOT [37].

100 0
0100

CNOT= |0 o o | (2.40)
0010

Prvni qubit se nazyva fidici a druhy cilovy. Pro¢ se jim tak fika vychazi z toho, jak hradlo funguje.
Pokud je prvni qubit roven |0) na druhy qubit se aplikuje I, kdyZ je prvni qubit |1) na druhy se
aplikuje NOT'. Prvni qubit #idi co se bude dit s druhym. Zajimavé je, co se stane kdyz je prvni
qubit ve stavu |+), zatimco druhy v |0). Celkovy stav systému je tedy 1/+/2(|00) + |10)). Aplikace
C'NOT pak probiha jak bylo popsano vyse. Cést 1/1/2|00) se nezméni protoZe je prvni qubit v |0).
Cést 1//2|10) se zméni na 1/4/2|11). Kone&ny stav je potom 1/4/2(]00) 4 |11)), coZ jak vime
odpovidd kvantovému provazani [37].

Pridat fidici qubit je moZné ke kterémukoliv jedno-qubitovému hradlu. Je to mozné i k jaké-
mukoliv vice-qubitovému hradlu. Dokonce i k hradlu, které uZ fidici qubit ma. Pfidanim fidictho
qubitu k CNOT dostaneme Toffoliho hradlo. To funguje tak, Ze na cilovy qubit aplikuje NOT,
kdyz jsou oba dva fidici qubity v |1) [37]. Matice vypada nédsledovné:

Tof foli = (2.41)

OO O OO oo
OO OO O oo
_ o OO oo oo
O O OO o oo

OO OO O oo
[l elalaBel e
(el elalBell o]
OO oo+ O OO

Toto hradlo predstavil T. Toffoli v roce 1980 a je zajimavé tim, Ze je univerzalni. Jakoukoliv klasic-
kou logickou funkci 1ze vytvofit pouZitim pouze Toffoliho hradel. Tim bylo ukdzano, Ze vSechny
logické operace jsou spocitatelné na kvantovém pocitaci [37].
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2.12 Kvantové obvody

Kvantova hradla aplikujeme na qubity a spojujeme do kvantovych obvodd. Tato forma programu
md vyhodu jednoduché grafické reprezentace. Aplikace hradla X na qubit v pocéate¢nim stavu |0)
je ukdzana na obrazku 2.4. Pokud ma hradlo fidici qubity, zaznac{ se to do obvodu puntikem. Pfi-
klad hradla CNOT vidime na obrazku 2.5. Ddle aplikace méfeni na obrazku 2.6. Ta ndm vraci
jeden z klasickych stavii 0 nebo 1. Proto se v kvantovych obvodech objevuji i "draty"reprezentujici
klasické registry. Dalsi zajimavosti je operator podminény hodnotou klasického registru na obrazku
2.7. Na zdvér této podkapitoly ukdZeme na obrazku 2.8 obvod pro kvantové provazani, ktery se
v algoritmech Casto vyuZiva.

gl |0} ——e——

gl: |0} qf |0y —e—
¥

o2y 0

Obrdazek 2.4: Obvod Obrdzek 2.5: Obvod
s hradlem X s hradlem CNOT Obrazek 2.6: Obvod s méfenim

ql?: |0} X g8y 0] — H T

1350 0 ‘L— -

clag ot qBy ¢ |3 N
Obrazek 2.7: Hradlo podmi- Obrazek 2.8: Obvod kvantového
néné klasickym registrem provazini

2.13 Kvantové algoritmy

Nyni si ukdZeme a popiSeme nékteré kvantové algoritmy. Seznam rozhodné neni tplny ani neob-

sahuje nejnovéjsi dilezité algoritmy. Jde spiSe o ukdzani principli a potencidlni sily kvantového
pocitani.

2.13.1 Deutschiv algoritmus

Y

Nejjednodussi kvantovy algoritmus je Deutschiv algoritmus. Nema sice praktické vyuZiti, ale je
to jeden z prvnich kvantovych algoritmt lep$ich nez klasicky [54]. Algoritmus se zabyva funkci
f:0,1 — 0, 1.0 této funkci fekneme, Ze je konstantni, kdyz f(0) = f(1) avyvazena, kdyz f(0) #
f(1). Zadéani problému zni nasledovné. Méjme funkci f ve formé Cerné skiitiky, u které mtizeme
vyhodnotit vstup na vystup, ale nevime, jak je definovana. Cilem je najit algoritmus, ktery urci, zda
je funkce f konstantni nebo vyvazena. Klasicky algoritmus by prvné vyhodnotil jeden vstup, poté
druhy a nakonec by porovnal vystupy. Klasicky pocita¢ musi vyhodnotit funkci f dvakrat [60].
Zatimco kvantovy pocita¢ miZe byt v superpozici stavi 0 a 1 a ziskat jejich vystupy paralelné
pouze jednim vyhodnocenim funkce. Obvod algoritmu je na obdzku 2.9. Hradlo "unitary" (bézné
oznacované Uy) zndzorfiuje kvantovou reprezentaci funkce f. Kazdé kvantové hradlo musi byt
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U
reverzibilni, proto se "black-box" hradla v&tsinou znazoriiuji operaci |z)|y) — |z)|y @ f(z)), kde

@ znaci XOR [60].

gleg @ |0 —| I—: 0

unitary

gy
I e Il

|

lag 1

Obrazek 2.9: Deutschtiv algoritmus [37].

Poznamka. Svisla ¢dra v obvodu je pouze graficky oddé€lovac funkénich blokd. Nema zadny funkéni

vyznam.

Algoritmus za¢ind ve stavu |01), proto pocatecni hradlo X. Potom se oba qubity daji do super-
pozice uZitim hradla H. Stav systému je 5(|00) — |01) + |10) — |11)). Po aplikaci hradla U se stav
zméni na %(]0(0 @ f(0))) =101 f(0)))+|1(0® f(1))) — [1(1 @ f(1))))- A madme 4 moZnosti:

1. f(z)=0:

[N
—~~

1 1
50+ 1) © 7 (10) - 1)
2 f(e) =1
1
o
L0y + 1)) & —=(11) — o))
NG 2
3. fle) =z
1
o
L0y - 1) @ = (10 — 1))
7 2
4 f@)=1-z
1
3
L 0) —|1)) ®i(ll> —10))

000©0)) = |0(1©0)) +[1(0©0)) = [1(1®0))) = %(IO()) —01) +[10) — [11)) =

(2.42)

0@ 1) —jolen)+1(0e1) -[11e 1) = %(IUD —00) +[11) — [10)) =

(2.43)

000©0)) = |0(1®0)) + |10 1)) - [1(1® 1)) = %(I00> —|01) + [11) = [10)) =

(2.44)

(l0(0@ 1) —jo(t @ 1)) +[1(0®0)) - [1(1©0))) = %(IOD = [00) +[10) = [11)) =

(2.45)

Nyni uzZ mizeme vidét, Ze po aplikaci posledniho H bude prvni qubit ve stavu |0) pro konstantni
funkci f a ve stavu |1) pro vyvédZenou f. Méfenim prvniho qubitu se zjisti feSeni.
Pro zajimavost uvedeme jesté, jak vytvofit hradlo Uy zndzorfiujici funkci f. MiZe nabyvat 4

podob:
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e (@) f(z) =0

432 [0 _m—_:_El_
23 W _E__—

iy 0

Obrézek 2.10: Deutschiv algoritmus s hradlem Uy pro f(x) = 0

o (@) f(x)=1

Obrazek 2.11: Deutschiiv algoritmus s hradlem Uy pro f(z) =1

e (a)f(x)=x

!

Zla 2

Obrazek 2.12: Deutschiiv algoritmus s hradlem Uy pro f(z) = «

e (a)f(zr)=1—x

Qa0 B —E—E {_" l

I b

Obrazek 2.13: Deutschiiv algoritmus s hradlem Uy pro f(z) =1 — 2

Deutschtiv algritmus je zjednodusena verze Deutch-Jozsova algoritmu. Ten predpokldda funkci
f:0,1" = 0,1, kde f je vyvazend, kdyZ presné pro polovinu vstupil je vystup 0 a pro polovinu
1, a konstantni, kdyZ vSechny vstupy maji vystup 0, nebo vSechny 1. Klasicky algoritmus musi
v nejhors$im piipad€ vyhodnotit funkci f % + 1-krat. Kvantovy algoritmus to zvlddne s jedinym
vyhodnocenim funkce f. Dostavame tak exponencidlni zrychleni. Princip je obdobny vyse uvede-
nému [60].

2.13.2 Superhusté kédovani (Superdense coding)

Tento algoritmus je spiSe komunikacni protokol, ktery umoZiuje do jednoho qubitu zakédovat dva
bity informace a po pomyslném odeslani je opét dekédovat. Algoritmus nejprve na dvou qubitech
vytvoii kvantové provazani. V druhém kroku do jednoho z qubiti zakéduje dva bity. Tyto dva
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qubity se odeslou a pfijemce nakonec algoritmu rozplete provdzani a qubity zméfi. Tim je dekdduje.
Piislus$ny obvod je na obrazku 2.14.

ot ! " =
Ay | —H— i Z A H A
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Obrazek 2.14: Obvod superhustého kédovani [37].

Princip je ten, Ze poCéteéni stav |00) chceme zménit podle hodnot odesilanych bitt tak, aby
piijemce pfi méfeni qubiti naméfil pozadovanou hodnotu. Tedy na |01) pfi 01, na |10) pfi 10 nebo
na |11) pfi 11. Diky tomu, Ze v prvnim kroku vytvofime provazani qubitt, sta¢i potom aplikovat
hradla na jeden qubit a budou se ménit hodnoty obou. Pro pochopent, jak toto funguje, si musime
nejprve uvédomit spojitost standardni baze a Bellovy bdze uZitim kvantového provdzini. V nésle-
dujicich rovnicich je ukazano, ktery standardni bazovy vektor se zméni na kterou Bellovu bazi. Pri
rozvézani kvantového provazani je proces opacny (Belltiv vektor na pfislu$ny standardni vektor).

provazani 4y i

|00) ——— |¥T) = \/§(|00> + |11)) (2.46)
provazani oy i

|01) ———— |®7) = \/§(|01> + |10)) (2.47)
provéazani -\ i _

10) ™) = \/5(|00> 11)) (2.48)
rovazani 1

11) 7 [@7) = —=(/01) — [10)) (2.49)

S

Nasledné je potieba si v§imnout, jaky efekt maji hradla X a Z aplikované na prvni qubit vektora
Bellovy bdze. ProtoZe jsme algoritmus zalinali ve stavu |00), ukdZeme si to pouze na vektoru U).
Zacinat bychom mohli klidné v jiném stavu a postup by byl obdobny. Efekt je ndsledujici:

1

) = —=(00) + 1)) % j§<|01> +[10)) = |&+) (2.50)
o) = j§<|oo> T j§<|oo> — 1) = [v) @.51)
W) = —(j00) + 1)) X% (o1} - [10)) = [&7) (2.52)

V2 V2

V poslednim kroku se rozvéaze Belliv vektor na standardni vektor a zméi{ se prislusna hodnota.
Nyni je jasné, pro¢ se aplikuje Z, kdyz je prvni odesilany bit 1 a X, kdyZ je druhy bit 1.

Poznamka. Tvorba kvantové provazaného paru qubitt a distribuce kazdého z nich jednomu z Gi¢ast-
nik komunikace je sté€Zejni tikon v kazdém kvantovém komunikacnim protokolu.
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2.13.3 Kvantova teleportace

Opét jde o algoritmus, ktery md vyuZiti v komunikaci. Tentokrét jde o pfenos stavu qubitu pomoci
dvou klasickych bitd. Nejprve se opét vytvoii EPR par, ktery se rozdéli mezi ticastniky komunikace.
Poté se vezme qubit, ktery chceme teleportovat a jeden qubit z EPR paru. Na nich se provede méteni
v Bellové bazi a zmétené hodnoty se odeslou. Nakonec se na druhy qubit EPR paru aplikuji hradla
X a Z podle pfijatych hodnot [37].

alidy - (01 —KTh E @
Glds @ |0 &
205 D ¥

2L, 0

Obréazek 2.15: Obvod Teleportace [37].

Postupné si projdeme stavy, kterymi systém prochdzi. Na za¢atek mame libovolny qubit a dvo-
jici provazanych qubitd. Stav systému je

1 1

al0) + b|1) (—=(]00) 4+ |11))) = —=(a|000) 4 a|011) + b|100) + b|111 2.53

\>\>(\/§(!>!>))\/§(I>I>!>\>) (2.53)
Meéteni v Bellové bazi se dd nahradit méfenim ve standardni bazi tak, Ze pfed méfenim pro-

vedeme "kvantové rozvazani". Aplikujeme tedy hradla C NOT na prvni dva qubity a H na prvni

qubit.

CNOT

(a]000) + a|011) + b[100) + b[111)) XL~ (4]000) + a]011) + b|110) + b|101)) 5

S

1 1 1 1
(—Q(a\OOO) + a|100)) + ﬁ(a\on) +al111)) + ﬁ(bmlm + b|110)) + ﬁ(b|001> +b]101))) =

100} (al0) + 1) + 3101} al1) + ]0)) + Z[10)(al0) — HJ1)) + 1) al1) ~0)) 2.5

sl

l\D\'—‘

Nyni se zméfi prvni dva qubity. Podle vysledku je jisté, ve kterém stavu je tfeti qubit. Naméfené
hodnoty se poSlou po klasické lince. Nakonec je potieba opravit stav tfettho qubitu. Kdyz je prvni
bit roven 1 aplikujeme Z hradlo, kdyZ je druhy roven 1 aplikujeme hradlo X.

00 :a|0) + b|1) (2.55)
01 :al1) + b|0) =5 a|0) + b|1) (2.56)
10 :a|0) — b|1) 25 a]0) + b|1) (2.57)
11 :al1) — b0) 25 a]0) + b|1) (2.58)

Vidime, Ze se stav prvniho qubitu prenesl na tfeti qubit aniz by byly hodnoty a a b zndmy.
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Kapitola 3

Evolucni algoritmy

Pod pojmem evolu¢ni algoritmus se rozumi celd rodina algoritmti vychazejicich z Darwinovy teo-
rie evoluce. Proces biologické evoluce pracuje s celou populaci organismu, které se vzdjemné kiizi
a mutuji za vzniku novych jedinct. Timto zpisobem se hleda feSeni problému preziti organismu
v prostiedi. Evolu¢ni algoritmy prejimaji mySlenku i ndzvoslovi z biologické evoluce. Populace je
zde mnoZina kandidatnich feSeni hledaného problému. Kazdy jedinec populace je reprezentovin
chromozomem, na ktery jsou aplikovany genetické operatory. Vlivem selekéniho tlaku je popu-

lace aktualizovdna kvalitnéjSimi jedinci. Kvalita jedince vzhledem k danému problému je uréena
takzvanou fitness funkci. Obecné Ize evoluéni algoritmy popsat nasledujicim algoritmem [6].

Algoritmus 3.0.1: Obecné schéma evolucniho algoritmu [5]

1 Inicializuj pocatecni populaci P(0);
2 Vyhodnot’ fitness jedinct v P(0);
3g=0; // zde g je pocitadlo generaci.
4 while neni spinéna ukoncujici podminka do
5 Vyber jedince (rodice) z populace P(g);
6 Vytvor nové jedince (potomky) z rodi¢t aplikovanim genetickych operatort;
7 Vytvor populaci P(g+1) nahrazenim né€kterych nebo vsech jedincid z P(g) potomkys;
8 Vyhodnot’ fitness jedinca v P(g+1);
9 g=g+1;

10 end

Evoluéni algoritmy se déli do n€kolika skupin. Uvedu zde ¢tyfi hlavni: evoluéni programovéni,
evolucni strategie, genetické algoritmy a genetické programovdni. Rozdéleni je dédno historicky,
kdy tyto sméry vznikaly nezdvisle na sobé i pfesto, Ze si jsou velice podobné [5]. V ndsledujicich
podkapitoldch se zaméfim na dva z nich, které byly v prici implementovédny a na techniky v nich
pouZité.

3.1 Evolu¢ni strategie
Evolu¢ni strategie (ddle ES) byly vyvinuty zacatkem 60. let v Berliné [41, 45]. Jedinec zde ma
dvé reprezentace: fenotyp a genotyp. Fenotyp je samotné feSeni problému, genotyp je jeho zakod-

dovéni v chromozomu pro potieby evoluce. Jednu z moZnosti zakédovani uvadi pfiklad 3.1.1. Pro
evolucnich strategie je typicky genotyp ve formatu vektoru redlnych cisel [6].
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Priklad 3.1.1. M¢&jme tlohu, ve které evolu¢né hledime néjakou matematickou funkci popsanou
polynomem daného stupné. Jedinec ma v této tloze podobu rovnice. Této reprezentaci se fika feno-
typ. Béhem evoluce se vSak pracuje s kédovanou reprezentaci - genotypem. To by v tomto pfipadé
mohl byt vektor redlnych ¢isel reprezentujici hodnoty koeficientd jednotlivych ¢lent polynomu.
Priklad jedince reprezentujictho polynomem tietiho stupné:

Fenotyp = f(x) =2+ %332 — 62°

Genotyp = (2,0, %, —6)

Diéle je pro evolucni strategie typické pouziti pouze mutace jakoZto genetického operatoru.
Mgéjme genotyp X € R", kde X = (z1,...,x,). Mutaci z; € X se zde rozumi aktualizace
hodnoty x; podle vztahu

T =x; + oN(0,1), (3.1)

kde o je koeficient mutace. o miize byt pro vSechna x; € X stejnd, nebo pro kazdé jina [6].
Algoritmus evoluéni strategie je parametrizovan dvéma Cisly p a A, kde p je pocet jedinci
v populaci a A pocet vygenerovanych potomku v kazdé generaci.
Algoritmus pak vypada nésledovné.

Algoritmus 3.1.1: Algoritmus evoluéni strategie [6]

1 Inicializuj pocate¢ni populaci P(0) velikosti p;

2 Vyhodnot fitness jedinct v P(0);

3g=0;

4 while neni spinéna ukoncujici podminka do

5 repeat

6 Néhodné vyber jednoho jedince (rodice) z populace;
7 Vytvor potomka mutaci tohoto rodice;

8 until vygenerovdno A potomkaii,

9 Vyhodnot® fitness potomkdi;

10 Vytvof populaci P(g+1) vybérem g jedinct s nejlepsi fitness;  // viz strategie
nize

1 g=g+1;

12 end

V tomto algoritmu rozliSujeme 2 strategie:
o (u,\) strategie
e (i + \) strategie

Tyto strategie pak ovliviiuji fadek 10 algoritmu 3.1.1. Pfi strategii (u, A) je novd populace vybrana
pouze z potomku. Pfi (1 + \) strategii je nové populace vybrédna ze sjednocené mnoZina potomk
a predchozi populace [6]. Konkrétni piiklady evolucnich strategii jsou zndzornény v piikladu 3.1.2.

Priklad 3.1.2. Piiklady evoluénich strategii: (1 + 1), (4, 8), (1 + 10), (8 + 16)

Dile byly ispésné vyvinuty pokrocilejsi techniky jako samoadaptace parametru o nebo strategie
s genetickym operatorem rekombinace. Tyto techniky nebyly v praci pouZzity, vice se o nich miZete
docist tieba v knize Natural Computing Algorithms [6].
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3.2 Genetické algoritmy

V poloving 70. let v USA vznikly genetické algoritmy [21] (Dale GA). Jejich kanonickou podobu
popisuje algoritmus 3.2.1. Mezi hlavni genetické operitory zde patii operdtory selekce, rekombi-
nace, mutace a nahrazeni, které budou popsany v dalSich odstavcich [6].

Algoritmus 3.2.1: Geneticky algoritmus [29]
1 Inicializuj pocateéni populaci P(0);
2 Vyhodnot’ fitness jedinct v P(0);
3g=0;
4 while neni spinéna ukoncujici podminka do

5 while neni vygenerovdano p potomkii do

6 Selekce: Vyber 2 rodice z P(g).;

7 Rekombinace: S pravdépodobnosti p.ross aplikuj kiiZeni na rodice.;

8 Mutace: S pravdépodobnosti p,,,,; aplikuj mutaci na kazdy gen potomkt vzniklych

kiiZenim,;

9 Nahrazeni: Vloz potomky do nové populace P(g+1);

10 end
1 Vyhodnot® fitness potomki v P(g);

12 g=g+1;

13 end

3.2.1 Techniky selekce

Selekce predstavuje v GA mechanismus vybéru rodict, z nichz budou generovani potomci. Selekce
typicky uptfdnostiiuje jedince s lepsi fitness, ¢imZ vznikd béhem evoluce tzv. selekéni tlak vedouci
k utvareni kvalitnéjSich potomkt. Uvedeme piiklady nékolika zakladnich technik, které byly v praci
implementovany [6].

Turnaje

Typickym zptisobem realizace selekce je tzv. turnaj. Ten funguje tak, Ze ndhodné vybere z aktualni
populace dvojici jedinct. Za rodie je potom zvolen ten kvalitnéjsi. Pro vybér dalsiho rodice se
proces opakuje.

Ruleta

Jinou moZnosti, jak provést selekci rodict s ohledem na jejich fitness je tzv. vaZena ruleta. V ni je
pravdépodobnost vybéru jedince rovna podilu

fitness jedince /soucet fitness v8ech jedincd v populaci. (3.2)

Pl

Zde plati, Ze jedinec s vySsi fitness je kvalitnéjsi, neZ jedinec s niZ$i. MuZeme si to predstavit
jako roztoceni rulety, na jejimz kole jsou vysece. Pro kaZzdého jedince je zde prave jedna vysec,
jejiz velikost odpovida vztahu 3.2.

Priklad 3.2.1. M¢&jme populaci étyf jedinci P = (x1,x9,23,24) a jejich fitness f(x1) = 8,
f(x2) =4, f(x3) =2, f(x4) = 2, pak podle vzorce 3.3
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p() = T (33)

4
> fla)
=1

| X5 |

Obrazek 3.1: Graficka ilustrace realizace selekce vazenou ruletou

Rank

Posledni metoda, kterou uvedeme, je selekce na zdklad€ potadi (tzv. rank). Rank jedince je Cislo
uddvajici kolik jedincd v populaci ma hors{ fitness. Toto ¢islo se poté pouZije na vypocet pravdé-
podobnosti vybéru jedince. Rovnice pro prepocet mohou mit vice podob [8]. Jednou z variant je
linedrni mapovdni, pro zvySeni selek¢niho tlaku lze pouZit exponencidlni funkci. V rovnici 3.4 [8]
je uvedeno linedrni mapovani, které je v praci pouZité.

1-—s n 2rs
oo p(p—1)
kde r je rank jedince, s € (0, 1) je selekéni parametr a i je pocet jedincd v populaci. V préci
bylo pouZito s = 1. Potom lze vypocet zjednodusit na rovnici 3.5.

p(r) = (3.4)

2r
p(r) = ——= (3.5)
p(p—1)

Priklad 3.2.2. Méme populaci Ctyf jedincd P = (z1,z2,23,24) a jejich fitness f(x1) = 8,
flz2) =4, fas) =3, fzg) = 1.
Potom rank jedinct je 7(z1) = 3, r(z2) = 2, r(x3) = 1, 7(z4) =0
a vysledné pravdépodobnosti vybéru podle rovnice 3.5 jsou p(z1) = 1, p(z2) = % p(rs) =
p(zq) = 0.

(Sl

3.2.2 Techniky kriZeni

KfiZeni je v GA hlavni geneticky operator. Rekombinaci dvou rodi¢t vytvoii dva potomky. Kiizeni
je dilezité pii prohledavani prostoru feSeni, protoZe umoziiuje generovat nové jedince kombinaci jiz
existujicich. Je zde tedy Sance, Ze novy jedinec zdédi dobré vlastnosti obou rodi¢ti. Rekombinace je

v GA podminénd pravdépodobnosti p.,r.ss. Je tedy Sance, Ze se rodiCe nezkiizi. V takovém pripadé
jsou potomky samotni rodice.
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Jednobodové krizeni

Vv

Jedina technika kifZeni implementovand v praici je jednobodové kiiZeni. To na genotypu ve formé
vektoru Cisel probiha nasledovné. Nejprve se ndhodné vybere index do tohoto vektoru. Tento index
rozdéeli oba rodice na dvé Cisti. Prvni Casti je vektor téch Cisel, jejichZ pozice je mens$i neZ zvoleny
index. Druhou cast tvoii vektor Cisel s pozici vétsi nebo rovnu zvolenému indexu. Potomci jsou
potom vytvoreni konkatenaci prvni ¢4sti prvniho rodice a druhou ¢ésti druhého rodice respektive
prvni ¢asti druhého rodice a druhou ¢asti prvniho rodice [5]. Grafické zndzornéni kiiZzen{ je ukdzano
na obrizku 3.2.

Vv

Obrazek 3.2: Grafické znazornéni jednobodového kiiZeni

3.2.3 Mutace

Mutace je v genetickych algoritmech podminéna pravdépodobnosti py,.;. Kazdy gen z chromo-
zomu se s touto pravdépodobnosti zmutuje. Pravdépodobnost mutace byva v genetickych algo-
ritmech nizkd narozdil od pravdépodobnosti kiiZzeni. Mutace redlnych Cisel probihd stejné jako
v evolucnich strategiich [6]. Diky mutaci mohou vznikat v genotypu hodnoty, které se nevysky-
tuji u zddného jedince.

3.2.4 Nahrazeni

Pii nahrazenf je nova populace obvykle tvofena pouze nové vytvorenymi potomky. V nékterych
pripadech se zavadi takzvany elitismus. V takovém piipadé vzdy do nové populace preziva beze
zmény nejlepsi jedinec nebo i nékolik jedincd z predchozi generace [6]. Ve své praci jsem jeSté
vyzkousel techniku, kterou MacKinnon nazval nova krev [32], pri které je Cast nové populace nové
nahodné vygenerovéana. V biologické evoluci miZeme najit podobnost tieba v pfichodu evropana
do indianského kmene v Americe [32].

I v genetickych algoritmech vznikly pokrocilejsi techniky a adaptace pro genotypy nad redl-
nymi ¢isly. V tomto souhrnu jsem uvedl pouze struény prehled technik, na které se v ndsledujicich
kapitoldch budu odkazovat.
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Kapitola 4

Evolucni pristup ke kvantovym
vypoctum

Navrh kvantovych algoritmid pfedstavuje komplexni problém. Ackoliv existuje fada algoritmt pro
rizné problémy, smysl maji jen ty, které maji piinos oproti klasické varianté. Aby clovék uspél, musi
byt velmi znaly kvantové mechaniky a principl kvantového poéitdni. Principy kvantové fyziky se
Casto odlisuji od zakont, kterymi se fidi makrosvét, proto je ndvrh kvantovych algoritmil naro¢ny a
nelze pouzit postupti znamych z klasické informatiky. Z tohoto divodu se zacaly hledat nové cesty
navrhu kvantovych algoritmt. Jednou z metod je evolu¢ni ndvrh. PouZit{ evolucnich algoritmt pro
navrh nebo optimalizaci kvantovych algoritmt v minulosti zaznamenalo uspéchy a v soucasné dobé
na toto téma vznik4 vice a vice praci. Na evoluéni ndvrh lze nahliZet tfemi sméry:

1. Hledéani kvantového obvodu pro zadanou unitdrni matici.
2. Hledani kvantového obvodu pro zadané vstupni a vystupni stavy.
3. Hledani unitarni matice pro zadané vstupni a vystupni stavy.

Poznamka. Z predchozich kapitol vime, Ze kvantovy obvod je sekvence hradel, jejichz aplikaci
chapeme jako ndsobeni matic. MnoZina unitdrnich matic je uzaviena nad operaci ndsobeni [37].
(Nésobenim unitdrni matice s unitdrni matici ziskdme opét unitdrni matici.) MiZeme tedy cely
kvantovy obvod reprezentovat jedinou unitarni matici.

V nésledujicich podkapitoldch shrnu ¢lanky a dila, které pokryvaji vybrané podstatné rysy to-
hoto oboru. Velmi pékny prehled stavu tohoto odvétvi do roku 2008 poskytli ve svém ¢lanku Gepp
a Stocks [13].

4.1 Navrh kvantového obvodu pro zadanou unitarni matici

V této sekci uvedu dosavadni praci v oblasti evolu¢niho navrhu kvantovych obvodd. Tato tloha je
specifikovdna zadanou unitdrni matici. Cilem ndvrhu je nalézt takovy obvod sestdvajici z kvanto-
vych hradel, ktery koresponduje s touto matici. Dale musi byt zaddna mnozZina hradel, které mohou
obvod tvofit. Nakonec je podstatnd také fitness funkce, kterd rozhodne kvalitu feSeni.

4.1.1 Williams a Gray

Williams a Gray ve svém ¢lanku v roce 1999 [59] jako prvni zkombinovali evolucni algoritmy a

sz s

kvantové obvody. Jejich cilem bylo najit lepsi feSeni zndmych algoritmi. Pro hledani feSeni pouZili
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pouze dvé bliZe nespecifikovand jedno-qubitova hradla a hradlo C NOZT'. Pro evoluci zvolili line-
arni reprezentaci obvodu, kterd se sklddala ze sekvence trojic (hradlo, paramtery hradla, qubity, na
které je hradlo aplikované). Fitness funkce f(S,U) = 21211 23211 |Ui; — Si;| porovnavala refe-
renéni matici U s matici S odpovidajici kandidatnimu obvodu. S populaci o velikosti 100 jedinca
a v primérném Case 26,4 generaci se jim podafilo Gsp€s$né najit obvod pro kvantovou teleportaci,
ktery pouZil o 2 méné hradel nez obvody dosud zndmé [59].

4.1.2 Lukac a Perkowski

S novou reprezentaci kvantového obvodu prisli Lukac a Perkowski v roce 2002 [31]. Misto po-
sloupnosti trojic (hradlo, parametry, qubity), aplikovanych postupné po sobé pouzili posloupnost
n-tic hradel, kde kazda n-tice obsahovala hradla aplikovand v jeden okamzik na vSechny qubity.
Napfiklad obvod provézani {{H, I},{CNOT}} vyjadiuje soucasnou aplikaci H na prvni qubit a
I na druhy qubit a poté aplikaci C NOT na oba qubity. Fitness funkci pocitali jako soucet rozdilt
jednotlivych prvkid matice referencni a matice odvozené od hledaného obvodu. V prvnim expe-
rimentu hledali pouze jedno-hradlové obvody, aby ovéfili konvergenci algoritmu. Cilem druhého
experimentu bylo evolu¢né navrhnout algoritmus kvantové teleportace a dva obvody kvantového
provazéni pro 3 a 4 qubity, dfive vyvinuté Rubinsteinem (viz 4.2.2) [31]. V8echny tyto algoritmy se
jim dspésné podatilo znovuobjevit v krat§im Case a s menSim poctem generaci, nez v dfive publi-
kovanych pracich [43, 59]. Navic zjistili, Ze operdtor mutace md lepsi vliv na vysledek neZ operace
krizeni [13].

4.2 Navrh kvantového obvodu pro dané stavy systému

Tato sekce pojednava o druhém zplsobu navrhu kvantového obvodu, uvazujicim zadané vstupni a
vystupni stavy. Fitness funkce pak typicky porovnava pozadovany konecny stav se stavem kandi-
datniho obvodu po jeho aplikaci na pocédtecni stav.

4.2.1 Spector

Spector se zacal zabyvat kvantovymi algoritmy v roce 1998, kdy na toto téma vydal prvni ¢lanek
[50]. Pozdéji svoji praci vice propracoval a postupné vydal nékolik dalsich ¢lankt a knih [51, 52,
49, 53, 54]. Narozdil od ostatnich, Spector pouZil metodu zvanou Genetické programovani, kde
gen jedince je pfimo spustitelnym programem. Tento program spustil na svém simuldtoru QGAME.
Pro vypocet fitness funkce pouZil simulaci ziskané hodnoty. Problém byl opét definovdn mnoZinou
dvojic vstup-vystup, které miZeme nazvat piipady. Fitness funkce méla 3 aspekty. Zdsahy - poCet
piipadd, pri kterych byla pravdépodobnost spravného vysledku vétsi nez 0.52. Sprdvnost - soucet
pravdépodobnosti spradvného vysledku pfes vSechny pfipady. Efektivita - poCet pouZitych hradel.
Navic sprdvnost se vyhodnocovala jen v pfipadé shodnych zdsahii a efektivita pouze v piipadé
shodnosti obou piedchozich slozek [13].

Ve svych pracich pouzil postupné 3 modely kvantového programu. Prvnim modelem byla kla-
sickd stromova struktura, kterou aplikoval na Deutschiiv problém [7] . S velikosti populace 10000
se mu podafilo nalézt feSeni lepsi nez klasické [52]. Druhy model pouZival linedrni strukturu pro-
gramu, ktera ukladala argumenty do externi paméti v podobé zdasobnikd. S timto modelem uspésné
vyvinul algoritmus lepsi neZ klasicky pro vyhleddni prvku ve ¢tyfmistném nesefazeném poli [13].
Posledni model odstranil externi pamét’ se zdsobniky. S timto modelem vyfesil problém "and-
or"logickych siti, ktery fesi, zda logicka funkce (f(0) vV f(1)) A (f(2) V f(3)) vraci true nebo
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false. Z vysledki své prace Spector usoudil, Ze posledni reprezentace je pro genetické programo-
vani nejlepsi [13].

4.2.2 Rubinstein

Dalsi v fadé, kdo pracoval na evoluci kvantovych algoritmd, byl Rubinstein [43]. V roce 2001
uspésné vyvinul algoritmy pro maximalni provazani dvou az péti qubitd. Tedy vytvofeni stavu
%(m ...0)|1...1)). Pouzil opét linedrni reprezentaci obvodu tvofenou sekvenci trojic hradlo, pa-
rametry hradla a qubity, na které se hradlo aplikuje. Tuto sekvenci zakédoval do bitového fetézce.
S populaci velikosti 5000 jedinct vyfesSil problém lépe nez klasické algoritmy. Prestoze nasel obvod
pro maximalné 5 qubitd, feSeni bylo rozsifeno na ziskani provazani pro libovoln¢ velké kvantové re-
gistry. Tento ¢lanek ukdazal potencidl evolucnich algoritmil vyvijet malé ale skdlovatelné algoritmy
[13].

4.2.3 Leier a Banzhaf

Leier ve své disertacni praci vedené Banzhafem v roce 2004 [30] navazal na Spectora a pouzil dva
jeho modely Genetického programovani. Oba modely byly aplikovdny na problém Deutsh-Jozsa
a na problém 1-SAT (vice v [30] ). V préci se jim povedlo vytvofit pouze algoritmy stejn¢ dobré
jako jiz zndmé kvantové algoritmy. I pfesto z ni plynou zajimavé poznatky. PouZiti hradla mé-

vv

fenf nezlepsilo vysledky. Evolu¢ni operace kiiZeni ma mensi vliv na vysledek nez operace mutace.

V pozdéjsich experimentech také zjistili, Ze operace vybéru rodi¢d piindsi lepsi vysledky, kdyZ se
provadi ndhodné [13].

4.2.4 Stadelhofer a spol

Dalsi disertaéni prace v oboru byla napsand v roce 2006 [55] a rozSifena ¢lankem napsanym spolu
s Banzhafem a Suterem v roce 2008 [56]. Genetickym programovanim objevili dva nové algoritmy.
Jeden pro problém parity a druhy pro specificky pifipad problému skrytych podmnoZin (hidden
subgroup problem, vice v [56]). Prvni problém vyfesili s mensim poctem hradel, neZ dosud znamé
kvantové obvody. Druhy problém dokonce s menSim poctem voldni "black-box" funkce (né€kdy
zvané ordkulum)'. PouZili linedrni reprezantaci programu, sadu péti hradel (Hadamard, CNOT,
dvé hradla rotace a hradlo ordkulum), velikost populace 500 jedinci a fitness funkci sklddajici se
ze tii komponent: stFety - poCet pripadll, pro které neslo najit feSeni, chyba - nejhorsi a pozdéji
primérna pravdépodobnost nespravného vysledku a délka - pocet hradel ordkula a pozdé&ji pocet
vSech hradel v obvodu [13].

4.2.5 Massey, Clark a Stepney

Podobné jako Spector, Massey a kolektiv vytvofili univerzalni evoluéni systém pro navrh libovol-
ného kvantového algoritmu. Postupné od roku 2004 do roku 2006 vytvofili nékolik verzi svého
softwaru [33, 34, 35]. VSechny verze pouZivaly stromovou reprezentaci programu a fitness funkce
predstavené Rubinsteinem (viz 4.2.2) a Spectorem (viz 4.2.1). Sada hradel se sklddala z mnoha
jedno-qubitovych hradel a jejich dvou-qubitovych "controlled-"ekvivalentd. V pozdéjsich verzich
pridali hradlo Toffoli a Swap. Svym evolu¢nim pfistupem vytvofili prvné algoritmus dplné s¢itacky,
pozdéji pravdépodobnostni polovicni s¢itacku a pravdépodobnostni algoritmus nalezeni maxima.

'Orakulum je pfedem uréené hradlo tvofici funkci erné skifiiky. Tedy nevime a ani se nestardme o to, jak funguje.
Mizeme si to predstavit napiiklad jako volani néjaké externi funkce, kterou nemtiZeme ovlivnit.
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Vsechna feSeni byla stejné dobrd nebo lepsi nez dosud existujici. Nejvyznamnéjsi praci bylo vyvi-
nuti kvantové furierovy transformace (QFT). Na pozdéjsich verzich jejich genetického systému se
jim povedlo vytvofit tento algoritmus pro libovolny poéet qubitd. Reseni bylo shodné s nejlepsim
dosud zndmym kvantovym algoritmem QFT [13].

4.3 Navrh kvantového obvodu v podobé unitarni matice

Posledni varianta se snaZzi najit unitdrni matici, kterd transformuje zadany vstupni stav na poZa-
dovany vystupni. Jde o universalnéjsi feSeni, protoze neni omezené pouZzitymi hradly. V pripadé
potieby se da libovolnd matice na hrdla rozloZit. Rozmachu tohoto pfistupu dochazi az v posled-
nich 15 letech. Timto piistupem se zabyvd i tato prace, proto v popisu zajdeme do vétsich detaild,
neZ v predchozich sekcich.

4.3.1 Hutsell a Greenwood

Hutsell a Greenwood byli prvni, kdo se ve své préci v roce 2007 zabyval evoluénim ndvrhem uni-
tarnich matic [22]. Pro generovani matic pouzili metodu, kterou vytvofili Zyzkowski a Kus [61]. Ta
vyuzivd dekompozice unitdrni matice U o velikosti NV x N na soucin N (N — 1)/2 matic velikosti
2 x 2, které aplikuji Eulerovu rotaci na dvourozmérny podprostor prostoru matice U. Kazd4 takova

matice je parametrizovand tfemi redlnymi ¢isly a je definovand nasledovné [22].

sin(¢p)e' prom=jn==k
EGP(¢,,x) = § —sin(¢p)e™ prom = k,n = j @4.1)
cos(p)e™ prom=n==k
1 jinak

kde ¢ € (0,7/2) a ¢, x € (0,27). Celkovy poet N (N — 1)/2 matic je potom sdruzeno do N — 1
matic kompozitnich rotaci E; ... Ex_1 [22].

Ey = EY (612,912, x12)
By = BN (13, ¢1.3, x1,3) B (92,3, 12,3, 0)
: 4.2)
Ex_1=EYN (61 n, 918, xiN)EPY) (po.n, 2.8, 0) ... EN LN (6 ) v by 1, 0)
Celkova matice U je potom soulin téchto kompozitnich rotaci spolu s fizovym faktorem [22]:
U =eXE Fy...Ex_1. (4.3)

Jakékoliv unitarni matice N x N tak miiZe byt popsana celkem N2 redlnymi parametry:
(N — 1)N/2 hodnotami ¢, (N — 1) N/2 hodnotami ) a N hodnotami y [22].
Pro ohodnocent jedincii pouzili Hutsell a Greenwood fitness funkci ve tvaru:

N-1

fitness(U) = Z

1=0

1
(lei* = 1ef?)? + €

(4.4)

kde ¢; a ¢} jsou i-té polozky vystupniho stavu a cilového vystupniho stavu a € znaci tolerovanou
chybu.
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Zaméfili se na tii tlohy. V prvni tiloze bylo cilem z maximélné provazaného stavu ——

vN |
1
ziskat stav, ktery naméfi |00...0) s pravdépodobnosti alespoit 70%. Uspéch zaznamenali pro re-
gistry o velikosti 1, 2 a 3 qubity. Pro vice qubitl Casova sloZzitost (kvili Castému ndsobeni matic)

exponencidlné rostla. Druhym experimentem bylo znovuobjeveni Hadamardova hradla. V tomto

. <; . Y. < (1
ukolu neuspéli. Se vstupni mnoZinou stavi { <

0 P . . ..
o) 4 } a k ni prisluSnou vystupni mnozinou

1 1 1 1
L L L ¥ 7 1811 A1 ’_
{ 7 ( 1), 7 < 1) } nalezly pouze hradlo 7 ( 1 1) [22]. PiestoZe byl v jejich praci ned

spéch vysvétlen jinak, stal se proto, Ze v rovnici 4.3 zapomnéli na globdlni faktor e?X [32].
Nakonec se pokusili vytvorit hradlo reprezentujici ordkulum v Deutschové algoritmu. Zvolili
jeden piipad, kdy f(z) = NOT'(z) a nalezli hradlo

01 0 0
10 0 0

U=lo0 o -1 S
00 —1 0

které je sice jiné, nez origindl, ale poZzadovanou funkci spliiuje. Ve vSech experimentech pouzili
populaci o velikosti 100 jedinct [22]. Pouzité genetické operdtory neuvedli. I pfesto, Ze nepfinesli
nic nového do kvantového pocitani, ukazali potencidl nového sméru evolu¢niho vyvoje kvantovych
algoritm.

4.3.2 Krawec

Na préci Hutsella a Greenwooda navazal v roce 2014 Krawec [27]. PouZil stejnou metodu genero-
vani unitdrnich matic podle Zyczkowskeho [61]. Pro specifikaci problému vSak pouZil rozsahlejsi
pristup. Umoznil specifikovat tlohu jako hledani vSech matic U v sekvenci Uy, V1, Us, Va, ... Uy,
kde V jsou pfedem definované matice (napfiklad ordkulum). Timto zpisobem definoval nékolik
piipadi a ke kazdému z nich i olekavany vystup. Vystup specifikuje pravdépodobnost s jakou se
dvojice (qubit, hodnota) po aplikaci algoritmu naméfi. Cely obecny tvar zaddni problému vypadal
nésledovné [27]:

((pocatecni stav) : (posloupnost matic) : (pravdépodobnost : [qubit : hodnota] )) (4.6)

Konkrétni zaddni pro prvni experiment vypadalo takto [27]:
((®o) : (Uo) = (1:[1:1])) 4.7)

Slovy ptepsano: Najdi matici Uy, kterd maximdlné smiSeny stav ¥ transformuje do takového
stavu, ze meéfenim prvniho qubitu ziskdme hodnotu 1 s pravdépodobnosti 1. Jde tedy o zopakovani
prvniho experimentu Hutsella a Greenwooda. Dosdhl v ném vysledkd ve 32. generaci, zatimco
predchozi vyzkum v 450 generaci [27]. Neuvedl vSak velikost populace.

Druhy experiment mél za cil vytvofit Deutsch-Jozstiv algoritmus. Tento problém uZ v sobé
obsahuje volani ordkula a tedy potencidl plného vyuZiti nového pristupu. Zadani vypadalo takto
[27]:
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(o) :(Uo, Vo, Un) = (1:[2:1]))
(o) :(Uo, V1, Un) = (1:[2:1]))
(o) :(Uo, V2,U1) : (0:[2:1])) 4.8)
(o) :(Uo, Va,U1) : (0: [2:1]))

Vidime, Ze tentokrit se generuji dvé matice, mezi které se vloZi hradlo ordkula. I tento algo-
ritmus dspésné vytvoril hledané feSeni. V obou ulohdch pouZil operator kfiZzeni v jednom bodé a
operdtor mutace, ktery vybral ndhodnou konstantni hodnotu z intervalu (0, 27), a tou upravoval
parametry matice. Pro mensi hodnoty mutace algoritmus 1épe konvertoval [27].

Ve své praci Krawec vymyslel obecné&jsi evolucni pfistup. Na rozdil od predchozi prace popsal
i pouzité evolucni operatory. Posunul tento obor zase o kousek dal.

4.3.3 Bang a Yoo

Dalsi ¢lanek publikovali v roce 2014 Bang a Yoo [2]. Stejné jako Krawec umoZznili generovat vice
unitarnich matic s ordkulem mezi nimi. Zadanim tlohy vSak byla pouze mnoZina dvojic vstup-
vystup. Jejich gen byl sestaven z posloupnosti bitovych fetézcli. Kazdy takovy fetézec byl indexem
do pole parametra py, = {—m, —7 + k, —7 + 2k ... 7w — 2k, m — k, 7}, kde krok k rozdélil interval
(—m,7), na (N? — 1) &sti. N zde zna¢i rozmér Hilbertova prostoru. Vysledna matice o velikosti
N x N byla definovdna jako U;(p;) = e #i% kde & = (01...052_1) je vektor, jehoZ prvky
jsou generdtory mnoZiny SU(N) [2].? JelikoZ byl gen sestaven pouze z bitovych hodnot, evoluéni
operace byly implementovany jako kiiZeni v jednom bodé a mutace jednoho bitu. Svij evoluéni
systém aplikovali na Deutsch-Jozsiv problém. S populaci o velikosti pouze 10 jedincG dosdhli
vysledku v 50. generaci pro systém se tfemi qubity, ve 180. generaci pro Ctyfi qubity a ve 400.

Moev s

v§ak miZe byt zpisobeno pouze zvolenou velikosti populace.

4.3.4 MacKinnon

e

Ve své diplomové prici z roku 2017 MacKinnon rozsifil a vylepS$il metodu Hutsella a Greenwooda
[32]. V prvni fadé chtél redukovat mnoZstvi ndsobeni matic. Misto toho, aby spojoval N (N —1) ma-
tic, které aplikuji rotaci na dvourozmérny podprostor, do jedné N-rozmérné matice, vytvofil pouze
dvourozmérné matice a aplikoval je postupné na pfislusné dvourozmérné podprostory kvantového
stavu. Nakonec cely stav vynasobil globalnim fazovym faktorem. Druhd modifikace zobecnila vztah
U =eXE1E,y. .. Eyn_1. Ve své préci dokdzal, 7e jednotlivé matice, pracujici nad podprostorem jk,
mohou byt mezi sebou ndsobeny v libovolném poradi. Parametry j a k pak mohl pfidat do chromo-
zomu a evoluéné je hledat. Tato flexibilnéj$i reprezentace stéle zajist'uje Gplnost. Navic pro kazdou
unitarni matici existuje vice reprezentaci. To by mélo zarucit lepsi prohleddvani prostoru feseni
a sniZzit shlukovani okolo lokalnich extrémt [32]. V neposledni fadé jeho reprezentace umoZznuje
experimentovat s délkou genu. S mensim poctem matic neni zarucena uplnost a konvergence, ale
miZe vést ke zrychleni. Nakonec, posledni tpravou je reprezentace a tvorba elementarni unitarn{

Vice o mnozinich SU(N) je pékné sepsdno v utebnich materidlech od H. Serodia [46] nebo vice formdlng v knize
H. F. Jonese [24]. O jejich vyuZiti v kvantovém pocitani pak v ¢lanku F. T. Hioe [19].
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matice. Misto

_( cos(¢)e™ sin(¢p)e’
U (¢, x) = (_Sm((p)eiX cos(qﬁ)eiw) “

odvodil pomoci Pauliho operdtori X, Y, Z a Cisel ag, a1, as, ag € R vztah
U =apl + i(CLlX + asY + a3Z) 4.10)

nasledovné [32]:

_(a B 2 2 _
U —<_B* a*>,kdea,ﬁ€Caa\ + 18I =1

ap +icy By +Zﬁz> ; ;
= . } Jkdeao =, +i0; a8 =0, +15;
<—5r +iB o — iy ! iaf=pr+ibi

—ar(y 3) iy &) () v (D) @11)

=a ] +i(BiX +6Y +a;Z)

kde ap = ay,a1 = Bi,a2 = Br,as = «; a vektor (ag, a1, az2,a3) md normu 1. Timto zpu-
sobem se dd generovat jakakoliv unitdrni matice pomoci Ctyf redlnych hodnot. Oproti ptivodnim
2-3 parametrim na jednu matici je to zhorSeni. Na druhou stranu je zde zna¢na vyhoda jednoduché
rozloZitelnosti na 4 zdkladni kvantové operatory [32].

Po vSech téchto tpravach se kazdy gen skladd z 2N (N — 1) redlnych ¢isel z intervalu (0, 1)
pro definici matic, z N(N — 1) celych &isel z mnoziny {1... N} pro indexy matic a z jednoho
redlného &isla z intervalu (0, 27) pro globdlni fazovy faktor. To je celkem 3N? — 3N + 1 parametri.
V porovnini s N2 parametrii potiebnych v praci Hutsella a Greenwooda se jedna pouze o linedrn{
zvétseni. Proto MacKinnon véfil, Ze prinesené vyhody budou mit vétsi icinek nez s tim spojené
nevyhody a dohromady to bude ku prospéchu [32].

Vytvoreny evolucni systém otestoval na stejném problému jako Hutsell a Greenwood i jako
Krawec. Snazil se najit operdtor, ktery z maximdlné provdzaného stavu ziskd stav |0 . .. 0). Fitness
funkci definoval tak, Ze poZadovany stav se musi naméfit s pravdépodobnosti 0.9. Slozitost svého
systému popsal po¢tem vyhodnoceni fitness funkce. Parametr pocet generaci z pfedchozich praci
Ize prevést vztahem

pocet vyhodnocent fitness = pocet generaci x pocet jedincii v generaci. (4.12)

V experimentu generoval matice pro 4, 5 a 6 qubitové registry. Ve vétsiné pifipadua byly jeho vy-
sledky lepsi neZ v pfedchozich pracich [32].

Prace MacKinnona navazuje na ¢lanek Hutsella a Greenwooda a privadi mnoho novych mysle-
nek. Nakonec i experiment se tspésné povedl pro vice qubitli nez v pfedchozich pracich.

4.3.5 Gregor

Posledni v fadé je diplomova prace C. A. G. Gregora z roku 2019 [16]. Ten pfevzal MacKinnonovu
reprezentaci a provedl s ni sérii experimentd na registrech o velikosti dvou az Sesti qubitd. Prvn{ ex-
periment slouzil k ovéfeni funkénosti systému. V problému identity jde o generovani matice, kterd
nezméni stav systému. Takovd matice se povedla vytvorit opakované s presnosti 99%. V druhém
experimentu byl na vstupu ndhodny stav. Cilem bylo vyvinout operator, ktery maximalizuje prvek
s nejvetsi amplitudou. Prekvapivé ¢im vice qubiti systém mél, tim rychleji byl ziskan vysledek.
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Cilem tfeti dlohy bylo najit matici, kterd ndhodny stav transformuje na stav s nejvét§si Shanonovou
entropii. Shanonova entropie H vektoru v je

H(v)=— Z viloga (v;) (4.13)
i=1

Ku piikladu kvantovy stav s jednim qubitem m4 nejnizsi entropii ve stavech |0) a |1), nejvyssi
entropii ve stavu %(|0> + |1)). Nalezeni matice trvalo nejdéle pro 6 a pro 2 qubity [16].

Posledni experiment byl inspirovany "no-cloning"teorémem [58]. Ten fikd, Ze neexistuje zadné
hradlo U takové, ze U(|y) ® |0)) = |[¢) ® |¢) [16]. Gregor na zacatku experimentu vygeneroval
ndhodny stav |¢)) a poté hledal matici, ktera transformuje stav |0) na |¢)). Experiment prob&hl opét
bez problémii [16].

Gregor ve své praci priSel s jednou specialitou. Popsal vybrané modely kvantovych kanald.
Kvantovy kanal je komunikacni kandl umoZznujici pfenos qubitu. Na kvantovych kandlech se potom
sleduje jejich pfesnost porovnanim stavu pred odeslanim a po odesldni. Gregor pii vypoctu fitness
funkce pohliZel na hledany stav jako na stav pfed odeslanim po kvantovém kandlu a na ziskany stav
jako na stav pfijaty. Fitness funkce pak odpovidala vypoctu piesnosti kvantového kandlu [16].
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Kapitola 5

Evoluc¢ni navrh unitarnich matic

Cilem této prace je implementovat evolu¢ni systém pro navrh kvantovych operatord ve formé uni-
tarnich matic. Evoluéni pfistup byl zvolen z divodi komplikovaného ruéniho navrhu kvantovych
algoritmi. Clovék musi byt velice znaly principt kvantového pocitani, aby zvladal vymyslet nové
algoritmy a i pak je to ¢asové naro¢né. Pro reprezentaci kvantového obvodu byla zvolena unitarni
matice, protoZe je to univerzilni feSeni nevztahujici se na konkrétni sadu hradel nebo kvantovy
pocitac.

Tato prace navazuje na jiz zminény ¢ldnek Hutsella a Greenwooda [22] a na praci MacKinnona
[32] s cilem implementace jejich zpisobt generovani unitarnich matic a ddle jejich porovnani s dalsi
riznych typd evolucnich algoritmi a experimentovani s jejich parametry. Snahou je nalezeni takové
reprezentace, a nastaveni evolu¢niho algoritmu, které dokdze v nejkratSim Case ale s dostateCnou
presnosti nalézt poZadovany operator. V experimentech budu také sledovat schopnost vymanéni se
z lokdlnich extrémi.

Soucasti price je implementace evolu¢niho systému. Pro kompletni popis jeho fungovani je
potieba popsat nasledujici komponenty:

e Evolucni algoritmus: Jaky typ a jaké nastaveni algoritmu bylo pouZito.
o Struktura genu: Jak vypada genotyp a jak ho pfevést na fenotyp - unitarni matici.
e Definice tlohy: Jak je pro evoluéni systém poZadovand tloha zadéna.

e Fitness funkce: Jak kvantitativné ohodnotit kvalitu kandidatnich feSeni.

5.1 Evolucni algoritmus

Ve vytvofeném evoluénim systému jsou implementovény 2 typy evoluénich algoritmi. Geneticky
algoritmus (GA) a evolucni strategie (ES). Geneticky algoritmus je pouZit, protoZe i predchozi
prace [32, 16, 22] zvolily tuto techniku. Je tu tedy zaruka dspéchu a moznost porovnani. Pro evo-
Iuénf strategie je typickd prace s redlnymi Cisly. Jsou schopny nalézt feSeni s velmi malou populaci
(v porovnani s GA). Teoreticky by mohly prinést zajimavé vysledky.

Z obvyklych aplikaci ES na optimalizace redlnych chromozomi je moZzné ocekavat, Ze bude ES
schopna dané ulohy fesit efektivnéji nez GA. Jelikoz byl ve vySe citovanych pracich pouzit pouze
GA, bude v rdmci této diplomové price ovétfena hypotéza, Ze ES je pro feSeni problému nédvrhu
unitarnich matic vhodné;jsi.
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5.1.1 Geneticky algoritmus

Implementovany GA mé podobu uvedenou v algoritmu 3.2.1. Implementovany jsou 3 metody se-
lekce: turnaje, ruleta a rank. KfiZeni je jednobodové s pravdépodobnosti p.,.ss. Mutace kazdého
genu v chromozomu je podminéna pravdépodobnosti p,,,+ a provadi se podle rovnice 3.1. Parametr
o je predem dany, neménny a pro vSechny geny stejny. PouZité techniky nahrazeni umoziuji spe-
cifikovat, kolik jedincti v nové populaci je potomkd, kolik je elita z pfedchozi generace a kolik je
nové krve (nové ndhodné vygenerovanych jedinct).

Experimentovdnim a ladénim parametrti jsem nasel vhodné nastaveni GA uvedené v tabulce
5.1.

Parametr ‘ Hodnota
Metoda selekce | Rank
pCT‘OSS O 8

Pmut 0.2

o 0.2

Tabulka 5.1: PouZité nastaveni genetického algoritmu.

V nasledujicich experimentech jsem porovnal 4 varianty GA, vSechny s populaci o velikosti
100 jedincu:

v

1. elita + kriZzeni + mutace

e clita: 10

e potomci: 90
2. elita + mutace

e clita: 10
e potomci: 90

® Deross: 0 — pouze mutace
3. elita + mutace + nova krev

elita: 10

nova krev: 10

potomci: 80
® Dcross: 0 — pouze mutace

v

4. elita + kfiZeni + mutace + nova krev

e clita: 10
e nova krev: 10

e potomci: 80
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Parametr Hodnota
Metoda selekce | Rank

Pmut 0.2
o 0.8

Tabulka 5.2: Pouzité nastaveni evolucni strategie.

5.1.2 Evolu¢ni strategie

Evolu¢ni strategie jsou implementovany podle algoritmu 3.1.1. I kdyZ byla v ES tspé$né€ ukdzana
adaptace parametru ¢, v implementovaném algoritmu je konstantni a pfedem dany. Experimento-
vanim jsem vyladil hodnoty parametrd a jejich nastaveni je ukdzano v tabulce 5.2.

V experimentech srovnavam 4 strategie: (4+8), (8+16), (14 10), (1+50). Pouzil jsem pouze
plus-strategie, které svym zptisobem aplikuji elitismus a davaji lepsi vysledky.

5.2 Struktura chromozomu

Pro porovndni jsem v systému implementoval 3 genotypy. Genotyp, ktery pouZzili Hutsell a Gre-
enwood [22], genotyp MacKinnona [32] a mnou navrZzeny genotyp zaloZeny na QR dekompozici
[12]. Fenotyp je vZdy unitarni matice.

5.2.1 Genotyp Hutsell a Greenwood

Prvni implementovany genotyp je pfevzaty od Hutsella a Greenwooda [22]. Pro pfipomenuti uvedu
zékladni vztah. Pro systém s m qubity md matice velikost N = 2. A spocita se ndsledovné:

U =eXFE\Ey...En_1. (5.1

Matice E; kompozitnich rotaci se spocitaji podle nésledujiciho vztahu:

B =B (¢123¢127X12)
By = B (13,913, x1.3) B (p.3, 923, 0)

: (5.2)
En_1=EYN (61 n, 018, xan)ECN (go v, thon, 0) ... EN "IN (65 1 v v 1w, 0).

A matice elementarnich rotaci dvojrozmérného podprostoru maji tvar nasledujici:

cos(¢p)e? prom=n=j
sin(p)eX prom=jn==k

EG9(6,9,x) = { —sin(¢)e™  prom =k,n = j (5.3)
cos(¢)e w prom=n==k

1 jinak
kde m a n znali m-ty fadek a n-ty sloupec matice velikosti N a ) € (0,7/2) a ¢, x € (0, 27).
Struktura genu je potom sekvence N? parametrii v, ¢ a x:

(P1,2,%1,2,X1,2, P1,3, V1,3, X1,3, 92,3, V2,3 - - - ON—1,N; UN—-1,N) (5.4
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5.2.2 Genotyp MacKinnon

Druhy implementovany genotyp byl navrzen MacKinnonem. Ze vSech jeho modifikaci byla pouZita
pouze tvorba 2 X 2 unitarni matice podle vztahu

ap +1iaz  az +iay

U(ag,a1,a2,a3) = . .
(a0, a1, a2, a3) —asg +1a1 ag — ias

> = apl —i—i(alX +a2Y—|—a32), (5.5)

kde vektor (ag, a1, a2, a3) md normu 1.

Kvili objektivnimu porovnani s predchozim genotypem nebyly dal$i dpravy uvedené v [32]
pouZity.

Kone¢ny genotyp mad strukturu vektoru 1 + 2N (N — 1) redlnych ¢&isel. Prvni ¢islo je z rozsahu
{0,27} a je reprezentovano jako globdlni fizovy vektor.

5.2.3 Genotyp QR-dekompozice

Dalsi reprezentace navrzend v rdmci této DP je zaloZend na QR dekompozici. Pomoci této metody
Ize generovat unitarni matici z t€éméf libovolné posloupnosti komplexnich Cisel. Nenalezl jsem ji-
nou préci, ve které by tato metoda jiZ byla pouZita, proto jsem ji zahrnul do vyzkumu a porovnal
s predchozimi metodami.

QR dekompozice

Definice 5.2.1. [14] Necht' A je matice m x n komplexnich &isel s hodnosti matice rank(A) = n.
Potom matice A miiZze byt rozloZena na soucin

A =QR, (5.6)
kde @ je n x m unitadrni matice a R je horn{ trojihelnikova matice m x n.

QR dekompozice (nebo také QR faktorizace) tedy umozZiiuje rozloZit libovolnou m x n matici
s n nezavislymi sloupci na n x n unitdrni matici ¢ a m X n horni trojuhelnikovou matici R. Pro
ucely této prace polozim n = m. Potom jsou A a R ¢tvercové matice velikosti n X n.
QR faktorizace ma vyuziti mimo jiné v matematice v problému nejmensich Ctverct, kde pomaha
resit soustavu linedrnich rovnic
Ax =b. (5.7)

Aplikovanim QR rozkladu a vyndsobeni celé rovnice adjungovanou matici QT 1ze vytvofit rovnici
Rz = Qb (5.8)

a tu potom fesit napiiklad metodou zpétné substituce [39]. Dalsi vyuziti ma pri hledani vlastnich
Cisel a vektort matice A [14].

Algoritmi QR dekompozice existuje n¢kolik [12, 14, 39]. V praci byla implementovana metoda
Householder, kterd pracuje na principu postupného nulovani prvki pod hlavni diagondlou [39].
Rovnici 5.6 miZzeme prepsat do tvaru

Q'A =R. (5.9)

Nisledné 1ze QT rozlozit na sou¢in Housholderovych matic

Q' =H,H, ... H, (5.10)

"Protoze QQT = I (viz definice 2.5.6), rovnici QRx = b miZeme prepsat na Rz = QTb.
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kde H; je zkonstruovdna tak, aby vynulovala fddky s indexem vét§im neZ i. Tedy pro libovolny
vektor u musi platit [39]
vy

(%

Hou = , (5.11)

Chromozom

Se znalosti QR dekompozice miZe byt kazda n X n unitdrni matice () reprezentovana n X n kom-
plexni matici A. Chromozom je tedy zakédovan do sekvence 2n? redlnych &isel, kde kazda dvojice
po sobé jdoucich &isel a a b tvoif komplexni &islo a + bi. Takto se vytvoii n? komplexnich &isel
reprezentujici matici A.

Vyhoda tohoto genotypu je v tom, Ze mapovani genotypu na fenotyp je surjektivni zobrazeni.
To miize byt pro evolu¢ni algoritmus vyhodnéjsi, nez bijektivni zobrazeni, protoZe hledané feseni
miZe mit vice neZ jednu podobu. Na druhou stranu to miiZze mit i negativni vliv, kdyz se pro kiiZeni
vyberou rodi¢e kazdy velmi blizko jinému z moZnych feSeni. Nejvétsi nevyhodou této reprezentace
je podminka, Ze matice A v QR dekompozici musi mit v§echny své sloupce linearné nezavislé.
Pii generovani novych jedincii v evoluci tak mohou vznikat neplatné chromozomy. To se projevi
vice u vétsich matic. I pfes nevyhody ma tato reprezentace i své vyhody, diky kterym by mohla
v evoluénim algoritmu ddvat dobré vysledky.

5.3 Definice alohy

Pro potieby této price je tloha ndvrhu kvantového obvodu pomoci evolu¢niho algoritmu definovéna
ndsledujicim zpisobem. Mé&me dénu dvojici a = (|i), |0)), kde |i) je vstupni stav a |o) je vystupni
stav. S vyuZitim reprezentaci ze sekce 5.2 v evoluénich algoritmech ze sekce 5.1 je cilem najit
takovou unitdrni matici U, pro kterou plati, Ze

Uli) = |o). (5.12)

Pro specifikaci dlohy miZe byt zaddna i mnozina dvojic vstup-vystup 7°'S = {a; ...a,}. Potom
hledana matice U musi splnit podminku 5.12 pro kazdou dvojici a; € T'S. MnoZinu T'S budu
dédle nazyvat trénovaci mnoZina. Jedna z moZnych trénovacich mnoZin pro hradlo X je ukdzana
v prikladu 5.3.1.

Priklad 5.3.1. M¢jme ulohu, ve které hleddme unitarni matici hradla X podle specifikace v sekci

5.3. Trénovaci mnoZina pak mize byt T'S = {( <(1)> , (?) ), ( <?> , (é) )}

5.4 Fitness funkce

Fitness funkce slouZi k posouzeni, do jaké miry odpovidd kandidatn{ feSeni definici tlohy. Je poci-
tana podle nasledujiciho vzorce:

S S llouts)i — Uling )il
MN

fitness(U) = (5.13)
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kde M je velikost trénovaci mnoziny, N je velikost stavového vektoru, |out;) je j-ty vystupni
vektor trénovaci mnoZiny a |in;) je pifslusny vstupni vektor. |out;); znacf i-ty prvek vektoru [out;).
Cim je hodnota fitness funkce bliZe k nule, tim je feSeni vice vyhovujici. Vysledna fitness je vydé-
lena soucinem M N. Hodnota se diky tomu nezvétSuje s rostouci velikosti unitarni matice.

Stavovy vektor U|in;) se vypocitd pomoci simuldtoru kvantového pocitace, ktery dokdZze inicia-
lizovat stav |in;) a aplikovat na néj hradlo U. Kvantové simuldtory maji navic tu vyhodu, Ze mohou
zprostiedkovat cely stavovy vektor a ne jenom hodnoty ziskané méfenim, jak je tomu u kvantovych
pocitacu.

5.5 Simulace kvantového pocitace

Kvantové pocitace dnes jesté nejsou pfili§ dostupné. N&které spole¢nosti k nim umoziiuji vzdileny
ptistup pres API [23], ale pouze v omezeném mnoZstvi. Proto bylo potfeba sdhnout po simulatoru.
Vyuziva se ho pfi aplikaci kvantového operatoru na stav. Pékny piehled kvantovych simulatori je
dostupny v [11]. Pfi vybéru simulétoru jsem provedl srovnani nékolika velkych hracia: Cirq od Go-
ogle [15], Qiskit od IBM [1], PyQuill od Rigetti Computing [48] a QuUEST vytvoreny na Oxfordské
univerzité [25]. PGvodné seznam obsahoval jest¢ XACC [36], ktery z uZivatelského hlediska neod-
povidal mym potfebdm. Nad vybranymi simulatory jsem provedl sérii experimentd. Vytvofil jsem
obvody pro 2, 4, 8 a 16 qubitd které jsem v simuldtorech spoustél. Obvod pro 2 qubity je ukazan
na obrdzku 5.1. Obvod byl vygenerovan v nastroji Quantum Programming Studio [40]. Obvody pro
vice qubitii mély stejny pocet hradel, pouze jejich aplikace probihala nad vice qubity.
et iaE T Taas s tEE heme T Taa s 1TaaT et 1T

Obrazek 5.1: Testovaci obvod pro 2 qubity.

Obrazek 5.2 vyobrazuje graf ¢asii béhu jednotlivych simulaci. ProtoZe mély obvody stejny pocet
hradel, ¢asova sloZitost simulaci byla, diky dobfe zvladnuté paralelizaci, téméf stejnd. ZvétSovala
se spiSe prostorov4 sloZitost.

Z grafu vidime, Ze simuldtor QUEST si vedl fadové 1épe. Jednim z diivodd je, Ze jako jediny je
napsany v C++, ostatni béZ{ v pythonu. QUEST navic vyuzivd knihovny OpenMP, MPI a CUDA
pro paralelizaci a optimalizace pomoci GPU [26].

Simulator QUEST vyhovuje i funkénim pozadavkim, protoZe umoZiiuje inicializovat libovolny
pocéteCni stav a Ize v ném definovat libovolny operator pomoci unitdrni matice.

Z divodi efektivity byl tedy vybran simuldtor QuEST [25]. Lze ho i snadno integrovat do
evolucniho systému také napsaném v C++.

5.6 Generator nahodnych cisel

7 Yz

Kvantové pocitace disponuji schopnosti absolutné ndhodného generovani ¢isel [28]. I kdyby byla
moznost toho vyuZit, v této praci by se tak nestalo. Pro evolu¢ni algoritmy je duleZité, aby je §lo
zopakovat. K tomuto tcelu je vyhodnéjsi, pouZzit generdtor pseudondhodnych Cisel, ktery pfi ini-
cializaci stejnym "seminkem" produkuje stejnd Cisla. Experimenty tak mohou byt zopakovany a
demonstrovany. V této praci byl pouZit pseudondhodny generator typu MT19937ar [57].
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doba simulace [s]

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0,493

0,478 0,483

,002

Pocet qubitd

m Qiskit mpyQuil mCirg mQuEST

Obrazek 5.2: Doba béhu simulaci.
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Kapitola 6

Experimentalni vysledky

Evoluc¢ni systém byl otestovan na nékolika experimentech. Kazdy experiment v kazdém nastaveni
byl spustén 96krat. Vysledky jsou ukdzany na konvergencnich grafech a krabicovych grafech. Kon-
vergenéni kiivka ukazuje vyvoj nejlepsi fitness béhem evoluce pro kazdy béh. Krabicové grafy zna-
zornuji statistické zhodnoceni kvality ziskanych feSen{ ze vSech 96 béhti. Nakonec jesté pripomenu,

cvv s vt

7e ¢im niZ$i fitness, tim kvalitnéjsi jedinec.

Ukoncujici podminka v experimentech byla nastavena pouze poctem generaci. Divodem je,
aby pfi porovnani pouZitych metod byla dodrZzena metrika Pocet vyhodnoceni fitness
uvedena v rovnici 4.12. AvSak stdle byl sledovan prah fitness, pfi kterém povaZuji experiment za
Uspéiny. VSechna zaznamenand data a vysledky jsou s pfesnosti na 10 desetinnych mist.

Oznaceni experimentu se sklada ze 3 Casti.

<evolucni algoritmus> - <genotyp> - <konfigurace> (6.1)

Ty mohou nabyvat nésledujicich hod:
e <evolucni algoritmus>

— ES = evolucni strategie

— GA = geneticky algoritmus
e <genotyp>

— HG = genotyp Hutsell a Greenwood
— M = genotyp MacKinnon
— QR = genotyp QR dekompozice

e <konfigurace>

— M = GA pouze s mutaci

MK = GA s mutaci a kiizenim

MKN = GA s mutaci a kiizenim a novou krvi

— MN = GA s mutaci a novou krv{
1+10 =ES s (1 + 10) strategif
1450 = ES s (1 + 50) strategif
448 =ES s (4 + 8) strategif
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- 8+16 =ES s (8 + 16) strategif

Napftiklad evolucni strategie (1+10) s genotypem MacKinnon je pojmenovand ES-M-1+10. V na-
sledujicich podkapitoldch budou genotypy a konfigurace nazyvany podle tohoto oznaceni.

V prvnim experimentu jsou vyhodnoceny vSechny vyse uvedené konfigurace. Z nich je do na-
sledujicich experimentl vybrano jedno nastaveni ES a jedno nastaveni GA, které z prvnitho experi-
mentu vyhodnotim jako nejlepsi.

6.1 Experiment 1: Hadamardovo hradlo

Cilem prvniho experimentu bylo navrhnout Hadamardovo hradlo H. Jeho podoba je pro pfipome-
nuti ukdzdna v rovnici 6.2.

1
H= 7 G _11> . (6.2)

Trénovaci mnozina (6.3) tohoto problému ma dvé polozky. Jednu pro transformaci z |0) na |+),
druhou pro pfechod z |1) na |—).

() (ha)-(0) () 6

Ukoncujici podminka experimentu byla nastavena u GA o populaci 100 jedinct na 20 generaci.
Pro evolucni strategie pak byla dopocitana podle prislusné konfigurace.

6.1.1 Vysledky

Experiment byl proveden na vSech osmi variantdch evolu¢nich algoritmi uvedenych v sekci 5.1 (4
x GA a4 x ES). Konvergencni krivky ES respektive GA jsou zobrazeny na obrdzku 6.1 respektive
6.2. Na téchto grafech je zobrazen cely béh evoluce. Detailni zobrazeni prvnich Ctvrtin béht je pak
na obrazku 6.3 pro ES a 6.4 pro GA. Pro snadné porovnani maji grafy v daném obrazku stejné
méfitko osy y. Na vSech obrizcich je v prvnim fddku genotyp M, v druhém faddku genotyp QR a
ve tietim genotyp HG. Po sloupcich jsou pak jednotlivé konfigurace. MidZeme tak snadno ve sloup-
cich srovndvat vlastnosti genotypt v dané konfiguraci a v fadcich vlastnosti konfigurace v daném
genotypu.

Statistické zhodnoceni vysledki na obrazcich 6.5 - 6.7 jsou uspofadany trochu rozdilng. Radek
predstavuje evolucni algoritmus, sloupec genotyp. V kazdém grafu jsou pak 4 krabicové grafy, jeden
pro kazdou konfiguraci. Grafy na obrazku 6.5 jsou nastaveny tak, aby byly vidét vS§echny hodnoty.
Pozor na rtiznd méfitka osy y. V obrazku 6.6 jsou ty stejné grafy, ale tentokrat bez odlehlych hodnot.
Tomu je upraveno i méfitko. Nakonec obrdzek 6.7 zobrazuje vSechny grafy ve stejném méfitku pro
snadné porovndni.

V experimentech jsem ddle sledoval ispésnost feseni. V tomto experimentu jsem feSeni povazo-
val za dspé$né pii vysledné fitness niZ8i nez 0,01. V tabulce 6.1 je ukdzdna procentudlni dspésnost
jednotlivych konfiguraci. Pfi stoprocentni tspésnosti i pocet vyhodnoceni fitness nutny k dspéchu
vSech béhd experimentu. Maximdlni poCet vyhodnocent fitness byl v tomto experimentu ddn ukon-
¢ujici podminkou na 2000.

Z konvergencnich kfivek je na prvni pohled vidét, Ze genotyp QR ve vSech konfiguracich kon-
vergoval rychleji, neZ zbylé dva. Na statistickém zhodnoceni je také vidét, Ze vysledné hodnoty
fitness byly u genotypu QR fadové lepsi. Dokonce na grafu ES-QR v obrazku 6.6 jsou konecné
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fitness rovny O s presnosti na 10 desetinnych mist. Déle Ize v konvergencnich grafech ES u ge-
notypd M a HG pozorovat tendence uvaznuti v lokalnich extrémech. Na druhou stranu je vidét i
celkem dspés$nd schopnost vyprosténi se z tohoto stavu. CoZ je kli€ové vlastnost evoluénich algo-
ritmi v porovnani napfiklad s horolezeckymi algoritmy. Nakonec podle tabulky 6.1 je genotyp QR
jediny, ktery vzdy tspésné nalezl hledanou matici. Na zdklad¢ té€chto pozorovani mohu fict, Ze si
v tomto experimentu nové navrZeny genotyp vedl nejlépe.

Pti srovnani ES a GA vidime, Ze ES maji strmé&jsi konvergencni kfivku. Ze statistickych zhod-
noceni vidime, Ze i vét§ina vyslednych hodnot fitness jsou u ES odhadem poloviéni neZ u GA a to
ve vSech genotypech. I procentudlni dspésnost je u ES vyssi. Na druhou stranu se u ES vyskytuji
odlehlé hodnoty fitness fadoveé vyssi, neZz jaké jsou hodnoty fitness u GA. To je proto, Ze u GA
nedochazi k uvaznuti v lokdlnich extrémech. I pfesto podle mého v tomto experimentu ES predcili
GA.

U GA miZeme pozorovat, Ze zavedeni genetyckého operatoru novd krev vétSinou zhorsilo vy-
sledky i konvergenci. Stejné tak bylo dosazeno horsich vysledkd pfi nepouZiti operatoru kiiZeni.
DalSich experimentech tedy budou probihat pouze s touto konfiguraci GA. Z ES jsem nakonec vy-

Moev s

bral strategii (1 + 10). Hlavnim divodem je rychlejsi konvergence i pies astéjsi tendenci uvaznuti.

6.1.2 Nejlepsi reseni

Nejlepsi nalezené feSeni dosdhlo hodnoty fitness rovné 0 s presnosti na 10 desetinnych mist. Vyge-
neroval ho evolu¢nf algoritmus s nastavenim ES-QR-1+10. Jeho tvar je zobrazen v 6.4. V porovnani{
s referencni matici 6.2 jde o velmi piesny vysledek.

<0.70710678119 0.70710678119> (6.4)
0.70710678119 —0.70710678119 '
ES
1+10 1+50 4+8 8+16
M [QR/HG || M [QR|HG || M |QR [ HG | M| QR | HG
uspésnost 72,9 | 100 | 86,5 || 69,8 | 100 | 69,8 || 83,3 | 100 | 91,6 || 75 | 100 | 79,2
[%]
min. pocet 430 550 520 448
vyhodnoceni
fitness
GA
M MK MKN MN
M [ QR |[HG|[M| QR [HG | M | QR | HG || M | QR | HG
uspésnost 15,6 | 100 | 28,1 || 26 | 100 | 44,8 || 5,2 | 100 | 13,5 || 4,2 | 100 | 14,5
[%]
min. pocet 1300 1100 1000 800
vyhodnoceni
fitness

Tabulka 6.1: Procentudlni dspéSnost a minimdlni pocet vyhodnoceni fitness k nalezeni feSenf s fit-
ness mensi nez 0,01.
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6.2 Experiment 2: CNOT hradlo

V druhém experimentu jsem se snazil nalézt C''NOT hradlo. Toto hradlo pracuje nad dvéma qu-

bity. Velikost genotypu se oproti predchozimu experimentu exponencidlné zvétSuje. Hledand matice
hradla CNOT je

1 000
0100
CNOT = 00 0 1 (6.5)
0 010
Trénovaci mnoZina pro tento experiment obsahuje 4 pary
1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 ) 0 J O Y O Y 1 9 0 9y 0 Y 1 (66)
0 0 0 0 0 1 1 0

ProtoZe se jednd o dvouqubitové hradlo, genotyp je vetsi a evoluce je tedy narocnéjsi. Ukon-
Cujici podminka byla tentokrat nastavena na 300 generaci u GA s populaci 100 jedinct a na 3000
generaci u ES 1+10. Hranice dspéSnosti byla zvysena na 0,05.

Experimenty byly tentokrat zredukovdny na 2 evolucni algoritmy: ES (1+10) a GA Mutace +
KfiZeni. Vybral jsem ty, které v pfedchozim experimentu vychédzeli nejlépe.

6.2.1 Vysledky

Vysledky jsou prezentovany stejnou formou jako v pfedchozim experimentu. Konvergencni kfivky
jsou na obrédzku 6.9, v detailu na prvni osminu generaci na obrdzku 6.10. ProtoZe je v tomto expe-
rimentu pouZzito méné konfiguraci neZ v predchozim, usporadani grafi je mirn€ rozdilné. Stile je
vSak zachovano stejné méfitko pro snadné porovnani. V fadcich jsou evolucni algoritmy v pouzité
konfiguraci, ve sloupcich jsou genotypy. Statistické zhodnoceni vysledki ve formé krabicovych
grafi je na obrazku 6.8. Zde jsou v levém grafu evolucni strategie a v pravém genetické algoritmy.
Nakonec opét v tabulce 6.2 je spocitana tspésnost. Tedy procento béhd, jejichz konecné feseni mélo
fitness niz$i nez 0,05.

V tomto experimentu uZ fitness nedosahuje tak nizkych hodnot jako v pfedchozim. Experimenty
byly opét uspésné, prevazné pii pouZiti GA, ktery v této metrice tentokrat vyrazné prevysuje EA.
konvergencnich kiivkach. Genotyp QR ocividné nemd problém s uvaznutim v lokdlnich extrémech,
ale pfi vétsich pfesnostech Spatné konverguje. V tomto experimentu nejrychleji konverguje a ma
Dtivodem je nejvétsi tendence uvaznuti v lokdlnim extrému avsak rychld konvergence i ve vysokych
presnostech. Pro tento experiment povazuji genotyp HG jako nejvhodnéjsi.

Nejlepsi feSeni v tomto experimentu je z konfigurace GA-HG-MK a je ukdzdno v matici 6.7.
Vidime, Ze referen¢ni matici je velmi blizko.

14 0,000078¢ 0 0,000486 + 0,0003961 0

0 14 0,000495¢ 0 0
0 0 0,000501 + 0,0001437 0,999998 — 0, 0020697
—0,000485 + 0,000397: 0 0,999999 — 0,001086: —00005 + 0,0001457

(6.7)

50



Tentokrat pfi srovndni ES a GA vidime lepsi dspé$nost GA i lepsi konecné hodnoty fitness ve
statistickém zhodnoceni. I pfes rychlejsi pocatecni konvergenci ES pfii velkych presnostech Spatné
konverguji. To je ddno koeficientem mutace o v evolucni strategii. Tady by dobfe zafungovaly
techniky adaptace nebo samoadaptace tohoto parametru.

ES e
o o
o — - o 8
0z 0z

(R T

e
&
il
e
= &
= il

o.0h o.0h

o
=
oo e oo 31—

-
FEiM111d ESGR TN FaHaliln & M Mg Qb G ME G4 HEHE

Obrazek 6.8: Experiment 2. Statistické zhodnoceni vysledki. Zleva evoluéni algoritmus ES, GA.

ES-1+10 GA-MK
M [ QR |HG || M | QR | HG
tsp&¥nost [%] || 47.9 | 15,6 | 31,3 || 64.6 [ 86,5 [ 57.3 |

Tabulka 6.2: Procentudlni ispésnost nalezeni feSeni s fitness mensi nez 0,05.
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6.3 Experiment 3: Provazani

Ve tietim experimentu jsem generoval hradla pro maximdlni provazani 2 a 3 qubitt, tedy matici,
kterd ze stavu |0 . .. 0) udéld stav 1/4/2(]0...0) +|1...1)). Stejné byla nastavena i trénovaci mno-
Zina. Tento experiment jsem zahrnul, protoZe ho provedli ve svych pracich i Hutsell a Greenwood
i MacKinnon. Dal$im diivodem pro tento experiment je otestovani Skdlovatelnosti evolu¢niho sys-
tému.

Pro provedeni poZadované operace pro 2 qubity lze pouZit matici U (6.8) a pro 3 qubity matici

v

Us (6.9), ve kterych x znaci libovolna komplexni ¢isla.

1/\/5 X X X
0 X X X
Uy = 0 DEEVERON B (6.8)
1/V2 x x x
1/V2 x x x x x x X
0 X X X X X X X
0 X X X X X X X
0 X X X X X X X
Us = 0 X X X X x x x|’ (6.9)
0 X X X X X X X
0 X X X X X X X
1/V2 x x x x x x X

Esperimenty pro 2 qubity probéhli na 5000 vyhodnoceni fitness s prahem dspésnosti 0,01. Ex-
perimenty se 3 qubity skoncily po 10000 vyhodnoceni fitness. Za prédh uspéSnosti byla zvolena
hodnota 0,02.

6.3.1 Vysledky

Obrazky 6.12 az 6.11 a tabulka 6.3 zobrazuji data pro experiment se 2 qubity. Konvergen¢ni kiivky
na obrdzku 6.12 jsou opét pro porovnani ve stejném méfitku. Detailni grafy na obrazku 6.13 jsou
tentokrat ve stejném méfitku osy x pouze po fadcich. Obrdzek 6.11 ukazuje opét statistické vyhod-
noceni vysledki formou krabicovych grafd. V tabulce 6.3 pfibyl fadek minimalniho pocet vyhod-
noceni fitness pri kterém vSechny b&hy skoncily uspésné. Obdobné jsou zobrazeny i vysledky expe-
rimentu se 3 qubity: konvergenéni kfivky celého béhu na obrdzku 6.14, detail konvergencni kiivky
na obrazku 6.15, statistické zhodnoceni vysledkd formou krabicovych grafli na obrazku 6.16, detail
krabicovych grafli na obrazku 6.17 a tabulka 6.4 s procentudln{ dspé$nosti béhtl.

V experimentu se dvéma qubity vidime veliky uspéch u vétSiny konfiguraci. Jedina konfigurace
GA-M-MK se v konecnych hodnotich fitness dspéchu pouze pribliZila. Ve statistickém zhodnoceni
vidime, Ze v obou algoritmech dosahuje nejnizsiho medidnu genotyp QR. Druhy fadek tabulky 6.3
ukazuje, Ze z maximalniho poctu vyhodnoceni fitness funkce, ktery byl dan ukoncujici podminkou
na 5000 stacilo v ES pfi pouZiti genotypu QR pouze 1490, coZ je z pouZitych genotypl nejméné.

Experiment se tfemi qubity uz nebyl z celkového pohled tolik dspésny. V ES dosdhl genotyp QR
stoprocentni tspéSnosti spolu s genotypem HG. V GA se pouze genotyp QR pfibliZil 90%. Genotyp
HG ztstal pod 20% dspésnosti a genotyp M ji mél dokonce nulovou. I piesto, Ze ES s QR ma mensi
minimélni pocet vyhodnoceni fitness pro stoprocentni Uspésnost, Z detailniho zdbér statistického
zhodnoceni na obrdzku 6.17 vidime, Ze kone¢na fitness po celém béhu byla nizsi u genotypu HG.
V GA je vSak kvalita genotypu QR oproti ostatnim nepochybn4.
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V konvergencnich kiivkéch je vidét slabd schopnost vyprosténi se z lokdlniho extrému. Hlavné
pak u GA, jejichz hlavnim genetickym operdtorem je kiiZeni. To je v tomto experimentu absolutné
nevhodné. Ve vysledku tohoto experimentu na mnoha hodnotach vysledné matice viibec nezalezi,

2N s

tudiz variovani s jejich hodnotami nepfindsi zlepSeni. U Genotypu QR dochdzi pfi prevodu ge-
notypu na fenotyp k vétsi interakci mezi jednotlivymi hodnotami v genotypu a nedochdzi proto
k uvaznuti. V tomto experimentu je to velkou vyhodou. ES naproti tomu ukazuji schopnost tuto
bariéru prekondvat.

Nejlepsi nalezend feSeni jsou vyobrazena v rovnicich 6.10 a 6.11. Pro dsporu mista jsou ¢isla
neovliviiujici fitness zaokrouhleny na 2 desetinnd mista. Na nich je vidét, jak pfesné jsou vysledné
matice vuci referenénim (6.8, 6.9).

0, 708085

[eRololoNoNo)

0.706127

QA0Ce

Gile -

0o

filrees

nan

0.707084
0
Us =
0
0,70713
0 0
0,2940,09i —0,01 — 0,054
0,09 40,114 0,01 — 0,034
—0,06 + 0, 05i 0,01
—0,18 +0,15i 0,04 + 0,014
—0,51 —0,63i —0,21+ 0,364
0,26 + 0,324

—0,45 + 0,781
0 0

Q0L

Tl
=12

0010 -

LI B LR

0000

H —ew

i

0 —0.139003 0,693333
—0,850841 —0,515172i —0, 103285 6.10)
0, 5254231 0,83424 0,167253 )
0 0, 138994 —0,693288
0,91 — 0,534 0,04 — 0,234 —0.18 — 0.34i 0.02 — 0.014 0.01 + 0.044
—0,22—10,38 0,22+ 0,09 0,43 4 0,334 0,47 — 0,24i  —0,17 4 0,22i
0,01 — 0,18  —0,02+40,32i 0,13+ 0,04i —0,01 +0,18; 0,89+ 0,01i
0,07 — 0,03i  —0,74+40,34i 0,19 — 0,334 0,29 — 0,244 —0,1—0,17i
0,33 — 0,02i —0,01 —0,2i —0,21+40,36i —0,01—0,73i 0,23 —0,18:
—0,26i 0,01+ 0,174 0,14 40,214  —0,04 4 0,02i —0,01 — 0,024
0,01+40,07¢ —0,01 —0,05i —0,05—0,06i 0,01 — 0,014 0,01
—0,09 +0,54i —0,0440,23i 0,18 4+0,35i —0,02+ 0,01 —0,01 — 0,044
(6.11)
(ot}
naxs -

51410

Tif-r-MIE

PR

L=

Obrazek 6.11: Experiment 3 pro 2 qubity. Statistické zhodnoceni experimentti. Zleva evolu¢ni al-
goritmus ES, GA.

ES-1+10 GA-MK
M | QR | HG || M | QR | HG
uspésnost [%] 100 | 100 | 100 || 17,7 | 97,9 | 95,8
min. po€et vyhodnocenf fitness || 4050 | 1490 | 3430

Tabulka 6.3: Experiment 3 pro 2 qubity. Procentudlni dspéSnost nalezeni feseni s fitness mensi neZ

0,01.
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Obrazek 6.16: Experiment 3 pro 3 qubity. Statistické zhodnoceni experimentl. Zleva evolu¢ni al-
goritmus ES, GA.

ES GA
0043 0043
0035 - 1035 -
=3
i - i -
noazs Hagh
] ]
oz oz
= =
fils fils |
o
13 o 13 J_
_I.l_ o
0,005 - | 0,005 -
0032 - : 0032 . .
151410 I-et-T 410 L= =1=11r Fis-P- MK Ca P -

Obrazek 6.17: Experiment 3 pro 3 qubity. Statistické zhodnoceni experimentt. Detail. Zleva evo-
luénf algoritmus ES, GA.

ES-1+10 GA-MK
M | QR | HG [M ]| QR | HG
uspésnost [%] 47,9 | 100 | 100 | O | 89,6 | 19,8
min. pocet vyhodnoceni fitness 4870 | 5270

Tabulka 6.4: Experiment 3 pro 3 qubity. Procentudlni tspéSnost nalezeni feSeni s fitness mensi nez
0,02.

6.4 Experiment 4: Klonovani

Tento experiment je pfevzaty od Gregora, ktery se inspiroval "no-clonning"teorémem. Ten fik4, Ze
neexistuje hradlo U takové, Ze

U(ly) ®10)) = [¢) @ |4), (6.12)

pro libovolny stav |¢). [58] V tomto experimentu jsem navrhl dvé varianty. Prvni varianta nazvand
Cloning je shodnd s Gregorovym postupem. Do trénovaci mnoZiny vygeneruji jeden ndhodny stav
a budu hledat matici kter4 jej naklonuje podle rovnice 6.12.
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V druhé varianté nazvané No-cloning vygeneruju 10 ndhodnych stavii a budu hledat univerzalni
matici, kterd by zvladla naklonovat vSech deset. Pokud je "no-cloning"teorém spravny, takovou
matici by se nemélo podafit najit.

Pro variantu 1 jsem nastavil ukoncujici podminku na 5000 vyhodnoceni fitness. Algoritmy ve
varianté 2 jsem nechal pfi hledanf{ teoreticky neexistujici matice béZet azZ po dobu 20000 vyhodno-
ceni fitness. Hranice tdspéSnosti byla nastavena na 0,01.

6.4.1 Vysledky
Varianta 1: Cloning

Vysledky tohoto experimentu jsou opét graficky zndzornény v konvergencnich kfivkach na obrazku
6.18. Statistické zhodnoceni vSech hodnot ve formé krabicovych graft je na grafech 6.19. Na ob-
rdzku 6.20 jsou tyto krabicové grafy obrdny o odlehlé hodnoty a detailnéji pfibliZeny k hodnotdm
blizkym nule. I tento experiment hodnotim tdspésné. Nejlepsiho feSeni dosahla konfigurace ES-M-
1+10, ve kterém se hledala matice U spliiujici provadéjici operaci zobrazenou v rovnici 6.11 na
nahodné vygenerovaném stavu také ukdzaném v této rovnici.

0.718349 + 0.688145¢ 0.0424817 + 0.9886571
U 0.036327 + 0.095454¢ _ —0.0395908 + 0.09356751 6.13)
0 —0.0395908 + 0.0935675: '
0 —0.00779182 + 0.00693511¢

Vyslednd matice mé tvar

0.718227 + 0.680729: 0.0322104 + 0.0654202¢ 0.0671712 — 0.0607362: —0.046992 + 0.0709351:
0.0211489 + 0.0865274¢  0.174397 + 0.0122076:  —0.0356817 + 0.205131% 0.899789 — 0.329441
—0.00438312 + 0.074529¢  0.45216 — 0.00033837¢ —0.855396 + 0.0881824¢  —0.191672 — 0.11731¢
—0.0788032 — 0.0322527  0.869652 4 0.0581014¢  0.454445 — 0.04948917  —0.088332 + 0.1276998:

U =

(6.14)
a jeji aplikaci na vstupni stav v rovnici 6.13 dostdvdme vystupni stav
0.0424228 4 0.98869641
—0.0391810 + 0.0938007: (6.15)

—0.0379774 + 0.09366977
—0.0083683 + 0.0077261:

Pfi porovndni s referenénim vystupnim stavem dostdvdme shodu na 2 desetinnd mista. MiZu
tedy fict, Ze se klonovaci hradlo podafilo vygenerovat. Pro jeho pfesnéjs$i podobu by bylo potfeba
vyuzit pokrocilejsich technik evolu¢niho pocitdni. No cloning teorém samoziejme porusen nebyl,
protoZe vygenerované hradlo neni schopné klonovat libovolny stav.

V tomto experimentu si genotyp QR vedl rozhodné nejhiife. Median hodnot fitness dosazenych
vysledki v ES je u QR fadové vyssi nez u ostatnich genotypu. V obou algoritmech GA i ES genotyp

QR hiife konvergoval.
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Obrazek 6.19: Experiment 4 varianta Cloning. Statistické zhodnoceni experimentd. Zleva evolu¢ni
algoritmus ES, GA.
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Obrazek 6.20: Experiment 4 varianta Cloning. Statistické zhodnocen{ experimentd. Detail. Zleva
evoluéni algoritmus ES, GA.

ES-1+10 GA-MK
M [ QR | HG || M | QR | HG
tsp&Snost [%] [[ 77,1 | 17,7 | 583 || 3.1 [ 94 | 7.3 |

Tabulka 6.5: Experiment 4 varianta Cloning. Procentudlni tispé$nost nalezeni feSeni s fitness mensi
nez 0,01.

Varianta 2: No-cloning

V tomto experimentu uZ $lo o snahu vyvratit nebo potvrdit no-cloning teorém. Cilem bylo najit
operator, ktery by zvladl klonovat 10 riiznych, ndhodné vygenerovanych stavti. Vysledky jsou opét
vyjadieny pomoci konvergencnich kfivek a statistického zhodnoceni krabicovymi grafy v obrazcich
6.22 a 6.21. Tento experiment povazuji za UspéSny. PfestoZe se nepodafilo najit poZadovany ope-
rator, evoluéni algoritmy nasli nejlepsi mozné feseni celkem v kratkém poctu vyhodnoceni fitness.
Z konvergencnich kiivek vidime, Ze po 2500 vyhodnoceni fitness uZ se feSeni témét nezlepSilo. Ze
statistického zhodnoceni pak vidime, Ze nejlepsi vysledky maji fitness v okoli hodnoty 0,1, medidn
vsa kolisa kolem hodnoty 0,15. To je od hranice dspésnosti 0,02 daleko. Nakonec nésledujici ukazka
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TV

rém nebyl pfekondn. Vstupni stav I a referencni vystupni stav O jsou

0.38457 + 0.596706% —0.208163 + 0.45895:
[ 0.543271 + 0.448224¢ O — —0.0585323 + 0.496546¢ 6.16)
N 0 "7 | —0.0585323 + 0.4965461 '

0 0.0942381 + 0.487015¢

Vygenerovand matice U ma podobu

0.545119 + 0.532073¢  —0.0634638 — 0.103187  0.208088 +- 0.323328: 0.206293 + 0.463327¢
0.356394 + 0.334263:¢ 0.164511 + 0.134184 0.315408 — 0.1305457  —0.528489 — 0.566002¢

U= 0.286658 + 0.273529¢ 0.235476 + 0.205956¢  —0.703354 — 0.4004067  0.281806 — 0.103421¢
—0.0879211 — 0.1275737  0.690897 + 0.6041964 0.204673 + 0.196752:  0.0657443 —g ;)%206341'
Aplikaci U na stav I vznikne stav (
—0.096085 + 0.4453941
—0.033166 + 0.487843¢ (6.18)

—0.017363 + 0.493677i
0.146840 + 0.536394¢
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Obrazek 6.21: Experiment 4 varianta No-Cloning. Statistické zhodnoceni experimentti. Zleva evo-
Iucni algoritmus ES, GA.
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6.5 Experiment 5: Maximalizace

V poslednim experimentu jde o maximalizaci prvku s nejvyssi amplitudou. Tedy naptiklad pro
stavovy vektor

1/2
0 (6.19)
1/v2 '
1/2
bude cilovy stav
0
0
1 (6.20)
0

Pro kazdy experiment byl opét prvné ndhodné vytvofen stav, na néjZ byly generované matice
aplikovany. Experiment byl proveden pro registry velikosti 2 a 3 qubity. Pfi 2 qubitech byla ukon-
Cujici podminka na 5000 vyhodnoceni fitness a préh tspésnosti na 0,02. Experimenty se 3 qubity
pak bézeli po dobu 20000 vyhodnoceni fitness a hranice dspéchu byla nastavena na 0,05.

6.5.1 Vysledky

Grafy na obrdzcich 6.23 a 6.26 zobrazuji konvergen¢ni kfivky béhi evolu¢nich algoritmt. Na téch
je v obou téchto experimentech vidét vétsi rozptyl konecnych feSeni. Nasledné obrazky 6.24 a 6.26
ukazuji statistické vyhodnoceni vysledkt prostfednictvim krabicovych grafi. Ke obrazku 6.26 je
pfifazen i obrazek 6.25 s detailnim zobrazenim téchto grafi. I zde je vidét, Ze vysledky jsou hodné
rozptylené. Tyto tlohy se jsou pro evolucni systémy narocné, proto jsem zvysil hranici dspéchu
oproti pfedchozim experimentim.

2 qubity

V tomto experimentu byly Uspésné prevazné genotypy M a HG. Genotyp QR dosahl pouze na nizké
desitky procentudlni uspésnosti. Nejlepsi hodnotu fitness méla matice U vygenerovand algoritmem
ES-M-1+10 zobrazend v rovnici 6.21. Jeji trénovaci mnozina 7'S méla podobu 6.22.

0.20392 + 0.321256i  0.608343 + 0.169812i  —0.499061 — 0.415674i  0.141233 + 0.120417i

—0.529204 + 0.271637i  —0.353321 — 0.133713i —0.343073 — 0.078249i  0.575002 — 0.221344;

—0.0950648 — 0.690061i  0.0787123 + 0.53915i  —0.2909 + 0.0427976i  0.111729 — 0.344909i

0.0738061 — 0.103373i  0.172477 — 0.362962i  0.317582 — 0.516739i  —0.00192657 — 0.6741544
6.21)

U:

0.0784175 4 0.110147¢ 0
0.168799 + 0.357699: 0
0.314552 4 0.518355¢ || O
0.00159575 + 0.676491: 1

Aplikaci matice na pocatecni stav z trénovaci mnoZiny dostaneme stav

TS = {( ) (6.22)

—0.000197 + 0.0002143
0.000071 + 0.000241¢
0.008805 — 0.007714%
0.999932 + 0.000160¢

(6.23)
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Obrazek 6.24: Experiment 5 pro 2 qubity. Statistické zhodnoceni experimentl. Zleva evolu¢ni al-

goritmus ES, GA.
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Obrazek 6.25: Experiment 5 pro 2 qubity. Statistické zhodnoceni experimentd. Detial. Zleva evo-
Iucni algoritmus ES, GA.

ES-1+10

GA-MK

M | QR | HG

M | QR | HG

tisp&¥nost [%] || 86,5 | 15,6 | 583 || 21,9 [ 14,6 | 36.5 |

Tabulka 6.6: Experiment 5 pro 2 qubity. Procentudlni dspéSnost nalezeni feseni s fitness mensi nezZ

0,02.

3 qubity

V této varianté experimentu uz opét genotyp QR dosahuje srovnatelnych vysledkt jako ostatni.
Stale vSak nenf nejlepSim z nich. V krabicovych grafech na obrazku 6.27 je vidét Ze v tomto expe-
rimentu GA dosdhl lepsSich vysledkt avS§ak s mnohem pomalejsi konvergenci (obrazek 6.26).
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Obrazek 6.27: Experiment 5 pro 3 qubity. Statistické zhodnoceni experimentl. Zleva evolu¢ni al-
goritmus ES, GA.

ES-1+10 GA-MK
M [QR|HG || M | QR | HG
tsp&nost [%] || 40,6 | 52 [ 29,2 [[ 41,7 [ 57,3 | 64,6 |

Tabulka 6.7: Experiment 5 pro 3 qubity. Procentudlni tspéSnost nalezeni feSenfi s fitness mensi nez
0,05.

6.6 Shrnuti experimenti

V préci bylo provedeno nékolik experimentii. Nékteré pro pevny pocet qubitd, jiné ve vice varian-
tach pro rtizné pocCty qubitd. Z celkového pohledu probéhly experimenty uspésné. Vzdy se povedlo
alespon jednou konfiguraci ziskat feSeni s fitness funkci blizko nule. Nové navrZzeny genotyp QR
si vedl nejlépe v prvnim experimentu, kde pfinesl velmi presné vysledky a ve tietim experimentu
- provéazédni. V dalSich experimentech byl srovnatelny a nékdy i hor$i neZ ostatni genotypy. Pfi
porovnani evoluéni strategie a genetického algoritmu vychézela vétSinou 1épe evolucni strategie.
V piipadé, kdy tomu tak nebylo by Sla ES vylepsit pokrocilejsimi technikami adaptace a samoada-
patace parametru o. Pak by 1épe konvergovali i v pozdéjSich fazich evoluce. Konvergen¢ni kiivka
ES byla vzdy strméjsi, nez u GA. Z téchto divoda shledavam pouziti ES nejen za vhodné, ale i
vyhodné oproti GA. Timto se potvrdila i hypotéza z kapitoly 5.1.
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Kapitola 7
Zaver

V préici byl implementovan evolucni systém pro navrh kvantovych operatord. Systém tspésné a
v rozumném Case generuje operatory pro jeden a dva qubity. Pro vice qubitt jsou vysledky méné
presné a Casové narocnéjsi.

V systému Ize pouZit geneticky algoritmus nebo evolucni strategii. Déle byla pfedstavena nova
reprezentace genotypu zaloZend na QR dekompozici. V systému lze zvolit mezi genotypem pouZi-
tym v praci Hutsella a Greenwooda, genotypem vymyslenym MacKinnonem a nové predstavenym
genotypem. VSechny tyto reprezentace i oba typy evolucnich algoritmt byly v praci porovnany.
Vysledky ukazuji, Ze evoluéni strategie maji v té€to tloze lepsi vlastnosti nez genetické algoritmy,
stejné jako nové predstaveny genotyp ddvd v nékterych piipadech lepsi vysledky neZ zbylé dva.

Préci lze rozsifit o adaptaci nebo samoadaptaci parametru o v evoluéni strategii. Déle by se
dalo vylepsit oba dva pfevzaté genotypy o mySlenky pouZité v praci MacKinnona. Poté by mohly
tyto reprezentace predc¢it novy genotyp. Nakonec by se dalo podle vzoru Gregora rozsifit systém na
evoluci vice unitarnich matic oddélenych hradlem ordkula nebo kvantovym méfenim. Poté by §lo
systém aplikovat tfeba na grovertiv algoritmus.

Tato prace nepfinasi nové algoritmy ani vylepSeni téch stavajicich. Jeji vyznam je v ukdzani no-
vych moZnosti a jejich porovnani se stavajicimi. Vlibec poprvé je v praci pouzita evolucni strategie
pro generovani unitidrnich matic. Dale je zde pfedstaven novy zptisob zakédovéani genotypu a jeho
pfevod na fenotyp.
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Priloha A
Obsah priloZzeného pameét’ového média

Tato priloha popisuje obsah pamét ového média pfiloZeného k této diplomové praci. Po otevieni
média nalezeneme nasledujici soubory a adresare:

conf Adresar s konfiguraénimi soubory pouZitymi v experimentech.
dip Spustitelny soubor s programem vytvorenym v této praci.
projekt.pdf PDF s technickou zpravou diplomové prace.

src Adresér se zdrojovymi soubory.

QuEST Adresar obsahujici zdrojové soubory knihovny QuEST.
Makefile Soubor pro kompilaci zdrojovych kédu na spustitelny program.

src Adresar se zdrojovymi soubory programu vytvoreném v této praci.

tex_src Adresar se zdrojovymi soubory pro vysdzeni technické zpravy v prostredi IATEX.
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Priloha B

Manual k programu

Soudasti této prace je aplikace implementovand v jazyce C/C++ v prostfedi opera¢niho systému
Linux. Tato priloha popisuje jeji preklad, spusténi a obsluhu.

B.1 Pozadavky

GCC verze 9.0 nebo vyssi

CMake verze 3.16 nebo vyssi

B.2 Preklad

Pteklad probéhne spusténim piikazu
$ make

v adresdfi src. Prekladem vznikne spustitelny soubor dip.

B.3 Spusténi

Program Ize spustit nasledujicim prikazem s jednim volitelnym parametrem a jednim volitelnym
prepinacem.

$ ./dip [-x] [konfiguracni_soubor]

Prepina¢ —x nastavi vystup do soubori .dat a .best, kde jméno souboru je ID procesu. Do
souboru .dat se vypisi nejlepsi fitness z kazdé generace a do souboru .best se uloZi vyslednd
matice. Bez pfepinaCe —x se pribéh experimentu vypisuje na standardni vystup.

Konfigura¢ni soubor obsahuje vesSkerou specifikaci a konfiguraci programu. V piipadé nezadani
souboru s konfiguraci bude pouzit soubor jehoZ jméno je na prvnim fadku souboru params. conf.
V pripadé absence tohoto souboru je pouzita vychozi konfigurace programu. Divodem je umoZnéni
zmény konfiguraéniho souboru bez nutnosti opétovné kompilace zdrojovych kédi. Popis konfigu-
racniho souboru je v sekci B.4.
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B.4 Konfigurac¢ni soubor

Konfigura¢ni soubor se sklada ze sekvence
<parametr>=<hodnota>

na samostatnych fadcich. Prazdné fadky jsou ignorovéany. Pfi pouZiti stejného parametru vicekrét je
pouzita posledni jemu pfifazend hodnota. Nevalidni parametry jsou ignorovany stejné jako validni
parametry s nevalidni hodnotou. V parametrech i hodnotich je potfeba rozliSovat mald a velkd
pismena.

Nasleduji tabulky obsahujici vycet vS§ech moZnych parametri a k nim pfipustnych hodnot. Se-
znam je rozdélen na tabulku obecnych parametrt B.1, tabulku parametrd specifickych pro GA B.3
a tabulku parametrd specifickych pro ES B.2. Hodnoty nékterych parametrii jsou navic omezeny
obecnou podminkou'. Konfigura¢ni soubory pouZité na experimenty jsou v adresdii conf.

! Bez ohledu na poutiti absolutniho, nebo procentudlniho po&tu souet potomkd, nové krve, elity a mutované elity
mus{ byt roven velikosti populace.
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