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Vypoctovy systém pre Strukturalnu analyzu grafov s podporou paralelizmu

Snark je cyklicky 4-suvisly kubicky graf obvodu aspon 5, ktorého hrany
nie je mozné regularne hranovo ofarbit’ tromi farbami. Zaujem o snarky
je spdsobeny tym, Ze mnoho doélezityych a tazkych problémov diskrétnej
matematiky je mozné redukovat’ na otazky o snarkoch. V poslednom obdobi sa
pri Studiu snarkov Coraz viac uplatiiuji pocitacové experimenty. Okrem iného
bola pocitatom vygenerovana databaza vsetkych snarkov po 36 vrcholov.

Pocitacové programy sa prirodzene pouzivaji na overovanie vybranych
invariantov snarkov. Napriek relativne velkému poctu vygenerovanych grafov,
v sucasnosti nepozname dostatocne dobre charakteristické vlastnosti ¢lenov
triedy ani vlastnosti triedy grafov ako takej. Skor naopak, pri Stadiu
invariantov urcujucich tieto vlastnosti je nutné databazu vygenerovanych grafov
prehladavat’, grafy s ur€enymi vlastnost’ami separovat’ podl'a zadanych kritérii
a d’alej Studovat’.

KedZe algoritmy na Strukturdlnu analyzu snarkov vo svojej podstate vyuzivaja
ako podproceduru algoritmus na urcenie regularneho hranového ofarbenia
(sub)kubického grafu, ktory je exponencidlnej zlozitosti, zistenie, ¢i zadany
graf spiiia predlozené kritéria je zvycajne tazky problém. Vzhladom na pocet
inStancii grafu je prirodzenou vol'bou pouzitie paralelného systému -- clustra,
gridu, distribuovane;j siete (bot).

Chceme preskimat moznosti navrhu prototypov aplikacii pre paralelné
pocitanie vlastnosti: filtrov, selektorov a de/multiplexerov. Vedomosti ziskané
z analyzy takychto vypocCtovych systémov chceme vyuZzit' pri navrhu
a implementacii aplikacie, ktord bude testovat’ vzorku snarkov s velkostou
viac ako 65 milionov clenov. Cielom prace je definovat a analyzovat
prototypy paralelnych a/alebo distribuovanych aplikacii na rieSenie zadanych
problémov z tedrie grafov. V d’alSom rade je dolezité implementovat aplikacie
odvodené od prototypov s pracovnymi ndzvami filter, selektor a de/multiplexer.
Implementované aplikacie chceme vyuzit’ pri teste zndmych snarkov na tzv.
"subkritické vlastnosti", o povazujeme za d’al$i vystup zdverecnej prace.
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Abstrakt

Be. Jakub Strmen, Vypoctovy systém pre strukturalnu analyzu grafov s podporou pa-
ralelizmu, Univerzita Mateja Bela v Banskej Bystrici, Fakulta prirodnych vied, Katedra
informatiky, vedici prace doc. Mgr. Jan Karabas, PhD., Diplomova praca, Banska Bys-
trica, 2019, 105 stran.

Cielom tejto préce je navrhnit a implementovat vypoctovy systém pre analyzu vlast-
nosti kubickych hranovo 3-reguldrne neofarbitelnych grafov s podporou paralelizmu.
Pomocou implementovaného systému sme preskimali vybrané chromatické vlastnosti
na vsetkych snarkoch do velkosti 36 vrcholov. Dalsou vzorkou pre analyzu chroma-
tickych vlastnosti boli snarky neparnosti styri o velkosti 44 vrcholov. Vysledkom tejto
prace je navrh a implementacia daného systému v jazyku C++ spolu s vysledkami

analyzy chromatickych vlastnosti vybranych grafov.

Klicové slova: graf, snark, invariant, paralelny systém, chromaticky index grafu,

chromatické invarianty snarku.






Abstract

Be. Jakub Strmen, Computational system for structural graph analysis with support of
parallelism, Matej Bel University, Faculty of Natural Sciences, Department of Compu-
ter Science, supervisor doc. Mgr. Jan Karabas, PhD., Master thesis, Banska Bystrica,
2019, 105 pages.

Main objective of the master thesis is to design and implement computational system
for analysis of cubic 3-edge non colorable graphs with emphasis on efficiency using
parallel computing. Using the implemented system we analyzed a set of chromatic pro-
perties of all existing snarks up to 36 vertices. We also analyzed this properties on
the sample of 31 snarks of oddness four and order 44. Main outcome of the thesis is
implemented system in C++ language along with results of computational analysis of

mentioned graphs.

Keywords: graph, snark, invariant, parallel computing, chromatic index of graph,

chromatic invariant of snark.






Predhovor

Grafy, ktoré sa nedaji reguldrne hranovo ofarbit tromi farbami a neobsahuji most
nazyvame snarky. V roku 1880 P. G. Tait nepredpokladal, ze takéto grafy existuju
[58], no v roku 1891 J. Petersen objavil prvy snark [53]. V predkladanej praci po-
jedndvame o vybranych chromatickych vlastnostiach snarkov, ktoré vyjadruju mieru
neofarbitelnosti grafu [51]. Pre vSetky existujiice snarky velkosti menej ako 38 vrcho-
lov spolu s vybranou skupinou snarkov so 44 vrcholmi budeme zistovat danti mnozinu
vlastnosti. Pri vyskume tychto vlastnosti a pre naro¢énost ich zistovania sme ntitenf
navrhnit vypoctovy systém, ktory implementujeme v jazyku C++. Pre paralelizdciu
vypoctov si zvolime kniznicu MPI tiez implementovani v jazyku C a C++. V zavere

prace uvadzame vysledky analyzy vlastnosti, ktoré sme ziskali.
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Uvod

Tedria grafov sa zaobera mnozstvom problémov. Mnohé z nich si vo vSeobecnosti
riesitelné prave vtedy, ak sa daju vyriesit pre kubické grafy. Kubické grafy st zvyéajne
vzhladom na stupent grafu prvou netrividlnou instanciou pre tieto problémy, ktorou sa
mé zmysel zaoberat. Pre dalsie zjednoduSenie mozeme pri mnohych takychto problé-
moch ohrani¢it triedu skimanych grafov na kubické, ktoré nemozno hranovo reguldrne
ofarbitf tromi farbami. Napriklad pre mnohé problémy tykajice sa cyklov a parovania
je postacujiice dokézat ich pre snarky [17].

Tu sa dostavame k problematike, o ktord sa matematici zaujimaji uz takmer jeden
a pol storocia. Ide o problém hranového farbenia kubickych grafov a s nim suvisiacich
taitovsky neofarbitelnych grafov. Najvicsi zaujem o takéto grafy vzbudil Tait prave
v roku 1880, ked poukdzal na ekvivalenciu existencie plandrneho snarku s neplat-
nostou zndmeho problému Styroch farieb [58]. Problém styroch farieb spociva v tvr-
deni, Ze regiény kazdej plandrnej mapy vieme ofarbit nanajvys styrmi farbami. Ako pise
Gardner, jednoduchsim sposobom ako hladat protipriklad pre 4-ofarbitelnost mapy by
mohlo byt hladanie grafu s uréitymi vlastnostami. Takyto graf je prave plandrny snark,
ktorého definiciu uvedieme neskor v praci [35]. Kedze veta o styroch farbach bola po-
mocou pocitacov dokdzand v roku 1976 vieme, Ze planarny snark neexistuje [13]. Ked
viak vypustime plandrnost, dostaneme neprazdnu mnozinu grafov, snarkov, ktoré si

objektom néasho zaujmu.

V prvej casti prace uvedieme struéni motivaciu pre vyskum v danej oblasti a
zakladni terminolégiu z tedrie grafov. Nasledne zadefinujeme pojem snark a niektoré
jeho vlastnosti, popiseme struéni histériu a uvedieme niekolko konkrétnych grafov
danej kategorie. Ustrednou témou prace budd chromatické vlastnosti snarkov a ich
vyskum.

V druhej kapitole predstavime poziadavky, potrebné algoritmy, navrh a imple-
mentéaciu vypoctového systému pre analyzu vlastnosti snarkov, ktory tvori jadro prace.
Systém bude nevyhnutne vyuzivat procediru pre hladanie reguldrneho hranového ofar-
benia grafu. Hladanie takéhoto ofarbenia je vsak zndmy NP-tiplny problém, a preto sa

budeme snazit navrhnit systém s podporou ¢o najvicsej miery paralelizicie vypoctov.

23



V zavere prace opiseme vysledky tykajice sa vybranych chromatickych vlastnosti

snarkov dosiahnuté pomocou implementovaného systému.
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Kapitola 1

Vlastnosti snarkov

1.1 Motivacia

Okrem uz spomenutej a dokdzanej vety o styroch farbach existuje mnozstvo d'alsich
dovodov, preco sa o problematiku farbenia kubickych aj vseobecnych grafov a ich vlast-
nosti zaujimat.

Hladanie reguldrneho hranového ofarbenia grafu je vSak spolu s vrcholovym far-
benim a mnohymi inymi zndma NP-tiplnd tloha [38, 42]. To znamen4, Ze rieSenie nasho
problému je mimoriadne naroéné, no tiez aj to, ze kazdy uspech v rieSeni hranového
farbenia sa moze odzrkadlif v mnoZstve inych problémov.

Ulohou hranového ofarbenia grafu vo veobecnosti vieme modelovat aj viaceré
praktické problémy. Napriklad zapas kazdy s kazdym a minimalizacia poc¢tu odohranych
kol [18], rozvrhnutie spojeni v sietovych komunikaénych protokoloch [34], rozvrhnutie
svetelnych frekvencii pri sietovej komunikécii pouzivajicej optické vldkna [30] alebo

plénovanie vyrobného procesu [60]. Podrobnejsie si opiseme nasledujice dva:

Problém pldnovania vijrobného procesu je optimalizaény problém, kde sa d4 vyuzit
hranové ofarbenie grafu. V tomto pripade potrebujeme nastavit vyrobny proces ¢o
najefektivnejsie s tym, ze mame sibor predmetov, kde na vyrobu kazdého z nich je
potrebné vykonat urcité operdcie. Kazda z tychto operdcii sa moze vykonat na urcéitom
Specifickom stroji a my sa snazime najst pldn vyroby, kde budd stroje maximdlne
vytazené a ¢as bude ¢o najkratsi. Tu sa d4 problém formulovat ako tloha hranovej
3-ofarbitelnosti grafu tak, ze kazdy vyrobok bude reprezentovany vrcholom z prvej
mnoziny a kazdy stroj bude reprezentovany vrcholom druhej mnoziny. Teraz uz len
staci prepojit hranou kazdy vyrobok so strojom na ktorom je nutné vykonat operdciu
pre dany vyrobok. Ndsledne hladdme hranové ofarbenie s minimalnym poctom farieb
(opét - pocet farieb = pocet nutnych c¢asovych/vyrobnych krokov). Inak povedané

hladdme hranové ofarbenie v bipartitnom grafe [60].
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Rozvrhnutie spojent v sietovyjch protokoloch TDMA (time division multiple access)
sa tiez d4 uvazovat ako problém ofarbenia hran grafu. Hladdme rozvrhnutie spojeni
tak, aby kazdy uzol siete mohol komunikovat so svojimi susedmi bez toho aby sa
rusili. Tu vsak autori rieSenia namiesto obycajného neorientovaného grafu pouzivaji
orientovany graf, kde kazdd neorientovani hranu (uv) nahradia dvoma orientovanymi
hranami (uv, vu). Nésledne sa pridaju dodatoéné podmienky ofarbenia a pomocou

heuristiky a d’alsich nadvézujicich krokov sa hladd riesenie [34].

1.2 Zakladné pojmy

KedZe sa v praci budeme zaoberat problémami z tedrie grafov, v ivode si zadefi-

nujeme zakladné pojmy, s ktorymi sa v texte budeme stretdvat.

Definicia 1.1. Graf G = (V, E) je dvojica mnozin, kde V je neprdzdna, konecnd

mnozina vrcholov a E C [V]? je mnoZina hrdn [25, 37, 52].

Prvky mnoziny E st neusporiadané dvojprvkové podmnoziny {u, v} mnoziny V. Z
tejto definicie vyplyva, ze graf je jednoduchy a neorientovany, takze neobsahuje slucky,
orientované hrany ani nasobné hrany. Pre vylicenie nejasnosti vzdy predpokladame
V' N E = (). Pocet vrcholov grafu nazyvame rad a oznacujeme |G|.

Vrchol v je incidentny s hranou e ak v € e [25]. Hrana e = {u,v} ma dva kon-
cové vrcholy a to u a v. Dva vrcholy v a v nazveme susedné ak v grafe existuje hrana
e = {u,v}. Dve hrany e; a e; nazveme susedné ak obe tieto hrany e;, es majui spolocny
koncovy vrchol [25]. Takito susednost budeme znacit e; ~ es. Stupfiom vrcholu v
oznacime pocet hran, ktoré su s tymto vrcholom v incidentné. Stupen vrcholu znac¢ime
deg(v) [37]. Maximalnym stupniom grafu G ozna¢ime maximum z deg(v) vSetkych vr-

cholov grafu G.
Definicia 1.2. Kubicky graf G=(V,E) je graf, v ktorom pre kazdy vrchol v je deg(v) = 3.

V préci nds viak bude zaujimat len specificky typ grafov a to kubicky graf. Kubicky
graf G (trivalentny, 3-reguldrny, 3-graf) je teda suvisly, kone¢ny, jednoduchy graf, kde
kazdy vrchol je incidentny prave s tromi hranami.

Diagramom grafu G myslime jeho graficki reprezentaciu v ploche P pozostavajicu
z mnoziny bodov B a mnoziny ciar S, kde kazdy bod b € B reprezentuje vrchol v € V'
a kazd4 ciara s € S reprezentuje hranu e € E [52]. Plandrny graf G je taky, ktorého
diagram v dvojrozmernom priestore (rovine) neobsahuje ziadne pretinajice sa hrany.
Diagram najmensicho planarneho kubického grafu mozeme vidiet na Obr. 1.

Majme graf G=(V,E) a grat G'=(V",E’). Ak V’CV a E’CE, potom graf G’ na-

zveme podgrafom grafu G. Neskor v texte budeme tiez pracovat s grafom, ktory je
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takmer kubicky. Pre kazdy vrchol v takéhoto grafu G=(V,E) plati deg(v) < 3 a na-

zveme ho subkubicky.

Obr. 1: Priklad jednoduchého kubického grafu.

Definicia 1.3. Pdrovanie M v grafe G, je mnozind nezdvislych hrdn.

Dve hrany e=(u,v) a f=(z,y) nazveme nezdvislé prave vtedy, ked nemajui spolocny

vrchol.

Definicia 1.4. Perfektné parovanie M v grafe G je také parovanie, kde mnoZina vr-

cholov W (M) obsahuje vsetky vrcholy V(G).

Problém hranového ofarbenia

Ked méme definovany graf a s nim stivisiace pojmy, moZeme si postupne zadefino-
vat reguldrne hranové ofarbenie grafu. Takéto ofarbenie je zdsadnou vlastnostou grafu

z. ’ ) o v ’
a budeme sa s nim stretavat naprie¢ celou pracou.

Definicia 1.5. Majme graf G = (V, E) a neprdazdnu konecni mnozinu farieb C. Hra-
nové ofarbenie je priradenie (zobrazenie) vy : E — C, teda priradenie farieb hrandm.
Ak pre Yv € V plati, Ze zafarbenie v(e;) vetkych hrdn e;, kde i = 1,...,n, susediacich s
vrcholom v je navzdjom rozne (resp. V{ei,ex} :e1 € E eq € E eq ~ ey : y(e1) # v(ez)

), takéto zafarbenie nazveme reguldrne. [37, 25]

Reguldrne hranové farbenie grafu G, kde mnozina farieb C' obsahuje prave k-
prvkov nazyvame k-reguldrne. Ak je graf mozné hranovo 3-reguldrne ofarbit, takéto
farbenie tiez nazyvame taitovské. Priklad 3-regularneho hranového ofarbenia kubického

grafu mozeme vidiet na Obr. 2.

Definicia 1.6. Chromaticky index grafu G resp. hranové chromatické c¢islo je najnizsie

prirodzené ¢islo k, pre ktoré je moiné graf G k-requldrne ofarbit [25].
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na regularne zafarbenie grafu G. Chromatické ¢islo je ekvivalent chromatického indexu
pre vrcholové ofarbenie grafu.

Najdenie reguldrneho hranového ofarbenia sa d4 vnimat bud ako optimaliza¢ny
problém, alebo ako rozhodovaci problém. V prvom pripade sa snazime néjst chroma-
ticky index grafu a v druhom pripade sa pre dané prirodzené ¢islo k rozhodujeme, ¢i
dany graf je k-reguldrne ofarbitelny.

V roku 1964 ukrajinsky matematik V.G. Vizing dokazal, ze na hranové ofarbenie
jednoduchého neorientovaného grafu s maximalnym stupnom A zarucene staci A-+1
farieb [59]. Rozhodnut vsak, ¢i na takéto ofarbenie grafu staci A farieb alebo nie, je NP-
uplny problém [38, 43]. To znamend, ze nepozname ziadny polynomidlny algoritmus
na rozhodnutie tejto otdzky v grafe (a s prihliadnutim na predpklad P # NP takyto

algoritmus ani neexistuje).
Definicia 1.7. NP-uplny problém P je problém, pre ktory plati:

1. P € NP a teda, Ze problém je NP-tazky (tzn. vieme v polynomidlnom case uréit,
¢i x je rieSenim P).
2. lubovolny iny NP-tazkij problém vieme v polynomidlnom case redukovat na problém

P [50].

NP-tiplnost problému ndjdenia chromatického indexu kubického grafu dokézal
Holyer. Dokaz bol formulovany pomocou polynomialnej redukcie problému 3SAT na
taitovské ofarbovanie [38]. 3SAT je problém splnitelnosti boolovskej formuly v 3-
konjunktivnom normalnom tvare.

V nasej praci nds bude zaujimat len 3-reguldrne hranové ofarbenie grafu. Preto,
ked budeme tvrdit o grafe, Ze je alebo nie je ofarbitelny, budeme mat vZdy na mysli
prave takito ofarbitelnost.

Predtym ako definujeme samotny snark, potrebujeme este definovat niektoré d'alsie

vlastnosti grafu G na to aby sme o G mohli povedat, Ze je snarkom.
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Definicia 1.8. Obvod grafu G je dizka (pocet hrdn) nagkratsieho cyklu v grafe.

Konektivitou alebo stivislostou grafu G nazveme minimélny pocet hran alebo vr-
cholov po ktorych odstraneni sa zvysok grafu G rozpadne na viac ako jeden suvisly

podgraf.

Definicia 1.9. Cyklickd hranovd sivislost grafu G je definovand ako minimdlny pocet
hran {u,v} grafu G takijch, Ze po ich odstrdneni z grafu sa graf rozpadne na sivislé
nezavislé podgrafy (komponenty) pricom aspon dva z nich obsahuji cyklus [26, 58].

Cyklicki sivislost oznacujeme ako ¢

Cyklickt stvislost prvykrat definoval uz Tait v roku 1880. Je to spolu s obvodom
grafu jeden z najdolezitejsich parametrov snarku. VSeobecne je v grafoch miera konek-
tivity grafu viésinou vyjadrend hranovou sivislostou. Hranovou stivislostou nazveme
minimalny pocet hran, ktorych odstranenie sposobi rozpad grafu na nezavislé kompo-
nenty. Takdto stvislost je v8ak pri kubickych grafoch vzdy rovnd trom, a preto md

zmysel uvazovat o spomenutej cyklickej hranovej stvislosti.

1.3 Snark

Definicia 1.10. Snark je definovany ako suvisly kubicky graf s obvodom aspon 4 a

cyklickou sivislostou aspori 4, ktory sa nedd 3-requldrne hranovo ofarbit [35, 39, 58].

Pojem snark v suvislosti s teériou grafov prvykrét pouzil M. Gardner [35] aby
sme sa vyhli zdlhavému pojmu ,nontrivial uncolorable trivalent®. Inspiracia pre nazov
snark pochadza z basne Lewisa Carrolla - The Hunting of the Snark. V nej Carroll slo-
vom ,Snark® oznacuje fiktivneho, takzko néjditelného zvieracieho tvora. Este v roku
1975 panoval ndzor, Ze snarky su velmi vzdcne a tazko objavitelné. Ako piSe Isaacs,
ktokolvek, kto ich bude hladat ,will be vividly impressed with the maddening diffi-
culty of finding a 3-graph he cannot color”, teda bude mimoriadne ohtireny az Sialenou
naroc¢nostou nejaky najst [39]. V roku 1976 Gardner piSe: ,vieme, Ze snarky sa tazko
hladaji“, éo naznacuje, Ze prave tato podobnost medzi ,Snarkom* a taitovsky neofar-
bitelnym kubickym grafom je hlavny dovod pre toto pomenovanie. Toto presvedéenie
nakoniec nebolo d'aleko od pravdy, ako ukazuje G. Brinkmann v [17], z celkového poctu
kubickych grafov o velkosti 28 vrcholov a obvodom aspon 4 je len 0.00015% snarkov.
Percento pocetnosti snarkov voci vSetkym kubickym grafom dokonca klesd s naras-
tajucim poctom vrcholov.

Konkrétna definicia vlastnosti snarku vSak bola v priebehu ¢asu diskutovana a

odpoved na otdzku ¢o je a ¢o nie je trividlny snark bola pomerne dlho nejasnd (pozri
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[51, 19, 21, 39, 41]). Nedela a Skoviera v [51] uvadzaji, Ze netrividlny snark by mal
mat obvod aspon 5. Brinkmann dokonca definuje snark ako graf s cyklickou sivislostou
aspoii 5 a ak je cyklicka suvislost nizsia, jedné sa o ,slaby“ snark [17].

Upresnenie tychto vlastnosti je podstatné z toho dovodu, ze napriklad obvod grafu
niz&i ako paf umoziuje vyskyt trividlnych prvkov grafu ako napriklad trojuholnik alebo
Stvorec, ktoré sa daju jednoducho nahradit vrcholom, resp. dvoma hranami. Alebo
naopak, kazdy vrchol snarku sa dé nahradit trojuholnikom a vznikne tak vicsi snark s
obvodom tri. Takéto snarky su len jednoduchymi variaciami mensich snarkov, z ktorych

vznikli [51, 35].

1.3.1 Zname snarky

Prvy znamy snark, Petersenov graf, bol objaveny v roku 1891 a mé 10 vrcholov. Na
d'alsf snark sa ¢akalo vyse 50 rokov. V roku 1946 D. Blanusa objavil dva 18-vrcholové
snarky, dnes pomenované po fom a v roku 1948 B. Descartes objavil d'alsi. Po nich
sa nasledujuci objavil az v roku 1973, najdeny G. Szekeresom. V roku 1975 Isaacs
pomocou vyssie uvedenych, dovtedy jedinych znamych snarkov zostrojil konstrukciu
pre dve nekone¢né rodiny snarkov [39].

Do roku 1975, boli zndme len nasledujice 4 snarky [39].

e Petersen 1891 10 vrcholov [53]
e Blanusa 1946 18 vrcholov [15]
e Descartes 1948 210 vrcholov [24]
e Szekeres 1973 50 vrcholov [57]

Ako sa neskor ukdzalo, Petersenov graf o velkosti 10 vrcholov ukdzany na Obr. 3

je najmensim moznym snarkom.
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Obr. 3: Dva rozne diagramy Petersenovho grafu [35].
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Dalsi, Blanusa snark, vidime na Obr. 4. Hoci si to Blanusa neuvedomoval, da sa

zostrojit z dvoch Petersenovych grafov [35]. Szekeresov snark mozeme vidiet na Obr. 5.

Obr. 4: Blanu$a snark zostrojeny z 2 Petersenovych grafov.[35].

Obr. 5: Szekeres snark.

Dals{ zndmy snark, dvojhviezdu, moézeme vidiet na Obr. 6.

Rodiny snarkov. Po prvych, velmi sporadicky vyskytujicich sa snarkoch, objavil
v roku 1975 Rufus Isaacs obsiahlu nekoneénii mnozinu snarkov. On sam tento objav
oznacuje za neuveritelny. Ttto triedu grafov pomenoval po autoroch predchédzajicich
prvych snarkov a teda BDS, ako skratka pre Blanusa, Descartes, Szekeres. Prave
tymito grafmi bolo ndjdenie nekoneénej triedy inspirované [39]. Prvé tri snarky z rodiny
BDS vidime na Obr. 7. Pozname vsak aj dalsie rodiny snarkov, ako napriklad Gold-
bergove snarky, zovseobecnené Blanusove a Szekeresove snarky alebo zovseobecnené

Celminsove-Swartove snarky [63].
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Obr. 6: Double-star snark [39].

J3 JS J?

Obr. 7: Flower snarky J3, J5 a J7.[39].

1.3.2 Pocet snarkov

Ako uz bolo spomenuté, do roku 1975 boli zname len 4 snarky. S nastupom
vypoctovej techniky na pole matematiky a teoretickej informatiky sa postupne po-
darilo vygenerovat vsetky snarky do velkosti 36 vrcholov. Do velkosti 30 vrcholov boli
vietky testované vlastnosti na tychto grafoch zhodne overené nezévisle vo Svédsku a
Belgicku [17]. Aktudlny struény prehlad poctov snarkov uvadzame v Tabulke 1. Vsetky

uvedené skupiny grafov aj tabulka samotnd st k dispozicii na [5].
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pocet vrcholov | obvod >4 | obvod > 5 | obvod >6 | A\¢ > 5

10 1 1 0 1
12, 14, 16 0 0 0 0

18 2 2 0 0
20 6 6 0 1
22 31 20 0 2
24 155 38 0 2
26 1297 280 0 10
28 12517 2900 1 75
30 139 854 28 399 1 509
32 1764950 293059 0 2953
34 25286953 | 3833587 0 19935
36 404899916 | 60167 732 1 180612

Tabulka 1: Pocet zndmych snarkov do velkosti 36 vrcholov.

1.4 Chromatické vlastnosti snarkov

V nasledujtcej podkapitole sa dostavame k hlavnej téme prace. Z mnozstva vlast-
nosti, ktoré snark moze mat nas budid najviac zaujimat prave také, ktoré urcitym
sposobom vyjadruji mieru jeho neofarbitelnosti. Prave tieto vlastnosti ndm totizto
indikuji, ako velmi je snark nachylny k ofarbitelnosti alebo naopak ako silne je neofar-
bitelny. Najprv si definujeme niektoré operacie na grafe, ktoré budeme neskor potre-
bovat. V nasledujicich definicidch vzdy predpokladéme, Ze graf je snark.

Pri definicidch chromatickych vlastnosti grafu G budeme ¢asto uvazovat o urcitom
podgrafe G’ grafu G, pricom G’ vytvorime odstranenim niektorych vrcholov alebo hran
z grafu G. Preto odstranenim hrany budeme chépat jej rozpojenie. Ked teda z grafu
G odstrdnime hranu e = (u,v) € F znamend to, ze vrcholy {u,v} uz nadalej nebudi
susedné, teda nebudi spojené hranou. Takéto odstranenie budeme znacit G — (u, v).
Dalej pod odstranenim vrcholu v € V' z grafu G = (V, E) budeme chépat odstranenie
v8etkych s nim susediacich hran e = (v,w) € E a nasledné odstranenie vrcholu v z
mnoziny V. Takéto odstranenie oznacujeme G — {v}. Toto odstranovanie hran alebo
vrcholov z grafu G moze ovplyviiovat jeho ofarbitelnost. Ak by sme odstranili len jednu
hranu ¢ vrchol, ofarbitelnost grafu to nezmeni. Ak vsak z grafu odstrdnime aspoii dve
hrany, dvojicu vrcholov alebo kombindciu hrana vrchol, graf sa moze stat ofarbitelny.

Preto si definujeme odstranitelné a neodstrénitelné dvojice hrdn a vrcholov.

Definicia 1.11. Dwvojicu vrcholov {u,v} nazveme odstrdnitelnou prdave vtedy, ked graf

G — {u,v} zostane neofarbitelny. Naopak neodstrdnitelnou dvojicou vrcholov {u,v} na-
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zveme takd dvojicu, pre ktori plati, Ze G — {u,v} je ofarbitelny. [51]

Definicia 1.12. Dwvojicu hrdn {e, f} € E nazveme odstrdnitelnou prdve vtedy, ked
graf G — {e, f} zostane neofarbitelny. Naopak neodstrdnitelnou dvojicou hrdn {u,v}

nazveme taki dvojicu, pre ktord plati, Ze G — {u,v} je ofarbitelny. [51]

Takéto odstranitelné, resp. neodstranitelné mnoziny hréan a/alebo vrcholov mozu
tizko stvisiet aj s redukciami a konstrukciami snarkov (vid Prilohu E) [51, 55]. Ked
méame definované potrebné pojmy, mozeme prejst k definicii jednotlivych chroma-

tickych vlastnosti.

Definicia 1.13. Rezistenciou grafu G nazveme minimdalny pocet hrdn/vrcholov, po

ktorych odstrdanent graf G zostane ofarbitelny.

Vieme, ze hranovd a vrcholova rezistencia sa rovnaju [63]. Preto ich v definicii

nerozlisujeme.

Definicia 1.14. Rezistibilitou hrany ey € E grafu G(V, E) nazveme minimdlny pocet
hrdn {ey,...,e,} € E takyjch, Ze G — {eqy, €1, ..., e, } zostane ofarbitelns.

Definicia 1.15. Rezistibilitou vrcholu vy € V grafu G(V, E) nazveme minimdalny pocet

vrcholov {vy, ...,v,} € E takych, ze G — {vg,v1,...,v,} zostane ofarbitelny.

Pre zjednodusenie si zavedieme aj pojem index hranovej rezistibility grafu G, ktory
bude vyjadrovat pocet hran grafu G, ktorych rezistibilita je vyssia ako rezistencia
grafu G. Tento index budeme oznacovat e,; (pre ,edge resistability index*). Rovnako
si takyto pojem zavedieme aj pre vyjadrenie poctu vrcholov s vyssou rezistibilitou ako
je rezistencia grafu a teda index vrcholovej rezistibility grafu G. Tento index budeme
oznacovat v,,.

Kritické vlastnosti vyjadruji nachylnost grafu k ofarbitelnosti.

Definicia 1.16. Snark nazveme kriticky prdve vtedy, ked pre kaZdu dvojicu susednijch

vrcholov {u,v} plati, Ze {u,v} je neodstrdnitelnd dvojica.

Definicia 1.17. Snark nazveme kokriticky prdve vtedy, ked pre kaZdi dvojicu nesu-

sednijch vrcholov {u,v} plati, Ze {u,v} je neodstrdnitelnd dvojica.

Ked'Ze graf moze byt zaroven kriticky aj kokriticky, takyto graf nazveme bikriticky
resp. ireducibilny snark. Ak je vSak graf len kriticky, moézeme ho pomenovat striktne
kriticky a naopak ak je len kokriticky mozeme povedat, Ze je striktne kokriticky. Kazda
z tychto skupin grafov sa moze vyznacovat uréitymi specifickymi vlastnostami a ma
zmysel sa nimi zaoberaf aj samostatne. Ak pri kritickych vlastnostiach trochu uvolnime
podmienky, dostaneme sa k ,,subkritickym vlastnostiam*. Tieto vlastnosti tiez urcitym

sposobom vyjadruji ndchylnost grafu k ofarbitelnosti.
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Definicia 1.18. Snark G=(V,E) nazveme vrcholovo subkriticky prdve vtedy, ked pre
kazdy vrchol v € V existuje vrchol u € V' taky, Ze {u,v} je neodstrdnitelnd dvojica.
Teda, ze G — {u,v} je ofarbitelns.

Definicia 1.19. Snark G=(V,E) nazveme hranovo subkriticky prdve vtedy, ked pre
kaZdi hranu e € E existuje hrana f € E takd, Ze {e, f} je neodstrdnitelnd dvojica

hran.

Pre vrcholovo subkriticky snark teda plati, ze rezistibilita kazdého vrchola je rovna
dvom. Pre hranovo subkriticky graf to obdobne plati pre hrany. Ak je graf G vrcholovo
subkriticky no nie je hranovo subkriticky, takyto graf nazveme striktne vrcholovo sub-
kriticky. Vzhladom k tomu, Ze ako dokdZeme neskor, hranové subkritickost implikuje
vrcholovii subkritickost, striktnii hranovi subkritickost by nemalo zmysel definovat
obdobne ako vrcholovi. Preto nazveme graf G striktne hranovo subkriticky vtedy, ak
G je hranovo subkriticky no nie je kriticky.

Ako dalsie definujeme vlastnosti, ktoré st akymsi opakom kritickych. Stabilné

vlastnosti naznacuju silni neofarbitelnost grafu.

Definicia 1.20. Snark nazveme stabilny prdve vtedy, ked pre kaZdi dvojicu susednijch

vrcholov {u,v} plati, Ze {u,v} je odstrdnitelnd dvojica.

Definicia 1.21. Snark nazveme kostabilng prdve vtedy, ked pre kaZdi dvojicu nesu-

sedngjch vrcholov {u,v} plati, Ze {u,v} je odstrdnitelnd dvojica.

Ak je graf G stabilny a zaroven kostabilny G nazveme bistabilnyg. Ak je vsak G
stabilny no nie je kostabilny, G nazveme strikine stabilny. Ak je vSsak G kostabilny
znamena to, ze je bistabilny.

Vieme, ze niektoré tieto vlastnosti navzdjom suvisia. Tieto suvislosti by nam mohli
neskor pomoct aj pri definovani algoritmov pre zistovanie danych vlastnosti. D4 sa
pomerne jednoducho dokdzat, Ze ak je graf kriticky, znamen4 to, Ze je aj hranovo aj

vrcholovo subkriticky a tiez, ak je graf hranovo kriticky je zaroven aj vrcholovo kriticky.
Lema 1.1. Kazdy kriticky graf G=(V,E) je vrcholovo subkriticky.

Doékaz. Ak je graf kriticky, potom pre kazdy vrchol v € V' existuju aspon 3 vrcholy
{uy,ug,us} € V také, ze (u;,v) € E a zdroven {u;,v} pre i = 1,2,3 tvori neod-
straniteni dvojicu vrcholov. Potom prirodzene pre kazdy vrchol v € V existuje aspon

jeden u € V taky, ze {u,v} je neodstranitelna dvojica. O

Obdobne by sme mohli dokdzat, ze kazdy kokriticky graf je aj vrcholovo subkri-
ticky.
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Lema 1.2. Kazdy kokriticky graf G=(V,E) je vrcholovo subkritickyj.

Dékaz. Ak je graf G=(V,E) kokriticky, potom pre kazdy vrchol v € V existuje nepréazdna
mnozina vrcholov {uy,...,u;} € V takych, ze (u;,v) ¢ E, kde j = 1,...,7 a zaroven
{u;,v} tvorl neodstranitelnt dvojicu vrcholov. Potom prirodzene pre kazdy vrchol
v € V existuje aspon jeden u € V taky, Ze {u,v} je neodstranitelnd dvojica. Spo-
menutd mnozina vrcholov {uy,...,u;} € V grafu G=(V,E) je neprazdna preto, ze G je
snark a teda kubicky graf o velkosti najmenej desat vrcholov. Z toho vyplyva, Ze pre

kazdy vrchol v existuje v grafe aspon jeden vrchol u, ktory s v nie je susedny. O
Lema 1.3. Kazdy kriticky graf G=(V,E) je hranovo subkriticksyj.

Dékaz. Méme graf G=(V,E), ktory je kriticky snark. To znamen4, ze pre V{c,d} C V,
ktoré susedia plati, Ze tvoria neodstranitelnt dvojicu. Teda po odstraneni {c, d} sa graf
G stane ofarbitelny (vid. Obr. 8 a 9). To znamen4, Ze na danom mieste vznikal kon-
flikt ofarbitelnosti. Graf, kde po odstraneni takejto dvojice vrcholov zostani vo vyreze
4 vrcholy stupia 2 nazveme G’. Do zobrazeného vyrezu teraz mozeme pridat pod-
graf pozostavajici z 2 vrcholov {¢/,d'} spojenych hranou (c¢’,d’) a d'alsich dvoch hran.
Tieto dalsie dve hrany mozu byt Tubovolnd kombinécia spinajica {(a,c) vV (b,¢)} A
{(e,d" )V (f,d")}. Tymto vlozenim vytvorime graf G”. Priklad takéhoto vlozeného pod-
grafu mozeme vidiet na Obr. 10. Dany podgraf zarucene zachova ofarbitelnost celého
grafu G”. Totizto, nech by predchddzajici graf G’ bol ofarbeny akokolvek, vloZent
cestu dfiky tri vieme vzdy hranovo ofarbit tromi farbami bez toho aby sme vytvorili

konflikt ofarbenia.

. L . L Obr. 9: Vyrez grafu po odstraneni dvoch susednych
Obr. 8: Vyrez kritického snarku, miesto kde vznikd . o
. o . . vrcholov. Zvysok grafu je teraz zafarbitelny - vyplyva
konflikt ofarbitelnosti (dva susediace vrcholy). o )
z vlastnosti kritickosti.

Ked vsak do takéhoto grafu G” priddme zvysné dve hrany dopliujtice graf G” na
povodny graf G, graf sa stane neofarbitelnym. Z toho ale vyplyva, ze konflikt ofarbi-

telnosti sposobuji prave tieto dve pridané hrany (vid na Obr. 11). Vzhladom na to,
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ze dopfﬁany podgraf vytvarame v stlade s podmienkou, ze bude vidy obsahovat prave
jednu Tubovolni z hrén (a,d) V (b,¢') a prave jednu z hrén (e,d’) V (f,d’) vyplyva,
7e vzdy pre ti hranu z prvej dvojice, ktord v podgrafe chyba vytvéara neodstrdnitelni
dvojicu hrana z druhej dvojice, ktord v podgrafe chyba. Napriklad na Obr. 11) hrana
(a,c’) tvori neodstranitelni dvojicu s hranou (e,d’). Keby sme doplneny podgraf vy-
tvorili z hrén (a,c’) a (e,d’), neodstranitelnt dvojicu hrén by tvoril par (b,c’) a (f,d’) a
podobne.

Zostdva nam uz len hrana (c,d), s touto hranou je to ale tiez jednoduché. Vzhladom
na to, Ze kritickost znamend neodstranitenost kaZdych dvoch susednych vrcholov,
mozeme obdobne odstranit namiesto vrcholov ¢ a d napriklad vrcholy a a ¢ a tym

paddom sa aj hrana (¢,d) dostédva do situdcie kde predtym bola hrana (e,d).

Obr. 10: Pridané hrany a vrcholy nevytvaraji kon- ) , . . o .
Obr. 11: Priklad odstranenia konfliktu ofarbitelnosti

flikt ofarbitelnosti grafu z Obr. 9 za Ziadnych okol- L, . . ;
odstréanenim dvoch (Ciarkovanych) hran.

nosti.

Vzhladom na to, Ze kritickost znamend neodstranitelnost kazdych dvoch susednych
vrcholov, aj nas dokaz mozeme aplikovat na kazdu dvojicu susednych vrcholov. Z toho
vyplyva, ze pre kazdu hranu (u,v) € E existuje hrana (z,y) € F takd, ze {(u,v), (x,y)}

tvoria neodstranitelni dvojicu hran. ]
Lema 1.4. Kazdy hranovo subkriticky graf je aj vrcholovo subkriticky.

Dokaz. Tu je dokaz taktiez intuitivny. Z hranovej subkritickosti vyplyva, ze pre kazdu
hranu (u,v) € F existuje hrana (z,y) € E taka, ze {(u,v), (z,y)} tvori neodstrdnitelnt
dvojicu. To znamenad, ze po odstrédneni napriklad dvojice vrcholov {u, z} odstranime aj
hrany (u,v) a (x,y) a graf sa stane ofarbitelny. Teda dvojica {u,x} je neodstrdnitelna.
Kedze v grafe G pre kazdi hranu (u,v) vieme najst takito hranu (x,y), tak aj pre
kazdy vrchol u vieme najst vrchol x taky, ze G — {u, z} je ofarbitelny. Teda graf G je
vrcholovo subkriticky.

Grafické zndzornenie mozeme vidiet na Obr. 12 a 13. O
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. ) Obr. 13: Po odstrdneni Tubovolného vrcholu suse-

Obr. 12: Dve hrany grafu, vytvarajuce konflikt ofar- . L
o . diaceho s hranou z Obr. 12 sa odstrdni aj hrana
bitelnosti. . .
vytvéarajica konflikt.

Poznamka. Pri definovani chromatickych vlastnosti sa vsak este mozeme pozastavit
a opytat sa, ¢i existuju snarky, pre ktoré neplati ani jedna z kritickych vlastnosti?
Teda snark, ktory by nebol kriticky, kokriticky, a ani vrcholovo ¢i hranovo subkriticky.

Takyto graf nazveme ,akriticky* snark.

Definicia 1.22. Snark G=(V,E) nazveme akriticky prdve vtedy, ked nie je vrcholovo
subkriticky.

Akriticky snark teda nemé ziadnu z kritickych vlastnosti. Pre takyto akriticky

snark G = (V, F) platia nasledovné tvrdenia:

e J{u,v} € V, kde {u,v} je susednd dvojica a G — {u, v} je ofarbitelny

F{u,v} € V, kde {u,v} je nesusednd dvojica a G — {u, v} je ofarbitelny

I{u,v} € V, kde {u,v} je susedna dvojica a G — {u,v} je neofarbitelny

F{u,v} € V, kde {u,v} je nesusedné dvojica a G — {u, v} je neofarbitelny

Jv € V taky, ze flu € V, kde u # v A G — {u,v} je ofarbitelny
e Je € E takd, ze if € E, kde f # e AG — {e, f} je ofarbitelny

Dalsie vlastnosti grafov

Nepdrnost grafu G, ktorti oznacujeme w(G), je minimalny pocet neparnych cyklov
v 2-faktore grafu G [51]. 2-faktorom grafu G(V, E) nazveme taky 2-regularny podgraf
grafu G, ktory obsahuje vsetky vrcholy V grafu G.

Hamiltonovskost. Ak graf G obsahuje Hamiltonovski kruznicu, G je ofarbitelny.

Naopak to vSak nemusi platit. Pozndme mnoho ofarbitelnych kubickych grafov, ktoré
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Hamiltonovski kruznicu nemaju [39]. Napr. Coxeterov graf o velkosti 28 vrcholov zo-

brazeny na Obr. 14.

Obr. 14: Coxeterov graf.

Pokrytie pdreniami. Perfect matching index alebo index perfektného parovania
vyjadruje kolko perfektnych péarovani vrcholov je potrebnych pre pokrytie vsetkych
hran grafu. Kazdy snark potrebuje na pokrytie vSetkych hran minimélne 4 perfektné
parenia. Berge-Fulkersonova hypotéza tvrdi, Zze na pokrytie hran kazdého snarku staci
5 perfektnych pareni.

Perfektny snark je snark, ktory sa nedd ziskat I-extenziou z mensich snarkov [55].

Priklad takejto I-extenzie mozeme vidiet v prilohe E.

Ked mdame definované potrebné pojmy a uviedli sme ¢itatela do podrobnosti
snarku a jeho vlastnosti, mézeme prejst na metddy a prostriedky ich skiimania, ktorymi

budeme k danej problematike v praci pristupovat.
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Kapitola 2
Metody a prostriedky vyskumu

Ako uz bolo spominané, jednym z hlavnych cielov prace je ulahéif ziskavanie
poznatkov potrebnych pre vyskum v oblasti snarkov. V tejto kapitole navrhneme
vypoctovy systém, ktory by toto ulahéenie priniesol. V tivode §pecifikujeme poziadavky
na takyto systém. Nasledne na zaklade tychto poziadaviek navrhneme alebo opiSseme
algoritmy, ktoré budd potrebné a potom navrhneme model systému. Na zaklade navr-
hnutého modelu budeme postupne systém implementovat. Na zéver kapitoly uvedieme

merania implementovaného systému a spomenieme mozny vyvoj systému v budicnosti.

2.1 Analyza poziadaviek

Hned v ivodnom nahlade mozeme vidiet dve zdkladné poziadavky. Prvou je priro-
dzene aby bol systém schopny efektivne analyzovat chromatické vlastnosti, potencidlne
aj velkej vstupnej mnoziny snarkov (rddovo stovky miliénov grafov). Z hladiska dobrého
navrhu vypoctového systému je prirodzenou druhou poziadavkou ¢o najvécsia miera
znovupouZitelnosti systému alebo jeho prvkov. Inymi slovami by sme mohli rozumnym
navrhom polozit zaklad pre komplexny moduldrny systém pre podporu vyskumu snar-
kov. Do tohto systému by neskor malo byt mozné doimplementovat algoritmy pre
hromadné testovanie aj inych ako len chromatickych vlastnosti snarkov. Tiez by sme
pri ndvrhu mali myslief na to, aby jednotlivé prvky systému boli od seba ¢o najmene;j
z4vislé a aby teda boli, napriklad ako kniZnice a moduly, lahko pouZzitené aj mimo
systém. Takyto pristup k ndvrhu je zndmy uz desiatky rokov, vid napriklad [33].

Ked sa pokisime poziadavky rozmenit na drobnejSie, mozeme aspoil vicSinu z

nich zhrnit do nasledujiicich bodov. Systém by teda mal byt schopny:

e nacitat graf z vopred uréenych formatov

e rozumne drzat v paméti instanciu grafu (podporovat aj viaceré sposoby)
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e testovat taitovski ofarbitelnost grafu

e overit, ¢i dany graf je sivisly a kubicky
e zistit obvod grafu

o zistit cyklickd hranovi sivislost grafu
e overit, ¢i graf je snark

e odstranovat hrany a vrcholy grafu

e testovat chromatické vlastnosti snarkov a to najmi:

— kritickost

— kokritickost

— vrcholovi subkritickost
— hranovi subkritickost
— stabilitu

— kostabilitu

— rezistenciu

— rezistibilitu hran

— rezistibilitu vrcholov

e na ziklade zistenych vlastnosti rozdelit snarky do uréenych skupin

e zapisat vysledky testov do vopred uréeného formatu
Dalej by sme pre rozsiritelnost a znovu pouzitelnost systému mali pri ndvrhu dbat,
aby:

e bolo mozné pridat formdt, z ktorého je systém schopny graf nacitaft

e bolo mozné pridat triedu reprezentujicu graf

e bolo mozné pridat novii implementéciu ofarbovacieho algoritmu

e implementované funkcie a testy (ako napriklad test chromatickych vlastnosti)
neboli zavislé na jednotlivej implementacii triedy graf alebo ofarbovacieho algo-

ritmu
e bolo mozné pridat nové algoritmy testujiice vlastnosti grafov
e bolo mozné pridat nové funkcie a operacie aplikovatelné na grafy
Vsetky nové funkcionality a pridané prvky by sme mali byt schopny efektivne pouzit

pri praci s velkou mnozinou grafov, podobne ako pri teste chromatickych vlastnosti.

Systém by tiez mal byt dobre dokumentovany.
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V skratke teda budeme potrebovat algoritmy pre zistovanie jednotlivych vlastnosti
grafu, definovat podporované vstupy a pozadované vystupy vypoctov, zamysliet sa nad

efektivitou vypoctov a nakoniec navrhnit model systému pre implementéciu.

2.2 Algoritmy a Specifikacie

V tejto podkapitole si najprv opiSeme algoritmy, ktoré rozhoduji o ofarbitelnosti
grafu a tiez spomenieme niektoré d'alsie algoritmy potrebné pre systém. Dalej navrh-
neme algoritmy pre testovanie chromatickych vlastnosti a tiez rezistencie a rezistibility
grafu. Potom sa pokusime zamyslief nad sposobom, akym budeme dané vlastnosti
pomocou navrhnutych algoritmov za roznych okolnosti efektivne zistovat. Napokon
definujeme podporovany vstupny format stiborov a $pecifikujeme ako by mal vyzeraf

vystup.

Algoritmus pre obvod grafu. V implementécii systému budeme tieZz potrebovat
algoritmus pre zistenie obvodu grafu. Tento algoritmus je len jednoduchou modifikaciou

prehladdvania grafu do sirky. Podrobnejsi opis tohto algoritmu ndjdeme v Prilohe C.

Algoritmus pre cyklicki hranovi sivislost grafu. Pre zistovanie cyklickej hranove;
stivislosti grafu mame viacero moznost{ vid'. [26, 46]. My si pre implementdciu zvolime

algoritmus z [26].

2.2.1 Algoritmy pre hladanie reguldrneho hranového ofarbe-

nia grafu

Teraz predstavime struény prehlad niektorych zndmych algoritmov pre hranové
ofarbovanie grafu. K jednotlivym algoritmom uvedieme aj ich teoretickii vypoctovi

zlozitost.

Rekurzivny algoritmus. Ideovo najjednoduchsi a najintuitivnejsi algoritmus pre
hranové ofarbovanie grafu. Je zalozeny na prehladévani grafu do sirky (BFS, Bre-
adth First Search). Na zaciatku vlozime do rady Startovaci vrchol, potom spustime
rekurzivnu funkciu, ktorej vystup bude nasim vysledkom. N&acrt rekurzivnej funkcie
vidime v 1.

Asymptoticka zloZitost tohto algoritmu je O(2") kde n je pocet vrcholov grafu.

Kowalikov algoritmus [61] vyuziva tvrdenie, Ze graf G je 3-hranovo ofarbitelny
prave vtedy, ked obsahuje tzv. vhodné parovanie. V skratke tento algoritmus funguje
tak, ze rekurzivne generuje semi-kubické grafy pomocou vetvenia. Tieto grafy su také,

ze ak niektory z nich obsahuje vhodné péarovanie, potom je povodny graf G 3-hranovo
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Algorithm 1: OFARBIREKURZIVNE
Input: kubicky graf G, rada vrcholov q

Output: true ak je graf taitovsky zafarbitelny, false inak
1 v < vyber vrchol z q

2 for V permutdcia farieb do

3 resetuj G a q do vstupného stavu

4 for V hrana e = {u,v} susediaca s v do

5 prirad hrane e prislichajicu farbu z permutécie
6 if nastal konflikt ofarbenia then

7 t pokrac¢uj na d’alsiu permutéciu

8 g<—q+u

9 if OfarbiRekurzivne(G,q) then

10 return true

11 return false

ofarbitelny. Tychto grafov moze byt exponencidlne vela a testujdi sa na pritomnost

vhodného parovania.

Definicia 2.1. Vhodné pdrovanie alebo , fitting matching®. Pdrovanie M v grafe G
nazveme vhodnym ak kaZdy suvisly komponent v podgrafe G — M tvori cestu alebo

cyklus pdrnej dizky. [61]

Definicia 2.2. Semi-kubicky graf Graf G nazveme semi-kubicky, ked nemd Ziadne

vrcholy stupria 1 a kazdé dva vrcholy stupria 2 si od seba vo vzdialenosti aspon 3.

Aj ked teoretickd zlozitost tohto algoritmu je velmi dobrd a to O(1.344™) kde n je

pocet vrcholov grafu, algoritmus m4 dost vysokt réziu a v praxi zrejme neohuri.

CVD heuristika [32] (skratka pre ,conflict vertex displacement*) funguje pomocou
vylepSovania nahodného ofarbenia grafu zmenou konfliktnych vrcholov. Ak je graf ofar-
bitelny, heuristika d4 efektivne korektni odpoved. Na tivode ndhodne predpocitame
ofarbenie grafu 3 farbami. Potom hladdme vrcholy, kde nastédva konflikt ofarbenia.
Dalej aplikujeme tzv. Kempeho vymenu. Z jednej z konfliktnych hran odstartujeme
alternujicu cestu aZ po vrchol, kde jedna z farieb cesty vytvara d'alsi konflikt. Potom
tieto farby hréan cesty navzajom vymenime. Tento proces opakujeme vopred urceny

pocet krat. Predpokladany ¢as behu algoritmu je O(n?).

Redukcia na CNF-SAT. Taitovské ofarbenie pomocou redukcie na SAT a nasledné

riesenie SAT formuly je tiez jednou z moznosti. Ukazuje sa, ze dostupné implementacie
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pre rozhodnutie SAT formuly umoziuji efektivne rozhodnit taitovski ofarbitelnost aj
pre omnoho vicsie grafy ako ostatné spominané pristupy. Pre redukciu problému taitov-
skej ofarbitelnosti na rozhodnutelnost SAT formuly v konjunktivnom normélnom tvare
je potrebné vykonat nasledovné kroky. Do SAT formuly budeme pridévat klauzuly,
ktoré budd obsahovat premenné (literdly). Premennd bude v tvare z(;x a bude na-

dobudat platnu (true, 1) hodnotu préve vtedy, ked bude hrana (i, j) ofarbend farbou k.
1. pre V hranu (4, 7) € F priddme do SAT formuly nasledovné klauzuly:

® (T@ij V Tjz V x(m)i’))

o (mx(ij V (g V T(ijs)

(
(

o (Z(ij1 V (g2 V T (ij)3)
(@@ V g2 V L (i)3)
(

L4 _h’E (i5)1 V _‘I(ZJ)Q V _Ll’(”)g)

2. pre V dvojicu susednych hran (i,j), (k,l) € E, kde i = kV [ alebo j = k VI,

pridame nasledovné klauzuly:
o (721 V oTgnn) A DTz V T a2) A (DT V T R)s)

V prvom bode teda pridavame pre kazdd hranu klauzuly, ktoré vyjadruju, ze kazda
hrana musi byt ofarbend prave jednou farbou. V druhom bode potom pridédvame klau-
zuly, ktoré zabezpecuju, Ze ziadne dve susedné hrany nebudd mat rovnaku farbu. Do
SAT formuly by sa dali pridat este d'alsie klauzuly, ktoré by potencidlne mohli urychlit

néjdenie rozporu. Tym sa vsak v nasej praci zaoberat nebudeme.

Dalsie moznosti. Z dalsich pristupov k ofarbovaniu grafu pozndme napriklad FFC
algoritmus, ktory rozhoduje ofarbitelnost pomocou hladania toku na fundamentélnych
cykloch. Tiez mozeme problém hranovej ofarbitelnosti redukovat na niektory iny problém
z triedy NP. Napriklad mozeme taitovski ofarbitelnost grafu G rozhodnit pomocou

vrcholovej 3-ofarbitelnosti tzv. ,line grafu® H povodného grafu G [43].

2.2.2 Algoritmus pre testovanie chromatickych vlastnosti

Pri testovani chromatickych vlastnosti sa d4 postupovat viacerymi sposobmi v
zévislosti od mnoziny vlastnosti, ktoré chceme otestovat. V nasledujicej casti ukdzeme
jeden z pristupov, ktory bude testovat vybrané chromatické vlastnosti vratane subkri-
tickych vlastnosti daného grafu. Druhy pristup uvadzame v Prilohe D. Oba algoritmy
na vstupe predpokladaju kubicky graf a ako podprocediru vyuzivaju algoritmus pre

rozhodnutie taitovskej ofarbitelnosti.
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Ak chceme zistit vybrané chromatické vlastnosti (menovite kritickost, kokritickost,
vrcholovi a hranovi subkritickost, stabilitu a kostabilitu) grafu, pouzijeme nasledujiici
algoritmus. Ten najprv zistuje vsetky vlastnosti, ktoré sa tykaji vrcholovej kritickosti,
resp. stability. Ak sa po tomto teste zisti, ze graf nie je kriticky, pokracuje sa na test

hranovej subkritickosti opisanom v Algoritme 5.

Algorithm 2: TESTCHROMATICPROPERTIES
Input: Cubic graph

Output: Property of criticality and both of subcriticality of given graph
1 edgeSubcritical < false
2 TestVertexChromaticProperties(graph)
3 if graph s critical then
4 ‘ edgeSubcritical < true
5 else

6 t edgeSubcritical < TestEdgeSubcriticality (simpleGraph)

7 return

Test vrcholovych chromatickych vlastnosti. Na rozdiel od testu subkritickych
vlastnosti, v tomto Algoritme 3, si priebezné vysledky odstranitelnosti dvojice vrcholov
ukladdme do matice M o velkosti n?, pricom n = pocet vrcholov grafu. Hodnoty matice
M{i][j] ukazuji, ¢i graf po odstrdneni dvojice vrcholov {i,j} je ofarbitelny alebo nie.
Po otestovani kazdého riadku matice (teda vrcholu 4 na pritomnost neodstranitelnych
dvojic s ostatnymi vrcholmi j) sa skontroluje, ¢i nastala zmena v niektorej z vlastnosti.

Ak sme ziskali vietky vysledky, nie je nutné dopocitat zostdvajiice polozky matice
a vypocet sa ukonci. Kontrola vlastnosti po otestovani kazdého vrchola je opisana v

Algoritme 4.

Pri kontrole zmeny vlastnosti grafu po testovani vrcholu v vezmeme v a pre vsetky
ostatné vrcholy u; kontrolujeme, ¢i {v,u;} st susedné a ¢i tvoria odstranitelnt dvojicu.
Ak st {v,u;} susedné a neodstrdnitelné, graf nie je stabilny a v zachovéva vrcho-
lovii subkritickost. To znamend, Ze pre dany vrchol v sme uZ jeho partnera wu; pre
neodstrdnitelni dvojicu nasli. Ak vsak {v,u;} tvori odstrdnitelni dvojicu, graf nie je
kriticky. Ak naopak {v,u;} nie st susedné a tvoria neodstranitelnii dvojicu, graf nie je
kostabilny a v tiez zachovava vrcholovii subkritickost. Ak tvoria odstranitelni dvojicu,

graf nie je kokriticky.
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Algorithm 3: TESTVERTEXCHROMATICPROPERTIES
Input: Cubic graph

Output: Criticality, cocriticality, stability, costability and vertex subcriticality
of given graph
1 critical < true
2 cocritical < true
3 stable < true
4 costable < true
5 vertexSubcritical < true
6 matrixO fColourings[graphSize][graphSize] < fillallwith false

7 foreach vertex of graph do

8 sg' + removeVertex (graph, verter)

9 foreach vertex’ of sg’ do

10 if matrizO fColouringsvertez|[vertex'|nottestedyet then
11 sg" « removeVertex(sg’, vertexr’)

12 colourable <— 3EdgeColour(sg”)

13 matrixOfColourings[vertex|[vertex’| = colourable

14 checkResultsOfVertex(matrixOfColourings, vertex)

15 if resultsobtained then

16 return /* we already obtained all wanted results */
17

18 return

Test hranovej subkritickosti. Ak sa ukézalo, ze dany graf je kriticky, tento test
nie je nutné spustit. Ak vsak graf kriticky nie je, musime testovat aj jeho hranovi
subkritickost a teda pre kazdd dvojicu hran overit, ¢i je odstranitelnd alebo nie. Tento

test vidime v Algoritme 5.

Casova zlozitost

Test vybranych chromatickych vlastnosti sa sklada z dvoch hlavnych casti. Test
vrcholovych chromatickych vlastnosti bezi v dvoch vnorenych cykloch dfiky maximalne
n, kde n je pocet vrcholov daného grafu. Této ¢ast ma teda maximdlne O(n?) iteracif.
Druh4 ¢ast je test hranovej subkritickosti, kde st dva vnorené cykly diiky maximalne
m, kde m je pocet hran daného grafu. Pocet iterécif tejto casti je O(n?) kedze pocet
hran m v kubickom grafe je prave %n pre n vrcholov a % berieme ako konstantu.

Podobne ako to bolo v pripade testu vybranych chromatickych vlastnosti aj test
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Algorithm 4: CHECKRESULTSOFVERTEX
Input: matrix of colurings, vertex v to check results of

Output: change in criticality, cocriticality, stability, costability and vertex
subcriticality of given graph, also answer, if all results obtained
1 vertexSubcriticalFlag < false

2 foreach verter u; of graph do

3 if v ~ u; then

4 if G — {v,u;} is colourable then
5 vertexSubcriticalFlag < true
6 stable < false

7 else

8 critical < false

9 else

10 if G —{v,u;} is colourable then
11 vertexSubcriticalFlag < true
12 costable < false

13 else

14 cocritical < false

15 if wvertexSubcriticalFlag is false then

16 vertexSubcritical <— false

17 if all properties are false then

18 resultsObtained < true

19 return

subkritickych vlastnosti uvedeny v prilohe D, sa sklada z dvoch vnorenych cyklov
pre test vrcholovej subkritickosti o pocte iteracii O(n?) a nédsledného testu hranovej
subkritickosti 0 maximdlnom pocte iterdcii O(n?).

Oba algoritmy vsak vo vnorenych cykloch (teda pri zistovani vrcholovych vlast-
nosti alebo hranovej subkritickosti) spuistaji test 3-reguldrnej hranovej ofarbitelnosti,
ktory m4d vo vseobecnosti exponencidlnu ¢asovi zlozitost. Zlozitost oboch predsta-

venych algoritmov je teda rovnaka a to O(n? x 27).
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Algorithm 5: TESTEDGESUBCRITICALITY
Input: Cubic graph graph

Output: Edge subcriticality property of given graph

=

edgeSubcritical < true

2 foreach edge of graph do

3 sg' < removeEdge (graph, edge)
4 foreach edge’ of s¢g’ do

5 sg" < removeEdge (sg’, edge’)

6 if 3EdgeColour(sg”) = true then
7 edgeSubcritical < true

8 break

9 edgeSubcritical < false

10 if edgeSubcritical = false then

11 return false

12 return true

2.2.3 Algoritmus pre rezistenciu a rezistibilitu

Prvym pristupom k testovaniu rezistencie grafu, ktory sme skusili, bolo rekurzivne
zistovanie rezistibility hrén pomocou prehladdvania do hibky. Implementécia takého
algoritmu sa v8ak ukédzala ako vysoko neefektivna. Algoritmus zbytoéne pri mnozstve
hrén zachadzal do prili§ velkej hibky grafu, a tak aj zistenie rezistibility jednej hrany
pri grafe do 30 vrcholov bolo ¢asovo neprijatelné. Druhym pokusom bol algoritmus
postupujtici po drovniach, ktory nezistuje postupne rezistibilitu vSetkych hran, ale

postupne sa pyta, ¢i je graf G i-rezistentny pre ¢ = 1, ..., m, kde m je pocet hran grafu.

Algoritmus pre hranovi rezistenciu grafu je opisany v Algoritme 6. Postupne sa
pre kazdé prirodzené &islo i@ = 1, ..., m, kde m = |E| budeme pytat, ¢i je toto ¢islo i
rovné rezistencii grafu. Na tiito otdzku ndm bude odpovedat algoritmus 7, ktory bude
postupne testovat vsetky i-tice hrdn {ey,...,e;}, ¢ G — {ey,...,e;} je ofarbitelny. Ak

ano, prave aktudlne ¢ bude rovné rezistencii grafu G.

Test rezistibility hrdn bude prebiehat tak, Ze pre kazdd hranu e grafu G vytvorime
graf G’ = G — e a budeme testovat rezistenciu grafu G’. Prave rezistencia grafu G’ je

totiz zaroven rezistibilitou hrany e. Tento postup vidime v Algoritme 8.

Algoritmus pre vrcholovi rezistenciu a rezistibilitu grafu odvodime z predchadzajiceho
algoritmu pre testovanie hranovej rezistencie a rezistibility. Staci, ked v Algoritme 6

vymenime podmienku hlavného while cyklu za i < |V'|ofgraph a v Algoritme 7 budeme
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Algorithm 6: EDGERESISTANCE
Input: graph

Output: edge resistance of given graph
1141
2 while i < |El|ofgraph do

3 result < EdgeResistance Recursive(graph, i)
4 if result is true then

5 t return i

6 1+

vo foreach cykle namiesto hrdn prechadzaf cez vsetky vrcholy daného grafu.
Pre zistenie rezistibility vrcholov potom vo foreach cykle Algoritmu 8 budeme

podobne prechddzat namiesto vSetych hran grafu cez vsetky jeho vrholy.

Algorithm 7: EDGERESISTANCERECURSIVE
Input: graph, maxNesting

Output: true if edge resistance of given graph equals to maxNesting

1 if maxNesting = 0 then

2 if graph is colourable then
3 ‘ return true

4 else

5 t return false

6 foreach edge € edges of graph do
7 graph’ < remove edge from graph
8 result < EdgeResistance Recursive(graph’, maxNesting-1)

9 if result is true then

10 t return true

11 return false

Casova zlozitost

Algoritmus pre hranovi rezistenciu a rezistibilitu ma zlozitost O(k x m¥), kde m
je pocet hran grafu a k je maximalna moznd rezistencia grafu. Ak by sme kazdému
vrcholu grafu odstranili jednu hranu, z grafu by sa stal 2-reguldarny graf, ktory je urcite
ofarbitelny 3 farbami a teda pocet tychto hrdn moze byt nasou hornou hranicou k. V

tomto pripade by £ bolo rovné 3.
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Algorithm 8: EDGERESISTABILITY
Input: graph

Output: set of edges with its resistability
1 results < ()

2 foreach edge € edges of graph do

w

graph’ < remove edge from graph

S~

resistability < EdgeResistance(graph’)

5 results <— results + {edge, resistability}

6 return results

Algoritmus pre vrcholovii rezistenciu a rezistibilitu ma zlozitost O(k x n*), kde n

je pocet vrcholov grafu a k£ je maximalna mozna rezistencia grafu.

Algoritmy testu chromatickych vlastnosti z 2.2.2 a test rezistencie grafu by sa dali
lahko skombinovat, ¢o by usetrilo vypoctovy ¢as potrebny na zistenie vSetkych danych

vlastnosti.

2.2.4 Paralelizmus

Ako uz bolo spomenuté, nasim primarnym cielom bude do daného vypoéctového
systému implementovat algoritmy pre testovanie vybranych chromatickych vlastnosti
a rezistencie grafu opisané v predchédzajicej ¢asti. Tu je dolezité viimnut si teoreticki
casovii zlozitost navrhnutych algoritmov. T4 je pri teste vybranych chromatickych
vlastnosti pre jeden graf O(n? * 2"), kde n je pocet vrcholov grafu. Uz tdto zlozitost
sama o sebe nie je lichotiva, no pri dobrej implementacii ofarbovacieho algoritmu by
vypocet stdle mohol prebehntit v prijatelnom ¢ase (pre graf do sto vrcholov rddovo v
sekundéch). Ak si vSak predstavime, Ze chceme testovat tieto vlastnosti nie pre jeden
graf, ale pre cely stibor grafov, musime k zloZitosti pridat k urcujice pocet grafov.
Takto dostavame zlozitost O(k *n?%2"). Cislo k v tomto pripade véak nemozeme braf
ako konstantu. Pri prilis velkom stibore grafov by ich poc¢et & mohol dokonca zdsadne
ovplyvnit ¢as behu vypoctu v neprijatelnej miere. Rovnako je to pri teste rezistencie
grafu a rezistibility hran a vrcholov. Tu je dokonca mozné, ze v pripade vacsieho grafu
systém nebude schopny v prijatelnom case otestovat ani jeden takyto graf.

Predstavme si, Ze testovanie jedného grafu o velkosti 36 vrcholov na vsetky chro-
matické vlastnosti by trvalo napriklad jednu sekundu. Pri testovani vSetkych grafov
o velkosti 36 vrcholov, ktorych je vyse 404 miliénov, by to vSak bolo vyse 112222
hodin, ¢o je takmer 13 rokov. To by samozrejme bolo v rozpore s jednou zo zakladnych

poziadaviek na systém a to efektivitou vypoctov. V tomto momente prichadza otézka,
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ako aj v tejto situdcii zabezpecit prijatelny ¢as behu vypoctov. V rdmeci optimalizacie
jednotlivych krokov sa najmi vzhladom na NP-tiplnost ofarbovania uz vela usetrit
neda. Sekvencny vypocet takejto skaly mé svoje ohranicenia. V dnesnej dobe je uz ale
prirodzenou odpovedou paralelizmus vypoctu.

Paralelizacia vypoctov je v dnesnej dobe beznou praxou. Pozndme mnozstvo pa-
ralelnych algoritmov, ktoré riesia zname problémy ako triedenie, nasobenie matic, do-
pytovanie v databdzach, hladanie najkratsich ciest v grafe a podobne [20, 22, 45].
Rovnako pozname aj mnoZstvo technik ako sa daji problémy paralelizovat [16]. Prave
otazka, ako problém prisposobit pre paraleliziciu je v tomto pripade kli¢ové. Zasadnd
je dekompozicia problému na mensie ¢asti. Ak problém vieme rozdelit na mensie casti,
ktoré mozu byt vykondvané siibezne, potom je nis problém idedlnym kandiddtom pre
tento pristup. V najlepsom pripade nam N vypoctovych jednotiek prinesie N-nasobné
zrychlenie. Takéto zrychlenie sa vsak len mélokedy d4 dosiahnut, pretoze paralelizacia
vypoctu si vo velkej viiésine vyzaduje uréitt réZiu a mnohé problémy sa nedaji tiplne
dekomponovat na nezavislé podproblémy. Pri paralelizdcii problému mozeme brat do
tivahy aj rozsah v akom chceme problém paralelne riesit. Po technickej stranke je tento

rozsah ohranic¢eny paralelnym vypoctovym strojom, na ktorom algoritmus bude bezat.

Prvym a najbeZnejsim pripadom moze byt pouzitie dnes bezného viac jadrového
procesoru, tzv. CPU paralelizmus. V tomto pripade je vypocet vykonavany vo via-
cerych vlaknach, ktoré si na sebe viac menej nezavislé - tzv. multithreading. Cely
vypocet mé spoloéni cache pamit aj operacni pamiit. Komunikdcia prebieha len
lokalne prostrednictvom rychlych zbernic. Takyto viacjadrovy CPU ale aj v dnesnej
dobe poskytuje len ur¢ity pocet vypoctovych jadier. Pre ilustrdciu moZeme uviest
napriklad v dnesnych dnoch vysokovykonny profesiondlny CPU AMD RYZEN Th-
readripper 2990WX“ poskytuje 32 jadier [1]. Pre bezné pouzitie pri menej ndro¢nych
ulohéach je tento pristup idedlny. Ak by sme vsak potrebovali masivnejsi paralelizmus

. . ) . .
museli by sme sa pozriet niekam inam.

Ak by sme teda cheeli ilohu paralelizovat masivnejsie, vhodnym sposobom by bolo
vyuzitie niektorého typu vysokovykonného pocitania, teda HPC (pre ,high performace
computing®). Ako takyto typ pocitaca mozeme vnimat napriklad superpoéitac, klaster,
grid alebo cloud. Kazdy z nich ma svoje vyhody a nevyhody [44, 56]. Najmé z dovodu
dostupnosti sa v praci sa zameriame len na jeden typ HPC pocitaca a to klaster.

Klaster vo vSeobecnosti znamena zhluk susediacich objektov. V informatike ide
o mnozinu pocitacov (vypoctovych jednotiek), ktoré spolupracuji a daji sa vnimat
ako jeden systém [23]. Ide teda o paralelny-distribuovany systém, ktory pozostiva z
mnozstva vypoctovych strojov, uzlov. Ako jeden uzol budeme vnimat jeden samostatny

vypoctovy stroj, napriklad jeden CPU s vlastnou opera¢nou pamétou. Tieto vypoctové
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uzly su navzajom prepojené urcitym typom siete, komunikuji spolu a dokazu navonok
vystupovat ako jeden uceleny systém. Takyto klaster moze obsahovat stovky, tisice a
teoreticky az neobmedzené mnozstvo uzlov. V takom rozsahu a pri dobrej paralelizacii
problému moze klaster vyrazne znizit ¢asovi naroénost daného vypoétu. Po teoretickej

stranke pojde vzdy ale len o polynomidlne zlepsenie.

Podstatnym krokom pre vyuzitie paralelizmu aj v nasom pripade by bola uz
spominand dekompozicia ilohy. V préaci si pre nas zaujimavé hlavne nasledujice

problémy:

testovanie chromatickych vlastnosti grafu

testovanie chromatickych vlastnosti na mnozine grafov

testovanie vrcholovej a hranovej rezistencie a resistability hran a vrcholov grafu

testovanie rezistencie a rezistibility mnoziny grafov

Nérocnost kazdého zo spomenutych problémov je zdvisld na velkosti grafu a tieZ na
mnozstve testovanych grafov. Uz z predchadzajicej kapitoly o analyze zlozitosti teda
vychddza, Ze kazda z tychto tloh si moZe vyzadovat roznu granularitu dekompozicie.
Ak chceme testovat chromatické vlastnosti jedného malého grafu, nemusime vobec
uvazovat o paralelizdcii daného vypocétu. Ak vSak chceme testovat tieto vlastnosti
na vicsom grafe, sekvenény algoritmus by mohol trvat nepripustne dlho (rddovo v
minttach az hodindch). Tu by sme mohli uvazovat o rozdeleni problému na trovni
jedného grafu. Napriklad by kazdé vldkno mohlo samostatne pracovat s vopred uréenou
podmnozinou dvojich vrcholov resp. hran, pre ktoré by uréovala ich (ne)odstranitelnost.
Takymto spdsobom by sa testovanie celého grafu mohlo rozdistribuovat na maximalne
n? vlakien. Testovanie chromatickych vlastnosti na mnozine grafov ndm ponika dalsiu
moznost dekompozicie. Uplne najjednoduchsf pristup by v tomto pripade bol priradif
kazdému vldknu jeden alebo podmnozinu mnoziny grafov, ktoré samostatne otestuje
a potom zhromazdit vysledky. Pri testovani rezistencie a rezistibility mozeme pouzit

podobnu stratégiu.

Paralelizacia ¢i uz na trovni viacjadrového procesora alebo na trovni klastra sa
teda v nasom pripade zd4 byt rozumnou volbou. Ak vSak budeme vyvijat viacero
roznych paralelnych algoritmov pre roznu granularitu rovnakej tlohy, tieto algoritmy
by mali mat ¢o najviac spoloéného. Implementécia tychto algoritmov by teda mala byt
schopné v ¢o najvicsej miere vyuzivat spoloéné prvky a lisit sa len v tom najnutnejSom.
Tiez budeme musiet ndjst vhodni technolégiu poskytujticu prostredie pre paralelné a

distribuované vypocty.
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2.2.5 Format vstupnych a vystupnych stiborov

Vstupny stbor by mal obsahovat jeden alebo mnoZinu grafov v podporovanom
formate. V prvotnom navrhu bude podporovany len graph6 forméat grafu. Tento format
dokaze reprezentovat jednoduchy neorientovany graf do velkosti 68719476735 vrcholov.
Zvolili sme si ho z dvoch dovodov. Prvym je, ze stibory vsetkych vygenerovanych snar-
kov do velkosti 36 vrcholov st dostupné prave v iom. Druhym dovodom je relativne
nizka pamitova naroc¢nost na uloZenie grafu v takomto formate. Este ispornejsie by
bolo ulozenie snarkov do formétu sparse6, ktory je vhodny pre riedke grafy. ijlné a
detailna $pecifikdcia oboch tychto kédovani grafu sa d4 ndjst na [3]. Stibor obsahujuici
Sest grafov zapisanych graph6 kédovanim tak obsahuje 6 riadkov, kde kazdy riadok zod-
povedd prave jednému grafu. Pre ilustraciu uvadzame obsah siboru, ktory pozostava

zo vsetkych snarkov o velkosti 20 vrcholov na Obr. 15.

S?hWee0GG?7B_700@g777C7a?77wCQ@?70c
S7hW@e0GGC?7A_A?0@g07?7?G0777GW?AD7@c
S?GWEE?GG?GB_AO_g_7CP_77P?G‘7707S
S7‘W0e?GG?GA_A?7g?GCP?7_07KHO?77?‘7C
S?hW@eOGG?GB_A7_G7GC?77_77w?70_7AS
S7gQ@e00GC?AP?7B0Q@?GB?77707E??77 [

Obr. 15: Sdbor so vietkymi snarkami o velkosti 20 vrcholov v graph6 formaéte.

Vystup by mal obsahovat poéet otestovanych grafov. Rovnako tak aj sumar ob-
sahujiici pocty grafov s jednotlivymi testovanymi vlastnostami, ktoré sa nachidzaji
vo vstupnej mnozine. Dalej by vystup mohol obsahovat vybrané skupiny zdznamov,
podla urcitych vopred specifikovanych vlastnosti. Takyto zdznam by obsahoval graf v
graph6 forméte a jednotlivé vlastnosti tohto grafu. Pre d'alsie spracovanie, napriklad
do nerela¢nej databdzy by bolo rozumné tieto zdznamy a skupiny zdznamov zapisovat
vo formate JSON [9, 27]. Tlustracny priklad vysledného suméru k testovanej vzorke

grafov uvddzame na Obr. 16 a priklad k skupine zdznamov s uréitymi vlastnostami vo

formate JSON na Obr. 17.

2.3 Navrh logického modelu

Na zaklade poziadaviek Specifikovanych v podkapitole 2.1 teraz navrhneme logicky
model systému. Ten by mal byt schopny paralelne (na jednom CPU ale aj na klastri)
efektivne vykonat vybrané tilohy na kubickych grafoch.
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BICRITICAL: 115 (irreducible)
CRITICAL: 115

STRICTLY CRITICAL: O

COCRITICAL: 115

STRICTLY COCRITICAL: O

VERTEX SUBCRITICAL: 28391
STRICTLY VERTEX SUBCRITICAL: 21
EDGE SUBCRITICAL: 28370

STRICTLY EDGE SUBCRITICAL: 28255
NONE: 8

H O HF OH O H OH OH OH OH O H H

STABLE: O

STRICTLY STABLE: 0
COSTABLE: 0O

STRICTLY COSTABLE: O
BISTABLE: O

H O H O H H =

# NUMBER OF RESULTS: 28399

Obr. 16: Takto by mohol vyzerat sumar vysledkov po testovani siiboru grafov na chromatické vlastnosti.

Skor ako zaéneme priamo modelovat takyto systém, budeme potrebovat §pecifikovat

niekolko zékladnych prvkov a to:
e vyvojové prostredie, pre ktoré bude model urceny
e technoldégiu pre implementaciu paralelného algoritmu
e paralelny algoritmus pre vykondvanie vybranych procedur

e algoritmy pre vybrané procediry

2.3.1 Vyvojové prostredie a paralelné technolégie

Systém budeme modelovat a implementovat objektovo orientovanym sposobom.
Pre implementaciu si zvolime programovaci jazyk C++. Jazyk C++ v standarde
C++414 a C++17 je moderny objektovo orientovany jazyk s dorazom na efektivitu
vyslednej aplikacie [40]. Poskytuje dobri podporu pre generické programovanie a dnesné
kompildtory sd schopné vyraznej optimalizacie zdrojového kédu. Dalsim dévodom pre
vyber tohto vyvojového prostredia je nativna podpora paralelnych kniznic ako thread,
openMP ¢ MPI Kniznica thread je priamou sucastou C++ od standardu C++11 a

spolu s kniznicou openMP poskytuju podporu pre viacvlaknové programovanie v ramci
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"STABLE_GRAPHS": [
{

"bicritical": false,
"bistable": false,
"cocritical": false,
"costable": false,
"critical": false,
"cyclicConnectivity": O,
"edgeSubcritical": false,
"girth": 5,
"graphInG6": "S7hW@e0GG?7B_700g??7?C7a?7?7wC@770c",
"none": false,
"numberOfVertices": 20,
"snark": true,
"stable": true,

"vertexSubCritical": false

. d’alsi zaznam o grafe ...

Obr. 17: Takto by mohol vyzerat JSON zdznam grafov spolu s ich vlastnostami.

jedného procesora. Kniznica MPI (skratka pre ,message passing interface“), ktora nie
je priamou sticastou C++ implementuje rozhranie pre komunikaciu uzlov viac proce-

sorového systému, v nasom pripade klastra [48, 54].

Dalsou moznostou pre implementaciu nasho systému by mohol byt napriklad ja-
zyk Go, ktory je inSpirovany jazykom C a je orientovany na paralelné programovanie s
dorazom na efektivitu. Hlavnym dévodom preco sme uprednostnili jazyk C++ je pod-
pora komunity a dostupnost implementovanych kniznic. Tiez by sme mohli uvaZzovat
o pouziti jazyka Java. Tento jazyk je vSak interpretovany a spracovavany pomocou
virtudlneho medzistupna a vyuziva dynamickd spravu paméti (tzv. garbage collec-
tor) na zéaklade ¢oho predpokladdme nizsf vysledny vykon [7, 36]. Dalsfm dovodom
je napriklad dostupnost implementovanych ofarbovacich algoritmov alebo kniznic pre

rozhodnutie riesitelnosti SAT formuly, ktoré zdsadne ovplyvituji vysledny vykon nasho
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systému. Najrychlejsie dostupné ofarbovace ako aj SAT solvery su implementované

prave v jazyku C++ [2, 12].

2.3.2 Paralelny algoritmus

Dalsim krokom pred samotnym névrhom modelu celého systému je névrh para-
lelného algoritmu, ktory by umoznil spracovavanie zadanej tillohy na viacerych vlaknach
resp. uzloch sicasne. Chceme, aby tento algoritmus bol vyuZitelny pre rozne tlohy a
preto sa ho pokiisime do istej miery zovseobecnit.

Pri tiplne véeobecnom pohlade mozeme predpokladat, Ze algoritmus dostane vstupny
stibor instancif a sposobom akym vykonat vsetky podilohy pre kazdu instanciu. Takyto
tiplne zovSeobecneny algoritmus (vid. 9) ndm vsak pri konkrétnej implementdcii vela

nepomoze a nijakym sposobom nereflektuje zvolenu technoldgiu.

Algorithm 9: SIMPLEPARALLELALGORITHM
Input: input set of instances

Output: results
1 for subjob of instance do in parallel
2 do subjob

3 add result to results

Dalej sa teda pokusime navrhnif pecifickejsi algoritmus, ktory bude vyuzivat
MPI rozhranie. Pri implementécii paralelnych algoritmov je beznym postupom urcenie
role hlavného uzla a pracovného uzla. Pri takomto rozdeleni hlavny uzol ,moderuje
cely beh programu a pracovné uzly vykonavaju tulohy, ktoré im hlavny uzol prideli.

Dalej v praci mozeme hlavny uzol nazyvat ,master a pracovné uzly ,slave®.

Hlavny wzol bude v cykle prijimat vysledky a posielat tlohy kym nedostane
vysledky zo vSetkych rozposlanych tloh. Moze sa zdat, Ze sme si pomylili poradie
tukonov v hlavnom cykle. Najprv vSak hlavny uzol prijme spravu od niektorého z
pracovnych uzlov, ktord moze, ale aj nemusi obsahovat uz vypocitané vysledky. Na
zéklade tejto spravy vie, ze dany uzol je volny. Pripravi mu teda tlohu a data a posle
ich v sprave. Po odoslani spravy nasleduje d’alsia iterdcia cyklu. Tymto sposobom je
zarucené Giastotné vyvazenie vytaZenia pracovnych uzlov. Vzdy sa nova tloha priradi

uzlu, ktory sa prvy ohldsil ako volny. Formuldciu mozeme vidiet v algoritme 10.

Kazda odoslana sprava ma svoj identifikator. Vedici uzol si uchovava zoznam
prave spracovavanych sprav. Takéto spravy boli odoslané, ale este na ne nebola pri-

jatéd odpoved. Vo faze prijimania sprdvy mozeme pomocou neblokujicej komunikécie

57



Algorithm 10: MASTERNODE
Input: inputFlile - file with instances, output F'ile - file for results

[y

openFile(input File)

2 while not recewed all results do

3 Receive(dataln, ..., fromSlavel D)
4 processResults(dataln)

5 prepareData(dataOut)

6 Send(dataOut, ..., fromSlavel D)

7 shut down all slaves

8 write results to outputFlile

MPI_Irecv sledovat ako dlho uzol ¢aks na prijatie odpovede. Ak tento ¢as ¢akania pre-
siahne stanoveny limit, moZeme spravu odoslat znovu niektorému z volnych uzlov a
pockat na novii odpoved. Tymto spésobom moZeme predist nekoneénému cakaniu na
niektory z vysledkov, ktory od konkrétneho pracovného uzlu z roznych dovodov ne-
musi nikdy prist. Dovodom moze byt napriklad neo¢akavans chyba a pad aplikacie na
niektorom z uzlov alebo hardvérovy problém niektorého uzlu ako napriklad vypadok
elektrickej energie alebo odpojenie zo siete.

Pracovny uzol na zaciatku svojej ¢innosti posle spravu hlavnému uzlu o tom, ze je
pripraveny. Nasledne na to uzol vstupuje do cyklu, kde prijima tlohy od hlavného uzla,
spracuje ich a vysledky posiela naspét a nasleduje d'alsia iteracia. Formuldciu mozeme

vidiet v algoritme 11.

Algorithm 11: SLAVENODE
1 Send(null, ..., toMaster)

2 while not shutdown signal do

3 Receive(inData, ..., fromMaster)
4 result <— performGivenFunction(inData)
5 Send(output Data, ..., toMaster)

Jednoducht ilustraciu komunikéacie a priebehu vypocétu takéhoto algoritmu mozeme
vidiet na Obr. 18.

Predstaveny paralelny algoritmus pozostavajici z dvoch samostatnych algoritmov
pre hlavny a pracovny uzol je takto schopny postarat sa o paralelizaciu vypoctu do

istej miery vSeobecnej tilohy. Mozeme povedat, Ze ide uréitym spésobom o $ablénu
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Obr. 18: Priebeh MPI vypoc¢tu a komunikécie.

pre konkrétny paralelny algoritmus. Pre tito $ablénu si teraz mozeme vytvorit via-
cero §pecifikdcii. Pre kazdu specifikdciu bude nutné definovat metédy objavujice sa vo
vyssie uvedenych algoritmoch, a ktoré doteraz mali len neurciti funkciu. Pre hlavny
uzol by islo o funkcie processResults a prepareData a pre pracovny uzol ide o funkciu
performGivenFunction. Tiez je dolezité uviest formu a wcel ich parametrov dataln a

dataOut, teda sprav medzi hlavnym a pracovnym uzlom.

Paralelny test chromatickych vlastnosti stiboru grafov. V tomto pripade by
sme mohli jednotlivé funkcie pouzité v tychto algoritmoch definovat nasledovne. Fun-
kcia prepareData(dataOut) by do odchddzajicej spravy nacitala riadky zo vstupného
suboru. Kazdy riadok vstupného siboru by predstavoval graf vo formate g6. Funkcia
processResults(dataln) by spracovala vypoc¢itané chromatické vlastnosti danych grafov.
Podla tychto vlastnosti by grafy mohla napriklad roztriedit do réznych vystupnych
mnozin. Pre pracovny uzol by funkcia performGivenFunction(inData) pre kazdy ria-
dok prijatych dat nacitala graf z g6 formatu. Nésledne by graf otestovala na vsetky

chromatické vlastnosti a tieto vysledky by pripojila do spravy pre odoslanie.

Paralelny test rezistencie a rezistibility stiboru grafov. Aj tu by sme pre

hlavny uzol definovali funkcie rovnako. Pre pracovny uzol by funkcia processResults(dataln)
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tiez nacitala graf z g6 formatu a nasledne by ho otestovala na rezistenciu a rezistibilitu.

Paralelny test rezistencie a rezistibility jedného grafu. V pripade, ze by sme
potrebovali otestovat len jeden ale velky graf, mohli by sme funkcie upravit nasledovne.
Funkcia prepareData(dataOut) by do odchddzajicej spravy pridala vzdy ten isty graf
a k nemu hranu (alebo vrchol), ktorej rezistibilitu chceme vypocitat. Takto by sme
postupovali pre vsetky hrany (vrcholy) grafu. Funkcia processResults(dataln) by prijala
vyslednu rezistibilitu a pridala tento vysledok k zodpovedajicej hrane (vrcholu). Pre
pracovny uzol by funkcia processResults(dataln) nacitala graf z g6 formatu a nasledne

by ho otestovala na rezistibilitu hrany uvedenej v prijatej sprave.

Ked méme definované vyvojové prostredie s potrebnymi technolégiami podpo-
rujice paralelizmus a aj samotné algoritmy, ktoré bude potrebné implementovat, mézeme

posttipit k ndvrhu tried a modelu systému ako celku.

2.3.3 Diagram tried

Navrh implementdcie systému budeme modelovat pomocou jazyka UML a dia-
gramov tried. Pri ndvrhu tried systému budeme postupovat od najmensich stavebnych
prvkov az po triedy implementujtice algoritmy a ich kombindcie. TieZ sa budeme snazit
nasledovat SOLID principy ndvrhu [47]. Ked ze budeme systém implementovat v jazyku

C++, pre prehladnost a nekonfliktnost vsetky triedy obalime do namespace snartest.

Graf. Zékladnou stavebnou jednotkou celého systému bude trieda reprezentujica
graf. Najprv definujeme rozhranie ISimple Graph, ktoré takato trieda musi spfﬁat’. Dalej
tu budeme mat implementécie s ndzvom SimpleGraph a SimpleGraphAdj. Tie sa skla-
daji z tried Vertex, ktord implementuje rozhranie [Verter a reprezentuje vrchol grafu
a UndirectedEdge, ktord reprezentuje hranu grafu. Trieda SimpleGraph bude mat graf
interne reprezentovany ako zoznam susednosti, trieda SimpleGraphAdj ho bude mat
reprezentovany ako maticu susednosti. Pre algoritmy ako cyklickd hranové stvislost
grafu budeme potrebovat aj graf umoziujici ndsobné hrany. Preto definujeme aj triedu
MultiGraph, ktord bude reprezentovat prave takyto typ grafu. Diagram tychto tried
vidime na Obr. 19.

Ofarbovace. DalSou zdkladnou a nevyhnutnou ¢astou systému budu triedy nestice
implementécie ofarbovacich algoritmov. Pre ticely prace budeme venovat pozornost
dvom implementécidm ofarbovacich algoritmov. Jednou z nich bude rekurzivny ofar-

bova¢ na zdklade préace Karola Nagya [50], ktory implementoval Michal Povinsky [2].
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@ ISimpleGraph

@ ~ISimpleGraphi)

o sizel) : size t

@ isEdgelfromVertex, toVertex) : bool
@ vertex(id) ; IVertex

® removevertex(vertex) : void
o removeEdgelfrom, to) : void
@ operator==()

@ operatort=()

@ operator<<()

o listofverticesID() : vector<vertex_id type>

Responsibilities:
o provide interface for simple graph

classes

| N

@ IVertex

@ ~Vertexi()

@ idl) : vertex_id_type

@ hasNeighbori{lVertex) : bool

@ neighborsi) : vector<vertex_id_type>

®— o operator==()

@ operatori=()
@ operator<()
@ operator<<l(}

Responsibilities
O provide interface for simple vertex
classes

@ SimpleGraphAdi

¥ @ SimpleGraph v

@ MultiGraph

@ SimpleGraphadi()
@ SimpleGraphAdj(SimpleGraphadj)

@ MultiGraph()

@ MultiGraph<GraphType>igraph)
o sizel) : int

o vertex(id) : MultiVertex

o addEdge(edge) : void

© removeVertex{vertex) : void

@ adjMatrix() : vector<int>

o listOfverticesID() : vector=vertex_id_type>

@ SimpleGraphAdj(vector<int>, size)

@ SimpleGraphAdj(vector<char>, size}
@ SimpleGraphAdj(string, size)

@ SimpleGraphAdj(vertices)

@ SimpleGraphAdj<GraphType>(graph)
o edges() : vector<UndirectedEdge>

o setEdge(edge) : void

@ graphMatrix() : char

@ graphMatrix() : string

O size_ : int
0 vertices_ : vector<Multivertexs

@ toString() : string
o initEdgesFromverticesl) : void

@ SimpleGraphl) \

o SimpleGraphivertices)

@ SimpleGraphlvertices, edges)
o SimpleGraph<GraphType=>{graph)
o vertices() : vector<Vertex>

o edges|) : vector<edges>

o hasVertex(vertexid) : bool

o addEdgeledge) : bool

o addVertex(vertex) : bool

@ adjMatrix() : vector<int>

@ toString() : string

@ initEdgesFromVertices()

Responsibilities:

o carry information about graph
instance allowing multiple edges
and provide basic transform
operations

O size_: int
o graphMatrix_ : string
O edges_ - vector<UndirectedEdge>

O size_ : int
O vertices_ : vector<Vertex>
O edges_ : vector<UndirectedEdge>

Responsibilities:

o carry information about simple
graph instance and provide basic
transform operations

Responsibilities: !
O carry information about simple !

graph instance and provide basic l

transform operations i

© UndirectedEdge

© MultiVertex

o Multivertex(IVertex)
@ MultivVertexlid, neighbors)

o addNeighborineighbor) override

0 carry basic infermation about

neighbor

o froml() : vertex_id_type

@ tol) : vertex_id type

@ contains(vertex : vertex_id_type) : bool

@ vertices() | vector<vertex_id_type>

o traverselvert : vertex_id_type) : vertex_id type

@ is_independent_of(edge_. UndirectedEdte) . bool

wvertex with multiple edges to one

o m_from : vertex_id_type
O m_to : vertex_id_type

Responsibilities:
o carry basic information about undirected edge

. i

@ SimpleGraph(SimpleGraph) \

© Vertex
@ Vertex()

@ Vertex(Vertex)

@ Vertex(id, neighbors)

@ addNeighbor(vertex_id_type) : veid
@ removeNeighborineighbor) : void

o id_ : vertex_id_type
0 neighbers_ : vector<vertex_id_type>

Responsibilities
o carry basic information about
simple vertex

Obr. 19: Rozhranie tried nesicich informadcie o grafe (resp. graf samotny).

Tento ofarbova¢ dokédze pracovat len s grafom reprezentovanym maticou susednosti vo
forme ukazovatela na pole znakov. Preto ho obalime triedou pre kompatibilitu s trie-
dami implementujicimi rozhranie ISimpleGraph. Druhou implementaciou je algoritmus
vyuzivajici redukciu na SAT formulu a jej rieSenie spomenuty v Sekcii 2.2. RieSenie

SAT formuly bude zabezpecovat implementacia Glucose SAT solver z [14], ktord je

zalozend na MiniSAT implementdcii z [28]. Diagram tychto tried vidime na Obr. 20.

Citanie, zapis a transformdcie.
bujeme byt schopni dostat inStanciu grafu z externého zdroja. Napriklad extrahovat
graf vo formate g6, ktory dostaneme vo vstupnom stubore. Rovnako budeme neskor
potrebovat graf zakédovat naspit do tohto formétu. O tieto tkony sa staraji triedy
implementujiice rozhrania IReader a IWriter, ktoré mozeme vidiet na Obr. 21. Tiez tu

uvadzame triedu, ktord realizuje zakladné transformacie grafu ako odstranenie hrany
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= Graphi BFS3EdgeCol
© SAT3EdgeCeol = 2 © 2
@ coler(Graph) : bool

@ color(graphl : bool

m nagy_colouriselgraph, size) : char

Responsibilities: —
o reduce given graph to SAT Responsibilities:

formula and tryv to resolve it O provide adapter to Michal Povinsky's
implementation of Nagy 3-edge colouriser

© EdgeColToSAT

© GlucoseSATSolver
o reducelinputGraph. satFormula) : veid ©

o fillclauselvars, negators, clause) : void o solve(satFormula) : bool ncolouriser
@ addClauseToSolver(vars, negators, solver) : void

Responsibilities: Michal Povinsky's
Responsibilities o for given SAT formula implementation of Nagy 3-edge
o for input graph returns specific SAT formula resolve if it satisfiable colouriser
where resolvability of 3 edge coloring of input luses Glucose SAT saolver
graph is equivalent to solution of sutput SAT to solve given SAT formula)

formula

Obr. 20: Hranové ofarbovanie grafu.

alebo vrchola. Tato trieda vzdy vrati novy graf, ktory neobsahuje Specifikovani hranu

alebo vrchol.

Testy vlastnosti. Jadro celého systému pozostava z tried, ktoré implementuju al-
goritmy pre testovanie vlastnosti kubickych grafov. Nosné su triedy pre testovanie
hranovej rezistencie EdgeResistance, testovanie obvodu Girth a zrejme najdolezitejsia
hierarchia tried pre testovanie chromatickych vlastnosti SubcriticalProperties, Criti-
calProperties a ChromaticProperties. Ako mozeme vidiet na Obr. 22 prva zo spome-
nutych tried testuje len kritickost a vrcholovid a hranovd subkritickost. Dalsia trieda
CriticalProperties dokaze testovat aj kokritickost a poslednd trieda ChromaticProper-
ties testuje vsetky vybrané chromatické vlastnosti vratane stability a kostability. Trieda
CyclicEdgeConnectivity bude obsahovat implementdciu algoritmu pre testovanie cyklic-
kej hranovej stvislosti z [26]. Tento algoritmus si vyzaduje tiez algoritmus pre hladanie
maximéalneho toku v grafe, ktory bude v triede MaxzFlow. Posledna trieda TestFor-
SetOfGraphs, ktord je priamo pouzitd aj v dalsej nadvizujicej vrstve mé jednoduchu
ulohu. V cykle pre kazdy riadok vstupného pridu nacita graf, otestuje na nom potrebné
vlastnosti a zapiSe ich do vystupného objektu s vysledkami.

Vicésina spominanych tried bude mat parameter pre generické programovanie.
Tuto generiku budeme v implementdcii realizovat prostrednictvom template tried a
met6d. Takyto postup sme zvolili jednak pre vicsiu pouzitelnost s neskor definovanymi
triedami a tiez aby sme sa v ramci optimality vyhli virtudlnym volaniam metéd, ktoré

by vyzadoval polymorfizmus.

Vysledky testov. Po vykonani testov vlastnosti grafu budeme potrebovat nejakym

sposobom spracovat a uchovat vysledky. Trieda GraphProperties bude uchovavat vietky
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@ BasicTransforms

© removeEdge<Graph> linputGraph , from, to} : Graph
@ removeEdge<Graph, Edge> (inputGraph, edge) : Graph
® removeVertex<Graph, Vertexld> (inputGraph, vertexid) : Graph

Responsibilities:
0 provide basic transforms over given graph

(©) writer

@ write(Graph) : void

Responsibilities:

01 write graph of some class object
to specific graph/file format
N JA M

- ~

= I ~

” |

@GrathSWriter @GraphEAWnter

~
i

@ GraphAdjMatrixWriter

© IReader

@ readlinput : stream/path) : Graph

Responsibilities
o read graph from specific given format
to object of specific needed class

@ GraphG6Reader

o read(graph : string) : Graph

m getGraphSizel(line : const char ¥) : int
m readlineToAdjMatrix(line : string, adjMatrix : vector<int>, size : int) : void
m adjMatrixToGraph() - GraphType

O adjMatrix : vector<int>

@ has_next() : bool

® number_of_graphs) : size_t
o last_read|() : size_t

o actual_line() : size_t

m next_linel) : vector<int>

o m_path : string

o m_strm : ifstream

o m_actual_line : size_t
o m_noofgraphs : size_t

= AR V3
Pl | %
o | & ~
-~ = ™
& @ GraphBAReader Fig
i ~
Graph o read() : SimpleGraph N

@GraphAdeatrixReader :

Graphi

@ read(string) : Graph

0 m_lastread : size_t

Obr. 21: Transformacie grafu, ¢itanie grafu zo stuboru, zdpis grafu do stboru.

chromatické a niektoré d'alsie vlastnosti o grafe ako aj graf samotny v g6 formédte.
Objekty tejto triedy bude mozné serializovat do formétu JSON. Tiito funkcionalitu
vyuzijeme hned dvakrit, pri posielani vysledkov pomocou MPI rozhrania a tiez v
budtcnosti pri ukladani vysledkov do nerela¢nej databéazy. Trieda ChromaticProperties-
TestSummary bude reprezentovat sumdr testu mnoziny grafov. V podstate bude len no-
sit informdciu o pocetnosti grafov s jednotlivymi vlastnostami a tiez celkovy pocet tes-
tovanych grafov. Poslednd trieda SnarkSorter bude slizit na triedenie a zhromazdenie
vybranych skupin grafov podla uréenych vlastnosti. Tiez bude mozné tieto skupiny
grafov zapisat do samostatnych stiborov. Diagram tychto tried moZeme vidiet na Obr.
23.
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- ‘Graph, Colouriser:
©c ance

© TestForSetOfGraphs

edgeResistance(graph) : int
g i araph] o testAllChromaticPraperties(inputStream, results - Results) : void

raph, m eTested) : int
eiaranhy ) @ testCriticalProperties(inputStream, results : Results) : veid
m testEdgeResistance(graph. maxResistanceTested) : int o testSubcriticProperties{inputStream, results : Results) : void
m edgeResistanceRecursive(graph, maxNesting) : int 0 testSubcriticPropertiesParallel(inputStream, results : Results) : void
O colouriser_ : Colouriser Responsibilities:
—— 1 o for every line of given input stream, read graph, resolve properties,
Responsibilities: add result to results

O find edge resistance of given graph

© SubcriticalProperties

® virtual ~SubcriticalProperties()
SubcriticalProperties{graph)

°
® IsCritical() : boal
@ isVertexSubcritical() : bool ©
© IsEdgesubcriticall) - bool ChromaticProperties
m runTestsl) : void © ChromaticProperties{graph)
© testVertexChromaticProperties() - void © CriticalProperties o isStable() : bool
m testCriticalityFarVertex(vertex) : void AT 7 0 isCostablel) : bool
riti rti a

: Ezzg:;t:;i;?;;lg;:tl}:’t(y'ﬁvr:iedrtexluertax} ] g \stt‘;carlt\:‘;ﬂi f::,?r il [] tehstvkenrtexihrogfﬁatlcP[(opertlfsE} 8 :o\d override

i OfVertex(vertex) : voil
m setColouringlfirst second) : void " = LR
& steoliusingliist savandl: bosl | © testVertexChromaticProperties() : void override > 5 Ie5tbE Boal
= < isCocritical_: boal | 0 isCostable_: bool
e 9rapflc GraphTyne N O resultsObtained_ : bool
< transformer_ : BasicTransformer Responsibilities:
< colouriser_: CelouriserType o resolve criticality. cocriticality. vertex subcriticality Responsibilities:
< colourings_ . vector<Colouring> and edge subcriticality of given graph at once O reselve criticality, cocriticality, vertex subcriticality,
& graphSize_: int edge subcriticality, stability and costability of given
<> wasTested_: bool graph at once (in other words resolve all chromatic
< isCritical_ : bool properties)

© IsVertexSuberitical_: bool
& isEdgeSubcritical_ - bool

Responsibilities:
o resolve criticality, vertex subcriticality,
edge subcriticality for given graph at once

- . Colouriser:
© EdgesSubcriticality a0
Girth
o isEdgeSubcritical(graphl : bool ©
© Colouring o isEdgeSubcritical(graph pleGraphadj) : bool & QhlGraEh) - it
Giested: bogl D isEdgeSubcritical_: beol o findCyclelgraph. rootvertex) : int
© colourable : bool o colouriser_: Colouriser Responsibilities:
o transformer_: BasicTransforms o find length of shortest
Responsibilities: cycle
o resolve edge subcriticality for given graph

Graph, M‘uftrG?aph, SimpleGraph;

© CyclicEdgeConnectivity @ ThreeRegularity arap
o cyclicEdgeConnectivity(graph) : int o orderOfGraphlgraph : int
o fullTreelgraph, rootvertex. depth) : SimpleGraph o isCubicAndConnected(graph) : bool
® vertexDisjoint(firstGraph, secondGraph) : bool
@ contractFullTreesAndFindMaxFlow(originGraph, firstFullTree, secondFullTree) : int 0 gueue_ . queue
o contractVerticesloriginalGraph, subGraphToContract) @ int bilities

Responsibilities: o check if given graph is connected

o resolve cyclic edge connectivity of given graph and 3-regular (cubic)

©) MaxFiow (©) srsvisiteavertex

@ bfslgraph, int numberOfvertices. s. t) : boal 2
- " o visited : beol
@ fordFulkerson(graph, int numberOfVertices. s, t) : int Hipreekes et Logl
Responsibilities: o distanceFromRoot : int
o find max flow for given graph

Obr. 22: Testovanie vlastnosti grafu.

MPI algoritmus. Na Obr. 24 moZeme vidiet triedy implementujiice zovieobecneny
paralelny algoritmus popisany v predchadzajicej casti 2.3.2. Tato implementéacia vyuziva
MPI rozhranie pre komunikéciu jednotlivych uzlov vypoctového prostredia. Trieda Mpi-
Master implementuje Algoritmus 10 a zabezpecuje moderovanie celého vypoctu. Trieda
MpiSlave obdobne implementuje Algoritmus 11 a stara sa o vykonanie zadanych tloh.
Cely paralelny vypocet sa sptsta pouzitim triedy MpiRun, ktord obsahuje len jednu

funkciu. Tato funkcia zabezpeéi inicializaciu MPI prostredia, rozdelenie roli uzlom a
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© SnarkSorter

@ sortAndAppendi} : void
@ printSelectivelyByStrictPropertiesipath) : void

m appendTolresults, properties) : void
m printToFilelpath. category, results) : void

O bicriticalResults_

O criticalResults_

o strictlyCriticalResults_
o cocriticalResults

o strictlyCocriticalResults
o stricthVertexSubcriticalResults_
O noneResults_

0 stableResults_

O strictlyStableResults _

0 costableResults_

O strictlyCostableResults_
O bistableResults_

Responsibilities

O sort and append graph with properties
to results set by properties

0 save results sets to files

@ ChromaticPropertiesTestSummary

© GraphProperties

o gettersi)
o setters()

o snark : bool

@ gettersi)

@ setters()

@ toString() : string

@ operator+=(ChromaticPropertiesTestSummary)
@ operator+=(GraphProperties)

@ operator<<(stream)

© Result

(5] getPrnperties[J X vectnrdGraphPrnpemesb
@ setProperties(properties) : void
@ addProperties(properties] : void

O properties : vector<GraphProperties=

Responsibilities:
O JSON serializable plain object

o number_of_vertices s int
0 girth : int

0 eyelic_connectivity;

0 eritical ; bool

0 cocritical : boel

O bicritical :

O vertex_sub_critical : bool
o edge_subcritical : bool
o none : bool

o stable : bool

o costable @ bool

o bistable : booal

0 graph_in_g6 : string

Responsibilities:
01 JSON serializable plain object

o bicritical_: int

o critical_ : int

o strictlyCritical_ : int

O cocritical_: int

O strictliCocritical_: int

O vertexSubcritical _ : int

O strictlivertexSubcritical_ : int
O edgeSubcritical_: int

O strictliEdgeSubcritical_: int
O acritical_ - int

o stable_: int

o strictlyStable_ : int

o costable_: int

o strictlyCostable_ : int

O bistable_ : int

o numberOfResults_: int

Responsibilities
O represent and take care of results summary
for set of graphs

ukonéenie prostredia. Pre ttito triedu je potrebné zadat ako parameter triedu, ktord
Specifikuje sposob vykonania paralelného vypoctu, podobne ako to bolo nacrtnuté v
Sekcii 2.3. Rovnako treba pre pouzitie triedy MpiRun definovat formu sprév, ktoré
budu posielané z hlavného uzlu pracovnému uzlu a aj naopak. Forma tychto sprav
bude reprezentovand triedami s nazvom MasterSlaveDTO a SlaveMasterDTO (DTO

Obr. 23: Triedy pre vysledky testov chromatickych vlastnosti.

pre ,data transfer object*). Priklady takychto tried si ukazeme na Obr. 25.

MPI Specializdcie. Specializiciu vseobecného MPI paralelného algoritmu usku-
toénime pomocou tried, ktoré musia implementovat metdédy definované v rozhrani IM-
piTest. Prave danymi metédami uréime akym spésobom bude hlavny uzol rozdelovat
tilohy a spracovavat ich vysledky (metédy masterPreProcess, masterReadData, mas-
terProcessReceivedMessage, masterPostProcess). Tiez pomocou nich uréime, aky tikon

m# vykonaf pracovny uzol s prijatou spravou (metéda slaveDo). Dalsie metédy (mas-
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= MpiTestType, MasterSlaveDT0, SlaveMasterDT0;
©mpiRun *

@ runlinputFilePath, outputFilePath) : void

Responsibilities:
o run specified TestClass with MPI

‘MpiTestType, MasterslaveDT0;
(©) MpiMaster

@ printExceptioniphase, exception) : void “MpiTestType, SlaveMasterDTO
o initializeMpi() : void © MpiSlave ]
o receiveldata, mpiStatus, size) ; void

o sendldata, mpiStatus) - void @ printExceptioniphase, iteration, exception) - void
o setConfigvaluesl() : void @ receivel() : void

@ printFinalMessages{startTime) : void o testl] : void

o matchwithMessageinProgressimessageld) : bool @ sendi] : void

o shutDownSlaves(} : void @ runf) : void

o run{inputFilePath, outputFilePath) : void D MAXSIZE - int

O MAXSIZE : int O SHUT_DOWN_SIGNAL : int

o CHUNK : int o tester_: MpiTestType

o SHUT_DOWN_SIGNAL : int o nodeNumber_ : int

O tester_: MpiTestType [m] nodeNamE_ . string

O nedeCount_: int
O iteration_: int
0 messagesinProgress_ : vector<MasterSlaveDTO>

Obr. 24: MPI role a spistanie procedir.

terSlaveDtoToString, slaveMasterDtoToString, toMasterSlaveDto, toSlaveMasterDto)
urcuji, akym sposobom sa majui transformovat DTO objekty do retazca znakov, ktory
je mozné pomocou MPI poslat inému uzlu v sprave. Alebo naopak, ako z prijatého
retazca znakov ziskame ziadany DTO objekt. Zvysnymi metédami (napr. getChunk,
getMazSizeOfMessage) vieme MPI algoritmu poskytnit dolezité alebo podporné in-
formdcie, ktorymi mozeme ovplyvnit beh vypoctu. Napriklad getChunk metdéda by
mala vracat pocet prvkov, ktoré chceme nacitat a odoslat v jednej sprave jednému
pracovnému uzlu a teda definuje velkost jednej ulohy. Metéda getMazSizeOfMessage
definuje maximalnu velkost posielanej spravy. Tento atribiit je nevyhnutny pre spravne
¢itanie MPI spravy prijimatelom.

Dalej potrebujeme definovat uz spomenuté DTO triedy reprezentujiice spravy me-
dzi tymito dvoma uzlami. Na Obr. 25 mézeme vidiet $pecifikdcie pre test chromatickych
vlastnosti mnoziny grafov, test rozsirenej hranovej rezistencie mnoziny grafov a test
rozSirenej hranovej rezistencie jedného grafu. Vsetky tieto Specifikacné triedy nasle-

dujui ideu z navrhu paralelného algoritmu zo Sekcie 2.3.

Sthrn vsetkych dolezitych tried a ich vztahy moZeme vidiet na Obr. 26.
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@ {MpiTest
@ wirtual ~IMpiTest]]

@ virtual masterPreProcess(inputStream, outputStream) - void

@ virtual masterReadDatalinputStream. masterSlavelta, noLines) © boal
@ virtual masterProcessReceivedMessagelsiaveMasterDtol : void
@ wirtual masterShowProgress|) : void

@ wirtual masterPostProcess() - void

@ virtual slaveDolmasterSlaveDto. slaveMasterDto) © void

@ virtual getChunkl) : int

@ wirtual getMaxSizeOfMes=zagel) - int

@ virtual getMastersiaveDtoldimasterSlaveDte) | int

@ wirtual getSlaveMasterDtoldislaveMasterDtal © int

@ virtual getProcessedElementsCountl) : int

@ wirtual masterslaveDtoToStringlmasterslaveDtol : string

@ virtual slaveMasterDtaToStringislaveMasterDtal | string

@ virtual toMasterSlaveDtolstring) | MasterSlaveDto

@ virtual toSlaveMasterDtolstring) © SlaveMasterDto

Respensibilities:
o provide interface for classes which are defining demanded
procedures and are runnable using MP1

7 AY =

© ChromaticPrapartieshiFl

O resultsAll_ - ChromaticPropertiesTestSummany
O =narkSorter_ - SnarkSorter

O progressPrintFrequenay_ | int

o processedElementsCount_ : int

O nextPrintCount_ - int

O MAXSIZE : int

O CHUNK © int

Respensibilities:
o provide implementation of IMpiTest interface
allowing to test chramatic properties of multiple
graphs from input file on many MPI nodes in
parallel

(© chromPropsmoTo

@ gettersi)

@ settersi)

oid ;int

o results : Results
Responsibilities:

0 ison serializable slave
to master dte for chromatic
properties mpl test

@ ChromPropMsDTO
o getters(]
o settersil

oid: int
O mesgsage | string

Responsibilities:
O jsen serlalzable master

to slave dio for chromatic

properties mpi test

© TestForSetOfGraphs
already defined

@ ResistanceExtendedSetMPI

O results : vector=ResistanceExtSetSMDTO=
O MAXSIZE : int
o CHUNK ; int

Responsibilities:

O provide implementatian of IMpiTest
interface allowing to test edge resistance
of multiple graghs from input file on many
MPI nodes in parallel

.
“Graph
@ ResistanceExtendedOnaMpPl Xorap!

O graphTeTest_ . string

o graph | Gragh

O nextEdge : edgelterator

O results © vector=ResistabilityOfEdge=
0O MAXSIZE © Int

o CHUNEK ;| int

Responsibilties:

o provide implementation of IMpiTest
interface allowing to test edge resistance
of one graph from input file on many MFI
modes in parallel

@Edg

eResistance

already defined

@ ResistanceExtSetMSDTO

@ ResistanceExtOneMSDTE

& gettarsi| @ getters|}
@ satters]] @ setters|}
oid: int O id it
O grapht @ string O graphé @ string
e edgeFrom - int
Responsibilities: g edgeTu nt

O Jsen serialzable master
to slave dto for extended
resistance mpi test of set
of graphs

Respansibilites:
o ison serializable master to slave dio for
extended resistance mpi test of ene graph

(© ResistanceExtsetsmDTO

@ ResistanceExtOnesSMOTO

o gotters() @ gettersi)

@ setters() o setterst)

o addResistabilindResistabiliyOfEdge) © void T

oid:int o edgeFrom : int

O resistance © Int O edgeTe : int

o edgeResistabilities | vector<ResistabiliyOfEdges o resistabilityOfEdge : int

Responsibilities:
o json serializable slave to master dto for extended

resistance mpi test of set of graphs

Responsibilities:
o jsen serializable slave to master dta for
extended resistance mpi test of one graph

@ ResistabilityOfEdge

@ getters()

@ SnarkSorter

@ ChromaticPropertiesTestSummary

@ setters(}

o edgeFram | int

already defined already defined

0 edgeTo : int

o resistability : int

Responsibilities:

O json senalizable object to represent edge and its resistability

Obr. 25: Rozhranie pre MPI beh procedir.
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snarktest \

= {MpiTestType, MastersSlaveDTO
© MpiMaster

g MpiTestType, MasterSlaveDTO, SlaveMasterDTO
@ MpiRun

Type, SlaveMasterDTO

iTes
@Mpis\ave e,

)
1
I
]
i

© ResistanceExtendedOneMPl

@ ResistanceExtendedSetMPl

@ ResistanceExtOneMSDTO

@ ResistanceExt5etMSDTO

@ChromPropMSDTO

@TestForSetOfGraphs

v

@ChromaticProperties

@ ResistanceExtOneSMDTO

@ ResistanceExtSetSMDTO

@ EdgeResistance

@ CriticalProperties

@Girth 2

@ SnarkSorter

@mreeRegu\arity

G2

@Maxﬂow

aph,

@ Results

@ MultiGraph

©Simp\eGraphAdj

© SimpleGraph

v

2

@ BasicTransform
P ————
@ BFSColouriser ™~
| —iGraph|
@ GraphProperties @ SATColouriser |

©Ch romaticPropertiesTestSummary

|

@ Multivertex

© UndirectedEdge

@Vertex
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2.4 Implementacia, testovanie, nasadenie systému

a merania

Implementacia systému prebiehala postupne vo viacerych fazach. V prvej faze
sme implementovali jednotlivé triedy pre graf a ofarbovacie algoritmy. Az postupne
sme dostali vysledni formu tried ako je zobrazena v predchadzajicej podkapitole.

V dalsej faze sme implementovali test subkritickych vlastnosti opisany v Prilohe
D. Nésledne sme implementovali prvi verziu MPI paralelného algoritmu a otesto-
vali ho spolu s testom subkritickych vlastnosti. Dalej sme implementovali algorit-
mus pre test kritickych vlastnosti a test vSetkych chromatickych vlastnosti uvedeny
v 2.2.2. Implementacie sme otestovali lokalne na jednom CPU. Nésledne, pre vyladenie
MPI konfiguracie, sme ich testovali aj na cviénom klastri pozostavajicom z deviatich
uzlov obsahujucich dokopy 20 vypoctovych jadier. Hlavné behy systému boli potom
uskutocnené na klastri HPCC UMB [6]. Niektoré z merani jednotlivych testovacich
vypoétov uvddzame v Tabulke 2.

Z nameranych ¢asov trvania mozeme pozorovat nasledovné zistenia. Pocet grafov
obsiahnuty v jednej sprave (jednej ilohe) odoslanej z hlavného uzlu pracujicemu uzlu
nezohrava povsimnutelnd dlohu. Dalej si mozeme vdimnut rozdiel trvania testu subkri-
tickych vlastnosti a testu chromatickych vlastnosti. Zlozitost obidvoch algoritmov sme
uviedli v 12. Aj ked oba algoritmy maji rovnaki teoreticki zlozitost, z nameranych
¢asov mozeme usudit, ze kritické vlastnosti (kritickost, kokritickost a subkritickost)
grafu sa zistuju rychlejsie ako stabilita a kostabilita.

Dalsiu skutocnost, ktord si mézeme vsimnit je rozdiel pri jednotlivych ofarbo-
vacich algoritmoch. Z nasej skiisenosti sa ukazuje, Ze nami pouzita implementacia re-
kurzivneho algoritmu (v tabulke ako ,bfs“) je rychlejsia na mensich grafoch. Este pri
grafoch o velkosti 40 vrcholov je tento algoritmus dvojndsobne rychlejsi ako ,sat“. Ak
vSak testujeme vécsie grafy, ukazuje sa, ze nasa implementacia algoritmu pouzivajiceho
redukciu na SAT (v tabulke ako ,sat) ziskava prevahu (test ofarbitelnosti grafu o 76

vrcholoch je viac ako 100-ndsobne rychlejsi pri sat ofarbovadi).

Zdroj testovanych instancii je dostupny na webovej adrese [5]. Technické parametre

jednotlivych strojov, na ktorych sme systém testovali st nasledovné:

e jednotkou ,1“ oznacujeme jeden CPU Intel Core i5 1.9GHz so 4 vldknami

e jednotkou ,ck“ oznacujeme cviény klaster pozostavajuci z 9 CPU a spolu 20

jadrami

e jednotkou ,kn“ oznacujeme jadra procesorov Intel Xeon E5-2670 (2.6 - 3.3GHz)
na klastri HPCC UMB
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e jednotkou ,ks“ oznacujeme jadra starsich procesorov Intel Xeon X5670 (2.93 -
3.33GHz) tiez na klastri HPCC UMB

Podrobnejsiu $pecifikdciu hardvéru klastra HPCC UMB mozeme néjst na [6].
Pri implementéacii DTO objetov pouzivanych pre posielanie sprav v MpiMaster a
MpiSlave algoritmoch sme na transforméciu objektov do JSON formétu pouzili C++

kniznicu nlohmann::json dostupnu na [8].

typ vypoctu o cpu k n t
subkritické vlastnosti sat 41 28 399 30 3611s
subkritické vlastnosti - po 10 graf. | sat 20 ck 28 399 30 1363.3s
subkritické vlastnosti - po 1 grafe | sat 20 ck 28 399 30 1304s
subkritické vlastnosti bfs 41 28 399 30 380.2s
subkritické vlastnosti + optim. bfs 41 28 399 30 350.5s
kritické vlastnosti bfs 41 28399 30 373.5s
chromatické vlastnosti bfs 41 28 399 30 910.4s
chromatické vlastnosti bfs 11 25 40 4.4s
chromatické vlastnosti sat 11 25 40 9.2s
test ofarbitelnosti bfs 11 1 76 0.858s
test ofarbitelnosti sat 11 1 76 0.006s
chromatické vlastnosti bfs | 112 kn 28 399 30 9s
chromatické vlastnosti bfs | 112 kn 139854 | 30 47.6s
chromatické vlastnosti bfs | 112 kn 293059 | 32 193.3s
chromatické vlastnosti bfs | 112 kn > 1.7mal | 32 1065s
chromatické vlastnosti bfs | 112 kn > 3.8mil | 34 | 1h 41m 14s
chromatické vlastnosti bfs -kn > 25mil | 34 | 4h 31m 35s
chromatické vlastnosti bfs | 208 kn > 60mil | 36 | 31h 23m 1s
chromatické vlastnosti bfs | 155 kn + | > 404mail. | 36 | 6d 2h 55m
136 ks

Tabulka 2: Merania testovacich vypoétov. Legenda: o=ofarbovaci algoritmus, cpu=pocet vypoétovych jadier a ich

Specifikdcia, k=pocet grafov, n=pocet vrcholov grafu, t=cas.

Na zaver sme implementovali test hranovej a vrcholovej rezistencie grafu s rezisti-
bilitou hran a vrcholov. Spolu s nimi sme implementovali aj suvisiace triedy pre parale-
lizdciu pomocou MPI. Merania z testov tejto funkcionality mozeme vidiet v Tabulke 3.

Ukézku implementdcie hlavnej funkcie run triedy MpiMaster moZeme vidief na
Obr. 27. Podobne implementdciu hlavnej funkcie triedy MpiSlave mozeme vidiet na
Obr. 28.
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typ vypoctu o cpu k n t

hr. r+r bfs 41 413 | 34 | 136.3s
VI. T4+T bfs 41 413 | 34 49s
hr. r+r bfs 41 3702 | 36 | 2037.5s
VI, T+T bfs 41 3702 | 36 | 703s
hranova rezistencia sat 41 1 76 | 84.3s

hr. r4+r po 1 grafe na uzol | bfs | 31 kn 31 |44 | 911.3s
vr. 41 po 1 grafe na uzol | bfs | 31 kn 31 |44 | 112.8s
hr. r4+r po 1 hrane na uzol | sat | 114 kn 1 76 | 125.6s
vr. 41 po 1 hrane na uzol | sat | 114 kn 1 76 | 49.6s

Tabulka 3: Merania testu hranovej rezistencie. Legenda zhodnd s tabulkou 2, hr. r+r pre hranovi a vr. r+r pre

vrcholovi rezistenciu a rezistibilitu.

Dalsi vyvoj systému

Pre komplexnost by do systému neskor mohli pribudnit dalsie testy a funkcie
ako napriklad konstrukcie snarkov cez vsetky uvedené moznosti uvedené v Prilohe E,
test izomorfizmu, cyklickd stvislost s identifikiciou 4-rezov a 5-rezov a identifikdcia
5-cyklov a klastrov 5-cyklov [63].

Tiez by systém neskor mohol podporovat grafické rozhranie a vizualizéciu grafov.
Pre tento ucel by mohli byt ndpomocné napriklad kniznice typu OGDF (Open Graph
Drawing Framework) alebo vizualizaény softvér pre grafy GraphViz [4, 11, 29].

Dalej by malo zmysel preskimat aké percento ofarbovanych podgrafov, napriklad
pri testovani chromatickych vlastnosti, je ofarbitelnych. Je pravdepodobné, Ze medzi
podgrafmi bude velmi vysoké percento prave ofarbitelnych grafov. Preto by zrejme
malo vyznam implementovat ofarbovaciu heuristiku z [32], ktord pri ofarbitelnych gra-
foch vie velmi rychlo rozhodnit, Ze st ofarbitelné. Takymto spdsobom by sa mohol

cely vypocet urychlit.

71



/¥ m====m=s==s=== MPT MASTER ===s=ss==s==== %/
void run{const std::string &inputFilePath,
const std::string &outputFilePath) {
// open input file
std::ifstream inputFile({inputFilePath});
if (!inputFile) throw std::invalid argument("Input file not found!"};
// open output file
std::ofstream outputFile{outputFilePath + "summary");
if (!outputFile) throw std::invalid argument("Output file path not valid!"};

tester.masterFirst{inputFile, outputFile);
outputFile.close();

init();

MPI Status stat;

int size = -1;

char data[MAXSIZE];

int sentMessagesCount = 8;

int receivedMessagesWithResults = 0;

iteration_ = -1;
while (true) {
++iteration_;

//// READ DATA TO SEND phase
MasterSlaveDTO dataOut{};
try {
if (!tester.readDataForMaster(inputFile, dataOut, CHUNK, iteration_))
‘ | break;
} catch (std::exception &exception) {
printException("READ DATA TO SEND", exception);
continue;

}

//// RECEIVE phase
// receive message (with results) from available(free) node
try {
| receive(data, stat, MAXSIZE);
} catch (std::exception &exception) {
printException("RECEIVE", exception);
continue;

}

/1777 SEND phase
send(datalut, stat);

receivedMessagesWithResults += stat.MPI_TAG;
++sentMessagesCount;

tester.showProgressMaster (CHUNK) ;

}
std::cout << "MASTER --- end of file !'!! \n";

//// GET REST OF RESULTS phase
while (!messagesInProgress_.empty(}) {
| try {
| receive(data, stat, MAXSIZE);
} catch (std::exception &exception) {
i printException("GET REST OF RESULTS", exception);
Uk
}
shutDownSlaves();
tester.masterFinal{outputFilePath);
printFinalMessages();

Obr. 27: Implementdcia hlavnej funkcie run() v triede MpiMaster.
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i MPI SLAVE i/
void run{) {

MAXSIZE = tester.getMaxSizeOfMessage();
MPI_Status stat;

int nodeNamelLength;

MPI Comm rank(MPI_COMM_WORLD,
i &nodeNumber_); /* and this processes' rank is */
MPI_Get processor_name({nodeName_, &nodeNamelLength);

int size = 0;
char data[MAXSIZE];

// send that I am available
MPI Send{std::string{}.c str(), ©, MPI_CHAR, 0, 0, MPI_COMM WORLD);

int iteration = -1;
while (true} {
++iteration;
//// RECEIVE phase
try {

// receive new job

MPI Recv({&data, MAXSIZE, MPI_CHAR, 0, MPI_ANY_TAG, MPI_COMM_WORLD,
| &stat);

MPI Get count(&stat, MPI_CHAR, &size);

if (stat.MPI_TAG == SHUT_DOWN_SIGNAL) break;

} catch (std::exception &exception) {
printExceptionAndSendMPIAvailableMessage("RECEIVE", iteration,
| exception);

continue;

}

//// TEST phase

SlaveMasterDTO results{};

try {
std::string received(data, static cast<unsigned long>(size));

‘ tester.test(tester.toMasterSlaveDTO(received), results);

} catch (std::exception &exception) {
printExceptionAndSendMPIAvailableMessage("TEST", iteration, exception});
continue;

1

//// SEND phase

std::string message = tester.slaveMasterDTOtoString{results);

if ((message.length()) > MAXSIZE) {

std::cerr << message.length{) << "\n";

throw std::runtime_error("Message bigger than defined MAXSIZE");

}

try {

‘ MPI_Send(message.c_str(), static_cast<int>(message.size()), MPI_CHAR, 0,
| 1, MPI_COMM_WORLD);

} catch (std::exception &exception) {

printExceptionAndSendMPIAvailableMessage("SEND", iteration, exception});

continue;

}

}

Obr. 28: Implementécia hlavnej funkcie run() v triede mpiSlave.

73






Zaver

Po implementacii navrhnutého systému, sme otestovali vSetky existujice snarky do
velkosti 36 vrcholov na chromatické vlastnosti opisané v Kapitole 1. Vyber z vysledkov
ktoré sme ziskali uvddzame v Tabulke 4. Niektoré z nami ziskanych poznatkov uz boli

predtym zndme [5, 17, 51|. Zo ziskanych vysledkov su zrejmé nasledovné pozorovania.

Pozorovanie 2.1. Vsetky kritické aj kokritické snarky do radu 36 maji obvod aspor

pit.

Vysledky d'alej ukazuju existenciu akritickych snarkov, ktoré st mimoriadne vzécne.
Napriklad v triede snarkov radu 30 (z celkového poétu 139 854) existuje len 12 takychto

grafov.
Pozorovanie 2.2. Najmensi akriticky snark ma 28 vrcholov.

Akritické snarky radu 28 st len tri. Pomocou néstroja na zistovanie izomorfizmu
nauty and Traces [10] sme medzi tymito tromi grafmi identifikovali snark 5FLOW28
(neoficidlny néazov). Tento snark skonstruovali E. Mécajova a A. Raspaud v [49], kde
zohral vyznamni tilohu a moZeme ho vidiet na Obr. 29.

Tiez sme zistili, Ze do velkosti 36 vrcholov neexistuje Ziadny kostabilny snark a

teda ani bistabilny.
Problém 2.1. Aky najmensi kostabilny snark existuje?

V testovanej vzorke tiez moZeme pozorovat tendenciu pocetnosti bikritickych gra-
fov. T4 je pri grafoch, ktorych pocet vrcholov |V| = 0mod4 vyrazne nizsia ako
pocetnost bikritickych grafov, ktorych pocet vrcholov |V| = 2 mod 4. Bolo by zaujimavé
sledovat, ¢i sa tdto tendencia zachové aj pri mnozindch vicsich grafov.

Skisme sa teraz viac zameraf na triedu akritickych grafov.

Lema 2.1. Akriticky snark obsahuje aspon jeden vrchol a jednu hranu s rezistibilitou

aspon, tri.

Dokaz. Akriticky snark G z definicie nie je vrcholovo subkriticky. To znamend, ze

musi existovat aspon jeden vrchol v, pre ktory neexistuje vrchol u taky, ze {u,v} tvori
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Obr. 29: Snark 5SFLOW28 [31].

neodstraniteni dvojicu. Kedze vrcholova subkritickost je implikovana hranovou sub-
kritickostou, ak graf nie je vrcholovo subkriticky, nemoze byt ani hranovo subkriticky.
Ak graf nie je hranovo subkriticky, obsahuje aspon jednu hranu e, pre ktori neexistuje

hrana f takd, ze {e,f} tvori neodstrdnitelnt dvojicu. ]

Problém 2.2. Akd je rezistencia a index hranovej a vrcholovej rezistibility akritickijch

grafov?

Po identifikovani vsetkych akritickych snarkov do radu 36 sme skimali aj rezisten-
ciu a indexy hranovej a vrcholovej rezistibility tychto grafov. Zhrnutie nasich zisteni
uvddzame v Tabulke 5. Ukdzalo sa, Ze vSetky akritické snarky do radu 36 maju rezis-

tenciu dva a index hranovej rezistibility kazdého z nich je aspon tri.

Pozorovanie 2.3. Vsetky hrany aj vrcholy vsetkych akritickych snarkov do radu 36

maju rezistibilitu mensiu ako Styri.

Zaujimavy je aj vztah akritickosti a vSetkych stabilnych snarkov nasej vzorky,

ktorych je spolu 75.
Pozorovanie 2.4. Vsetky stabilné snarky do radu 36 siu akritické.
Miera rezistencie viésiny tychto stabilnych snarkov je vSak ku podivu velmi nizka.

Pozorovanie 2.5. Vsetky stabilné snarky radu 34 a aZ 54 z 58 stabilnych snarkov radu

36 maju vy = 1 a ey = 3. Jeden stabilny snark radu 36 ma v.; =4 a e,; = 14.
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n| g k bikrit | skrit | skokrit | svsubk | akrit | st | kost
10| >5 1 1 0 0 0 0 0 0
8f>s] 2 [ 2 [o [ o [ o [0 fo]o]
20| >5 6 1 0 0 0 0 0 0
2]24] m [ 2 [o | o [ o [0 fo]o]
221 >5 20 2 0 0 0 0 0 0
2424 15 [ o [ o | 2 [ o [0 fo]o]
24| >5 38 0 ) 0 0 0 0 0
6|24 a0 |2 |z [0 0] o0
26| >5 280 111 0 2 ) 0 0 0

28| >5 2900 33 0 2 6 3 0 0

30 | >5 28399 115 0 0 21 8 0 0

32| >5 293059 13 16 340 45 30 0 0

34| >5| 3833587 | 40328 2 429 484 66 7 0

36 | >5 | 60167732 | 13720 | 828 364 59485 953 25| O

Tabulka 4: Pocetnost snarkov podla vybranych chromaticky vlastnosti. Legenda: n = poéet vrcholov, g = obvod grafu,
k = pocet vSetkych snarkov, skrit = striktne kritické snarky, skokrit = striktne kokritické snarky, svsubk = striktne

vrcholovo subkritické snarky, akrit = akritické snarky, st = stabilné snarky, kost = kostabilné snarky

Zvysné stabilné grafy si vSak naopak mimoriadne rezistentné a maji najvyssi

index vrcholovej aj hranovej rezistibility zo vSetkych akritickych grafov.
Pozorovanie 2.6. Tri stabilné snarky radu 36 maji v,; = 20 a e,; = 34.

Pri zistovan{ rezistencie a rezistibility sme spracovali aj vzorku 31 grafov o velkosti
44 vrcholov. Tieto grafy majui neparnost $tyri a si najmensimi snarkami s rezistenciou
tri a cyklickou stvislostou styri [62]. Vysledky testov pre tieto grafy mozeme vidiet v
Tabulke 6.

Pozorovanie 2.7. Napriek predpokladu vsetkych 31 testovanych grafov radu 44 obsa-

huje aj stvor-rezistibilné hrany no nie vsetky obsahuji aj stvor-rezistibilné vrcholy.

Posledny graf, ktorého rezistenciu a rezistibilitu sme skimali je ndm doposial
najmensi znamy snark s cyklickou stvislostou pét a neparnostou styri [62]. Tento graf

ma 76 vrcholov.
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Tabulka 5: Pogetnost snarkov podla velkosti grafu a poétu rezistibilnejsich hran/vrcholov. Legenda: r = rezistibilita

grafu, v,; = index vrcholovej rezistablitity, e,; = index hranovej rezistibility, n = pocet vrcholov grafu

Pozorovanie 2.8. Rezistencia skumaného snarku radu 76 je tri, pricom 12 zo 114
hran grafu ma rezistibilitu styri no len jeden zo 76 vrcholov md rezistibilitu vyssiu ako

je rezistencia grafu.

Pre overenie vysledkov momentélne neexistuje nezavisla (ani ziadna ind) imple-
mentécia. Ciastoénd spravnost vypoctov sme sa viak pokisili overif porovnanim do-
stupnych informécii z inych zdrojov. Na [5] si dostupné vsetky kritické aj bikritické
grafy do velkosti 36. Mnoziny nami zistenych kritickych aj bikritickych grafov sa tiplne

zhoduju s danymi mnozinami z [5].



pocet grafov |6 | 18 |4 |0 |3 |- |- |- | -

pocet grafov |3 | 2 219|722 3

Tabulka 6: Rezistibilita hran a vrcholov vzorky grafov o velkosti 44 vrcholov.

79






Resumé

V praci sme definovali snarky ako Specidlnu triedu kubickych grafov a ich chroma-
tické vlastnosti, o ktoré sa zaujimame. Postupne sme navrhli a implemetnovali systém,
ktory nam umoznil ziskat informécie o danych vlastnostiach z celej mnoziny snarkov
radu maximalne 36. Po analyze vybranych chromatickych vlastnosti na danej vzorke
grafov, sme poukézali na existenciu tzv. akritickych snarkov. Identifikovali sme vsetky
tieto grafy z danej mnoZiny a d’alej sme hlbgie skiimali ich rezistenéné vlastnosti. Tu
sa ukazalo, ze vsetky akritické grafy do radu 36 maju rezistenciu dva, no rezistibilita
ich vrcholov a hran nikdy nie je viac ako tri. Pocet tri-rezistibilnych hran resp. vrcho-
lov akritickych grafov sa moéZe pomerne vyrazne lisit a vicsie grafy umoziiuji vicsiu
pocetnost takychto hrén/vrcholov.

Dalej sme zistili, ze vsetky vybrané 44 vrcholové grafy s rezistenciou tri a nepér-
nostou §tyri obsahuji aj Stvor-rezistibilné hrany, no nie vsetky obsahuji aj stvor-
rezistibilné vrcholy. Tiez sme zistili, Ze rezistencia jedného vybraného snarku radu
76 s neparnostou styri je tri a identifikovali sme rezistibilitu jeho hrdn a vrcholov.

Difame, Ze dosiahnuté vysledky ako aj systém samotny napomoézu v dalsom

vyskume snarkov v budticnosti.
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Prilohy

V prilohach sa nachddzaju nasledujice polozky:

Priloha A: Pouzivatelskd prirucka.

Priloha B: Systémova dokumentécia.

Priloha C: Algoritmus pre obvod grafu.

Priloha D: Algoritmus pre subkritické vlastnosti grafu.

Priloha E: Konstrukcie snarkov.
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Priloha A
Pouzivatelska prirucka

Vystup implementdcie navrhnutého systému je vo forme spustitelnych bindrnych

stiborov, ktoré sa daji spustit pomocou prikazu mpirun na platforme Linuz. Tieto
subory su: chromatic-properties-mpi, edgeResistanceX-one, edgeResistanceX-set,
vertezResistanceX-one, vertexResistanceX-set. Sptstanie vietkych tychto stiborov je
takmer totozné. Stibor chromatic-properties-mpi mozeme spustit prikazom:
L,mpirun -np $pocet_uzlov —hostfile $subor_s_nazvami_uzlov ./chromatic-properties-mpi
$vstupny_subor $vystupny_subor. Parameter stiboru s ndzvami uzlov je nepovinny, no
ak ho nezadame, program sa spusti len na lokdlnom stroji s vyuzitim vsetkych jeho
jadier. Vstupny sibor v tomto pripade musi byt vo formdte .g6 bez hlavicky. Pre
spustenie stiboru je v8ak nutné mat nainstalovany softvér podporujici prikaz mpirun.
Takymto prikladom je aj balik OpenMPI dostupny na https : //www.open —mpi.org/.
Kazdy takyto skompilovany binarny sibor je vsak citlivy na MPI kniznice, s ktorymi
bol kompilovany, a preto spustenie v inom prostredi ako bolo kompilacné, bude prav-
depodobne netispesné. Preto je idedlne kompilovat zdrojovy kéd priamo na stroji, kde
bude program pouzivany.

Kompildciu moézeme spustit pomocou prikazov cmake a ndsledne make. Viésinou
je idedlne vytvorit si v prie¢inku so zdrojovym kédom priecinok s ndzvom napr. build a
v tomto priecinku pouzit prikaz ,cmake ../“. Potom v tomto priec¢inku spustime prikaz
make all, ktory skompiluje zdrojovy kéd a vytvori spustitené sibory spomenuté vyssie.
Ak chceme vytvorit len jeden z tychto stiborov, napriklad chromatic-properties-mpi,
staci pouzit prikaz make chromatic-properties-mpi.

Pre spustanie programu na klastri UMB sme pouzivali systém Torque, ktory
manazuje obsadenost a vyvazenost klastra. Pre spustenie tilohy v tomto systéme je
potrebné pouzit skript, kde pomocou #PBS instrukcii korigujeme pozadované zdroje
pre beh programu. Dalej v tomto skripte uvedieme vyssie spomenuty prikaz pre spus-

tenie behu MPI programu. Takymto skriptom potom pomocou prikazu gsub vlozime
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danu tdlohu do systému Torque, ktory ju sém automaticky spusti, ked’ sa pozadované
zdroje uvolnia a tieto zdroje bude pre potreby behu aplikdcie manazovat.

Priklad skriptu pre Torque:

#!/bin/bash

#PBS -N nazov_aplikacie

#PBS -A identifikator_projektu

#PBS -r n

#PBS -q batch

#PBS -1 nodes=7:ppn=32:ht #pofet uzlov a ich typ

#PBS -v tpt=1

#PBS -1 mem=40000m #poZzadovand pamit’

#PBS -1 walltime=96000:00:00 #predpokladany maximdlny &as behu programu

mpirun ...

Zdrojové sibory si pomocou nastroja cmake definované ako kniznice snarktest,
sat a cluster-lib. Pre pridanie kniznic do projektu by preto malo byt postacujice pridat
do stiboru CMakeLists.txt, kde je definovany cielovy projekt, tento riadok:
add_subdirectory(root_directory_of_my_project /Snarktest Extended)

Samozrejme, 7e zadand cesta musi obsahovat cely projekt SnarktestExtended a vietky
jeho zdrojové sibory. Potom uz mozeme priradit kniznicu pre Tubovolny ciel pridanim
riadku:

ytarget_link libraries(my-project snarktest sat cluster-lib)*
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Priloha B
Systémova dokumentacia

Vzhladom na rozsah systémovej dokumentécie ju v tlacenej verzii neuvddzame. Je

vsak k dispozicii na prilozenom CD nosici.

96



Priloha C

Algoritmus pre obvod grafu

Algorithm 12: GIRTHOFGRAPH

Input: Cubic graph simpleGraph
Output: Girth of given graph
1 shortestCycleLength < oo
2 foreach vertex of simpleGraph do
3 next <— BFSLengthOfShortestCycle (simpleGraph, vertex)
4 if next < shortestCycleLength then
5 t shortestCycleLength < next

6 return shortestCycleLength

Algorithm 13: BFSLENGTHOFSHORTESTCYCLE

Input: Cubic graph simpleGraph, vertex vertex
Output: length shortest cycle from given vertex
1 visited[simple.graphSize] < (bool visited, int phase)
2 queue.push(vertex)
3 phase < 0

4 while queue is not empty do

5 vertex < top of queue
6 | phase < visited[vertex|.phase
7 if vertexr was visited then

8 return phase + visited[vertez|.phase
9 else

10 foreach neighbor of vertex do

11 visited|neighbor|.phase < phase
12 L queue.push(neighbor)

13 return Graph does not contain cycle
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Priloha D
Test subkritickych vlastnosti

V tomto algoritme budeme testovat len vrcholovii a hranovi subkritickost grafu
G. Pre optimaliziciu vypoctu vsak budeme najprv testovat aj kritickost grafu. Ako
sme totizto ukdzali v 1.4 kritickost implikuje hranovi aj vrcholovi subkritickost. Ak
bude graf kriticky, nie je nutné pre kazdy vrchol v kontrolovat vSetky ostatné vrcholy
pre najdenie neodstranitelnej dvojice, staci sa pozerat na susedov tohto vrcholu. Co je
vsak z hladiska vypoctu este doleZitejSie, nie je potom nutné samostatne kontrolovat
hranovii subkritickost. Ako je teda opisané v algoritme 14, najprv testujeme kritic-
kost a vrcholovii subkritickost a ak graf nie je kriticky, pokracujeme v teste hranovej
subkritickosti.

Algorithm 14: TESTSUBCRITICALPROPERTIES
Input: Cubic graph simpleGraph

Output: Property of criticality and both of subcriticality of given graph
1 edgeSubcritical < false
2 critical < true
3 vertexSubcritical < true
4 TestCriticality And VertexSubcriticality (simpleGraph)
5 if critical is true then
6 ‘ edgeSubcritical < true
7 else

8 t edgeSubcritical + TestEdgeSubcriticality (simpleGraph)

9 return

Test kritickosti a vrcholovej subkritickosti. Algoritmus 15 testuje kritickost
grafu. V pripade, ze pri ur¢itom vrchole sa zisti, ze dany graf nie je kriticky (tzn.

odstrdnenie tohto vrcholu s niektorym jeho susedom nesposobi ofarbitelnost), od to-
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hoto vrcholu sa pokracuje v testovani vrcholovej subkritickosti. Tzn. Ze sa musia pre
kazdy vrchol odstraiiovat a ndsledne graf testovat nielen jeho susedia ale vsetky ostatné

vrcholy.

Algorithm 15: TESTCRITICALITY ANDVERTEXSUBCRITICALITY
Input: Cubic graph simpleGraph

Output: Criticality and vertex subcriticality property
1 critical < true
2 vertexSuberitical < true

3 foreach vertex of simpleGraph do

4 if critical = true then

5 foreach neighbor of vertex do

6 sg' < removeVertex (simpleGraph, vertex)

7 sg” < removeVertex (sg’, neighbor)

8 if 3EdgeColour(sg”) = false then

9 t critical < false

10 if critical = false then

11 sg' < removeVertex (simpleGraph, verter)

12 foreach vertex’ of s¢’ do

13 sg" + removeVertex(sq’, vertexr’)

14 if 3EdgeColour(sg") = true then

15 vertexSubcritical < true

16 L break

17 vertexSubcritical < false

18 if vertexSubcritical = false then

19 return /* there exist a wvertex of sg for which doesn’t
exist wvertex’ of sg’ such that s¢” is colorable */

20

21 return

Test hranovej subkritickosti Ak sa ukézalo, ze dany graf je kriticky tento test
nie je nutné spustit. Ak vsak graf kriticky nie je, musime testovat aj jeho hranovi
subkritickost a teda pre kazdid dvojicu hrdn tieto odstranit a overit, ¢i graf po ich

odstraneni je ofarbitelny alebo nie. Tento algoritmus vidime v 5.
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Algorithm 16: TESTEDGESUBCRITICALITY

Input: Cubic graph simpleGraph
Output: Edge subcriticality property of given graph
1 edgeSubcritical < true
2 foreach edge of simpleGraph do
3 sg’ < removeEdge (simpleGraph, edge)
4 foreach edge’ of s¢g’ do

5 sg" < removeEdge (sg’, edge’)

6 if 3EdgeColour(sqg”) = true then
7 edgeSubcritical < true

8 break

9 edgeSubcritical < false

10 if edgeSubcritical = false then

11 return false

12 return true
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Priloha E
Konstrukcie snarkov

Zo snarkov vieme roznymi sposobmi skonstruovat viicsie snarky. Niektoré z tychto
sposobov si struc¢ne ukazeme v nasledujicej podkapitole. Pre vécsinu tychto konstrukeii
st zasadné odstranitelné hrany a vrcholy, ich dvojice, resp. kombindcie. Prave z tohto
dovodu moze testovanie chromatickych vlastnosti tizko stvisief aj s konstrukciami

novych snarkov. Napriklad vieme, Ze kazd4 odstrénitelnd dvojica hrdn umoziuje I-

extenziu snarku.

4-stGc¢in  (alebo dot-produkt) dvoch snarkov G a H vznikne nasledovne. Vezmeme
dve nesusedné hrany e = (ay,as) a f = (by,by) a odstrdnime ich z grafu G. Potom
zoberieme dvojicu vrcholov {z,y} grafu H takd, ze x susedi s vrcholmi {a},ab} a 'y
susedi s vrcholmi {b},b,}. Vrcholy {z,y} spolu s ich hranami odstrdnime z grafu H.
Dalej spojime vrcholy (ay, ) (ag, ab)(by, 0,)(ba, b,). Graf, ktory vznikol sicinom grafu

G a H bude snark. [51]

/
by

/ \ by . v )

Obr. 30: Vlavo dvojica hran v grafe G a dvojica vrcholov x,y v grafe H. Vpravo vidime aplikovany 4-siéin po odstraneni

dvoch hran z grafu G a dvoch vrcholov z grafu H.
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I-extenzia zvicsi snark o dva vrcholy. Pre jej realizaciu potrebujeme dvojicu od-
stranitelnych hran. Do stredu kazdej z tychto hran vloZime novy vrchol a tieto dva

novovzniknuté vrcholy spojime hranou. Ilustracia na obrazku 31.

Obr. 31: Vlavo dvojica odstranitenych hran v grafe G. Vpravo aplikovand I-extenzia na pévodnt dvojicu hrén.

Y-extenzia zvicsi snark o 4 vrcholy. Potrebujeme trojicu odstrdnitelnych hran. Do
stredu kazdej z nich vlozime vrchol. Do grafu priddme d'alsi, stvrty vrchol a spojime
ho s tromi ostatnymi novymi vrcholmi, ktoré vznikli na danych hranéch. Priklad Y-

extenzie mozeme vidiet na obrazku ¢. 32.

Obr. 32: Vpravo aplikovana Y-extenzia na péovodnu trojicu hran.

2I-extenzia Pre 2I extenziu potrebujeme dve dvojice susednych hran (u,v), (v,w) a
(x,y), (v,2). Do kazdej z hrédn vlozime novy vrchol a hranami prepojime novovzniknuté
vrcholy (uv, xy) a (vw, yz). Priklad 2I extenzie mozeme vidiet na obrazku 33.

Dalsie moznosti transformdcie snarku si napriklad aj 2-sum, 3-sum, O-extenzia,
5-sti¢in. Pri testovani chromatickych vlastnost{ je dobré si véimat aj odstrénitené ne-
susedné hrany, pretoZe pomocou nich cez I-extenziu vieme snark rozsirit. Je Tahko

dokdzatelné, Ze odstranitelna dvojica je zdrovein aj rozsiritelna.
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Obr. 33: Vlavo dve dvojice susednych hran v grafe G. Vpravo aplikovans 2I-extenzia na vybrané hrany.
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