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Fakulta informačńıch technologíı
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Abstrakt

Na mnoho dnešńıch systémů, např. vestavných, jsou kladeny vysoké nároky
na splněńı specifikaćı, které často záviśı na jevech z fyzikálńıho okoĺı. Pro rozsáhlé
systémy se osvědčuje použit́ı formálńı verifikace jako nástroje pro garanci
splněńı specifikaćı.

Formálńı verifikace exaktně ověřuje matematický model systému; jedńım
z použ́ıvaných postup̊u je např. SAT. Problém nastává, když potřebujeme v mo-
delu použ́ıt také diferenciálńı rovnice (ODE), které jsou pro popis fyzikálńıch
jev̊u zcela přirozené.

Práce se zabývá ověřeńım konceptu, který kombinuje SAT i ODE a lze
použ́ıt např. pro formálńı verifikaci model̊u vestavných systémů. Takové řešiče
již existuj́ı (např. dReal), ale jsou v praxi těžko použitelné, jelikož při řešeńı
ODE v́ıce dbaj́ı na přesnost, ale jsou pomalé. Ćılem bylo pro ODE použ́ıt
klasických numerických metod, které mohou být méně přesné, ale jsou rychleǰśı.

Součást́ı práce je prototyp nástroje nazvaný SOS (SMT+ODE Solver),
který kombinuje SMT (rozš́ı̌reńı problému SAT) s diferenciálńımi rovnicemi.
SMT a ODE řešiče jsou oba nezávislé od ostatńıch komponent. Použit byl řešič
odeint, a z SMT řešič̊u to byly CVC4 a z3.

Hlavńımi výstupy jsou zjǐstěńı, že použit́ı klasických numerických metod
urychluje celkový výpočet, a dále, že výpočet úloh s přesnými počátečńımi
podmı́nkami (IVP) je mnohem rychleǰśı, než úloh s intervaly (IIVP). Intervaly
lze přitom efektivně aproximovat výčty hodnot v logickém součtu. Tato zjǐstěńı
potvrzuj́ı náš zvolený koncept, a byla ověřena v některých př́ıkladech, kdy byl
náš postup rychleǰśı, než u stávaj́ıćıho řešiče dReal.

T́ım bylo dosaženo ćıle v praxi použitelněǰśıho př́ıstupu k formálńı verifikaci
systémů s diferenciálńımi rovnicemi. Práce by měla sloužit jako zdroj inspirace
pro vývojáře pr̊umyslových nástroj̊u, anebo by také mohla být nadále vyv́ıjena
a zefektivňována v rámci stávaj́ıćıho projektu s otevřenými zdrojovými kódy.

Kĺıčová slova SAT, SMT, SMT-LIB, numerické metody řešeńı ODE, formálńı
verifikace, vestavné systémy, analýza model̊u hybridńıch systémů
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Abstract

Many nowadays systems, namely embedded, are insisted to satisfy high
specification requirements, which often depend on physical features of real
world. Formal verification showed to be convenient method to guarantee
specifications fulfillment in complex systems.

Formal verification checks mathematical model of a system exactly; one
of used approaches is e.g. SAT. Problem arises when one needs to use another
means of modelling—differential equations (ODEs), which describe physical
features natively.

Goal of this paper is to prove a concept which combines SAT with ODEs
and can be used e.g. to formally verify models of embedded systems. Such
solvers already exist (e.g. dReal), but their usage in industry is limited due
to their preference of accuracy over speed in ODEs. The objective was to apply
classic numerical methods for solving ODEs, which are less accurate, but faster.

This work includes prototype implementation named SOS (SMT+ODE
Solver), which combines SMT (extension of SAT) with ODEs. SMT and ODE
solvers are both independent of rest components. Used solvers are odeint and
from SMT solvers CVC4 and z3.

The major observations are that using classic numerical methods fastens
overall computation, and that computation time of tasks with precise initial
values (IVP) is much smaller than at tasks with intervals (IIVP). And intervals
can be effectively approximated by value enumerations in logical sum. These
observations approve our chosen concept and were verified in some examples,
where our procedure was faster than in current solver dReal.

Thus the goal of a more appropriate method for industry needs, in the field
of formal verification with ODEs, has been reached. This work is assumed
to serve as a source of inspiration to industry tools’ designers. Or, it can be
developing and improving henceforth inside the current open-source project.

Keywords SAT, SMT, SMT-LIB, numerical methods for ODEs, formal
verification, embedded systems, hybrid systems model analysis
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B.2 Návod k sestaveńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
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4.1 Blokové schema modelu komponent implementovaného prototypu . 54
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podmı́nkami) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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E.2 Termostat s délkou fáze 0,4 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
E.3 Termostat v dReal s délkou fáze 0,4 . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

xi





Seznam tabulek

4.1 Struktura Const ids rows pro ODE s kĺıčem x . . . . . . . . . . . 58
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Úvod

Většina veřejnosti, a nejen té laické, si z informačńıch technologíı jako prvńı
vybav́ı stolńı poč́ıtače, notebooky či mobily. Dnešńı mobilńı telefony jsou
specifické t́ım, že jejich funkce souviśı s vněǰśımi podněty z reálného světa: ko-
munikuj́ı přes r̊uzná bezdrátová připojeńı, pořizuj́ı zvukové i obrazové záznamy,
ovládaj́ı se dotykovou obrazovkou, atd. To všechno znamená interakci s fy-
zikálńım světem pomoćı r̊uzných sńımač̊u a akčńıch člen̊u. Existuje však odvětv́ı
zař́ızeńı, které se např. od mobil̊u lǐśı v jedné naprosto zásadńı specifikaci. Jsou
to bezpečnostně kritické systémy reálného času, jejichž hlavńı rozd́ıl tkv́ı v tom,
že dané akce, které záviśı na vněǰśıch podnětech, muśı být bezpodmı́nečně
vykonány v rámci daného časového intervalu. Jakmile se to nestane (at’ už
opožděně nebo v̊ubec), dojde k nějaké katastrofě, jej́ıž následky budou drahé
(finančńı prostředky, ale i lidské životy). Pokud se jedinci opozd́ı př́ıjem mo-
bilńıho hovoru, bude ho to jistě mrzet méně (alespoň to předpokládejme), než
když se opozd́ı reakce na sešlápnut́ı brzdového pedálu. Je tedy nutné zavést
určité garance. Typickým př́ıkladem takových systémů jsou např. dopravńı
prostředky (letadla, tramvaje), pr̊umyslová zař́ızeńı (robotické stroje) a obecně
vestavné systémy. S rostoućımi požadavky na tyto systémy závratně roste počet
r̊uzných stav̊u, ve kterých se mohou nacházet, a které také chceme rozlǐsovat
na př́ıpustné a nepř́ıpustné. Jak lze ale uchopit takto komplexńı problémy,
které ještě muśı splňovat časové požadavky? Jak specifikace garantovat?

Takové systémy už lidstvo použ́ıvá mnoho deśıtek let, přesto je téma této
práce aktuálńı. Je to zp̊usobeno t́ım, že do určité doby stačilo tyto systémy jen
simulovat, tj. vygenerovat reprezentativńı sadu vstupńıch dat a kontrolovat
výstupy, zda odpov́ıdaj́ı zadáńı. Tento postup se nazývá funkčńı verifikace. To
naráž́ı na pot́ıž, že u bezpečnostně kritických aplikaćı je záhodno testovat téměř
všechny možné př́ıpustné vstupy. Vzhledem k tomu, že množstv́ı kombinaćı
r̊uzných vstupńıch dat roste exponenciálně s počtem sledovaných specifikaćı,
došli někteř́ı vývojáři do bodu, kdy byl tento postup testováńı již př́ılǐs dlouhý,
drahý a nespolehlivý. Tehdy se začal použ́ıvat i jiný zp̊usob ověřeńı spolehlivosti
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Úvod

systémů, pomoćı jejich modelu — matematického popisu, který zanedbává
ned̊uležitá hlediska a soustřed́ı se na funkce systému. Pro takový zjednodušený
model systému potom lze formálně (tj. exaktně, zcela přesně) dokázat, zda
mohou či nemohou nastat zakázané stavy. Tento postup se nazývá formálńı
verifikace.

Ve své práci se zabývám možnými nástroji slouž́ıćımi k ověřeńı takových
model̊u systémů. Jedńım z nejznáměǰśıch př́ıstup̊u je aplikace problému splni-
telnosti Booleovské formule: SAT (angl. Boolean satisfiability problem), v němž
lze např. ověřit splnitelnost formule reprezentuj́ıćı chováńı vestavného systému.
Tento problém je podrobně prozkoumán a v praxi často použ́ıván. Přesto, že se
jedná o NP-úplný problém, jsou jeho dnešńı řešiče velmi efektivńı. Tyto řešiče
jsou ale relativně limituj́ıćı v tom smyslu, že povoluj́ı pouze proměnné Boole-
ovského typu. V minulém desetilet́ı započal fenomén zobecněného problému,
který operuje i s daľśımi typy proměnných, zejména aritmetických: SMT (angl.
Satisfiability Modulo Theories) [1][2]. Vstupńı formule tohoto problému maj́ı
větš́ı vyjadřovaćı schopnost a jsou lépe uchopitelné pro návrháře, jelikož zpra-
vidla umožňuj́ı použit́ı aritmetických rovnic a nerovnic. Takovými formulemi
lze popsat velké množstv́ı model̊u systémů, přesto jsou však v některých
př́ıpadech stále nedostatečné. A těchto př́ıpad̊u rozhodně neńı málo: jedná
se právě o př́ıpady, kdy je nutné do modelu zahrnout fyzikálńı, chemické aj.
jevy z reálného světa, pro které je zcela přirozené, že jsou popsány obyčejnými
diferenciálńımi rovnicemi (ODE, angl. Ordinary differential equation) [3][4],
které v obecném př́ıpadě problém SMT neovládá.

Takový nástroj by měl mnoho možných uplatněńı, např. ověřeńı model̊u
regulátor̊u, které maj́ı udržovat danou veličinu ve stanovených meźıch; návrh
model̊u popisuj́ıćıch dynamiku nějakých těles tak, aby nedocházelo ke koliźım
s ostatńımi; experimentováńı se specifikacemi spolehlivostńıch model̊u, atd.
Ukázkový motivačńı př́ıklad je uveden v př́ıloze E.

Ćıl práce

SMT řešiče [5][6] a řešiče diferenciálńıch rovnic [7][8] již existuj́ı, ale většinou jen
separátně. Existuj́ı i řešiče, které již obě domény kombinuj́ı (např. dReal [9]),
nicméně zat́ım se jev́ı jako těžko uplatnitelné v praxi, protože jsou př́ılǐs
pomalé. Př́ıčinou je to, že použ́ıvaj́ı intervalovou aritmetiku, č́ımž kladou d̊uraz
na přesnost a umožňuj́ı garanci maximálńı chyby. Tento př́ıstup se týká strany
ODE řešiče.

Mým úkolem bylo ověřit odlǐsný př́ıstup v řešeńı ODE pomoćı klasických
numerických metod [10], které neposkytuj́ı exaktńı garance chyb a mohou
být méně přesné. Tyto metody pracuj́ı s úlohami, které maj́ı přesné vstupńı
podmı́nky (IVP). Od tohoto postupu se očekávalo, že bude mnohem rychleǰśı,
a tedy i lépe použitelný v praxi. Součást́ı práce je prototyp nástroje, který
implementuje avizované postupy, pro účely ověřeńı zvoleného konceptu.
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Požadavky zadáńı

Výsledky. Navržený koncept se podařilo potvrdit. Největš́ı rozd́ıl byl pozo-
rován obecně mezi úlohami IVP a úlohami s intervaly (IIVP), a to bez ohledu
na použitý řešič. Úlohy IVP se ukázaly jako mnohem snazš́ı pro výpočet, a jak
náš řešič, tak řešič dReal, tyto úlohy poč́ıtal relativně rychle.

V př́ıkladech, kde tomu nebránila naše nedostatečná implementace, si
poč́ınalo naše řešeńı rychleji, než řešič dReal. Konkrétně se jednalo např.
o modelový př́ıklad elektrického oscilátoru, jehož změny diskrétńıho stavu
záviśı pouze na čase, v němž naše nejlepš́ı testovaná konfigurace dosáhla téměř
pětinásobně kratš́ıho času. T́ım se potvrdilo, že je zvolený koncept pro ODE
řešič efektivněǰśı.

Úspěchu jsme dosáhli i přesto, že se zat́ım jedná pouze o prototypovou
implementaci, zat́ımco dReal pocháźı z disertačńı práce na Carnegie Mellon
University pod vedeńım Edmund M. Clarka (nositel Turingovy ceny) a je již
několik let ve vývoji.

Požadavky zadáńı

Zadáńı požaduje propojeńı existuj́ıćıch SMT a ODE řešič̊u a s t́ım souvisej́ıćı
úkoly:

• provést potřebnou rešerši (viz. dále),

• navrhnout společné rozhrańı a vstupńı jazyk pro SMT i ODE na základě
SMT-LIB standardu [11],

• připojit ODE řešič použ́ıvaj́ıćı klasické numerické metody,

• navrhnout ř́ıd́ıćı algoritmus,

• implementovat návrh,

• srovnat výkonnost navrženého konceptu s existuj́ıćım řešičem dReal a
dosáhnout pokud možno větš́ı výkonnosti.

Rešerše. Zadáńı vyžadovalo seznámeńı se s uvedenými problémy a exis-
tuj́ıćımi nástroji:

• teoretické podklady problémů SAT, SMT a ODE,

• obecné možnosti řešeńı problémů,

• rešerše samostatných SAT či SMT řešič̊u a analýza jejich použit́ı,

• studováńı SMT-LIB standardu,

• rešerše ODE řešič̊u, které použ́ıvaj́ı klasické numerické metody, a analýza
jejich použit́ı,

• seznámeńı se se stávaj́ıćımi řešiči kombinuj́ıćımi SAT a ODE, které ale
použ́ıvaj́ı pomalou intervalovou aritmetiku,

• inspirovat se zejména těmito řešiči při návrhu vstupńıho jazyka a ř́ıd́ıćıho
algoritmu.
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Úvod

Struktura a návaznost

Předpokládaným postupem práce bylo vhodně zvolit oba jednotlivé existuj́ıćı
řešiče, definovat společný vstupńı jazyk, implementovat řešiče či jejich adaptéry
a propojit je. A na závěr to nejd̊uležitěǰśı: ve výsledném nástroji experimentovat
s r̊uznými modely systémů a výsledky porovnat se stávaj́ıćım řešičem dReal.

Mou osobńı motivaćı k tématu bylo zejména mé zaĺıbeńı v SAT řešič́ıch, se
kterými jsem v minulosti reálně pracoval, a obecně ve formálńı verifikaci.

Text této práce postupuje od teoretických podklad̊u přes rozbor možných
řešeńı formulovaných problémů, návrh a následně realizaci zvoleného řešeńı,
a konč́ı experimentálńı část́ı, která se zabývá konkrétńımi př́ıklady model̊u,
měřeńım výkonnosti a srovnáńım nástroje s řešičem dReal. Zv́ıdavému čtenáři
by nemělo uniknout množstv́ı př́ıloh obsahuj́ıćıch př́ıdavné informace a př́ıklady.
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Kapitola 1

Teoretická část

V této kapitole se zabývám teoretickými podklady problémů spjatými s touto
praćı. Pojmy neuvád́ım zcela přesně, sṕı̌se dávám přednost srozumitelnosti.
Tato práce klade větš́ı d̊uraz na praktickou část.

1.1 Formulace problémů

Tato sekce popisuje konkrétńı problémy a jejich varianty, kterými se v této
práci zabývám. Možnosti jejich řešeńı jsou uvedeny až v následuj́ıćı kapitole.

1.1.1 Problém splnitelnosti: SAT

Problém splnitelnosti Booleovské formule je základńım problémem ze tř́ıdy
NP-úplných problémů1 v oboru teorie složitosti. Jedná se o široce studovaný
problém implementovaný v řadě velmi efektivńıch specializovaných řešič̊u, které
jsou využ́ıvány v r̊uzných aplikaćıch, d́ıky možnosti převoditelnosti. Přestože
se jedná o těžký problém, i rozsáhlé praktické instance (např. se stovkami tiśıc
proměnných) je možné řešit rychle, nebot’ výskyt instanćı s těmi nejobt́ıžněǰśımi
kombinacemi je v praxi nepravděpodobný.

SAT je definován jako úloha nalezeńı ohodnoceńı Booleovských proměnných
y ve formuli F v Booleově algebře, tj.

∃y : F (y) = 1 (1.1)

Výstupem je bud’ nalezené ohodnoceńı y, nebo (typicky) unsat v př́ıpadě, že
formule neńı splnitelná.

Základńı verze obsahuje existenčńı kvantifikátor ∃. Pokud je použit obecný
kvantifikátor ∀, jedná se o problém tautologie, který je co-NP-úplný (doplněk
k NP-úplnému). Pokud je povolena kombinace obou kvantifikátor̊u, hovoř́ıme

1U tohoto NP problému bylo jako u prvńıho prokázáno, že na něj lze v polynomiálńım
čase převést jakoukoli úlohu ze tř́ıdy NP [12].
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1. Teoretická část

o problému kvantifikované Booleovské proměnné (angl. QBF) a dostáváme se
o tř́ıdu složitosti výše.

Existuj́ı i optimalizačńı varianty tohoto problému, často ve formě vážené
splnitelnosti, kde proměnné nebo klauzule maj́ı přǐrazeny váhy a úkolem je
nalézt řešeńı s maximálńı vahou proměnných či klauzuĺı, které jsou či nejsou
splněny, apod.

Bounded Model Checking (BMC) (omezené ověřeńı modelu) je jedna
z hlavńıch aplikaćı SAT problému, které slouž́ı k automatizované formálńı
verifikaci systému reprezentovaného přechodovým systémem [13]. Hlavńım ćılem
je dokázáńı správnosti modelu, tj. zda neńı možné dospět do zakázaných stav̊u.
K účel̊um specifikace takových přechodových systémů lze použ́ıt temporálńı
logiku, většinou LTL nebo CTL.

Základńı myšlenka techniky BMC spoč́ıvá v symbolickém nalezeńı pro-
tipř́ıkladu, který má omezenou délku, v̊uči zkoumané formuli ze specifikaćı.
Využ́ıvá SAT řešiče — nalezeńı ohodnoceńı proměnných znamená nalezeńı
protipř́ıkladu, neboli porušeńı specifikaćı. Opačný př́ıpad je obt́ıžněǰśı, nebot’ te-
prve projit́ı cest pokrývaj́ıćıch všechny dosažitelné stavy dokazuje, že zakázané
stavy nemohou nastat, což může vyžadovat prohledáńı obrovského stavového
prostoru. Algoritmus se tedy opakuje se zvyšuj́ıćı délkou zkoumaných cest
dokud neńı nalezen protipř́ıklad, nebo dokud neńı dosaženo maximálńı meze.

Alternativńı použit́ı BMC spoč́ıvá ve zkoumáńı negované formule — potom
nalezeńı protipř́ıkladu omezené délky naopak znamená, že formule je vždy
splněna.

1.1.2 Satisfiability Modulo Theories (SMT)

Jedná se o rozš́ı̌reńı problému SAT o daľśı domény než je Booleova algebra, tzn.
dokáže operovat i s proměnnými, jejichž definičńı obor je rozsáhleǰśı než jen
{0, 1}, nemuśı být dokonce ani konečný2 (např. v našem př́ıpadě kombinováńı
s ODE jsou typickou doménou reálná č́ısla). Stále je hlavńım zájmem ověřováńı
splnitelnosti vstupńıch formuĺı.

Kĺıčovým pojmem v SMT je teorie, která je zodpovědná za definováńı
funkćı a pravidel nad jej́ımi prvky. Speciálńım př́ıpadem teorie je též teorie
Booleovy algebry, která bývá v SMT řešič́ıch implementována jako teorie
základńı.

Hlavńı motivaćı SMT oproti SAT je využit́ı aritmetických funkćı a pravidel,
které zlepšuj́ı vyjadřovaćı schopnosti daného jazyka. Řešeńı SMT může být
také efektivněǰśı, než kdyby byla formule celá zakódována do SAT. Složitost
rozhodováńı SMT se ale dramaticky lǐśı s ohledem na zvolenou teorii: může
být i polynomiálńı, ale i horš́ı než exponenciálńı [14].

2Zat́ım se bav́ıme o matematickém modelu, v konečném d̊usledku jsou však domény
v implementaćıch vždy konečné, protože poč́ıtače maj́ı omezenou velikost. Univerzum však
neńı v SMT podstatné.
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1.1. Formulace problémů

1.1.2.1 Teorie

Teorie prvńıho řádu (angl. First-order theory) je vyjádřena v predikátové logice
prvńıho řádu3. Teorie definuje konečně mnoho pravidel nad abstraktńımi prvky,
tj. aniž by definovala jejich univerzum; postup je opačný — př́ıpustné prvky
jsou určeny výhradně jako d̊usledek pravidel teorie.

(Predikátová) logika prvńıho řádu (angl. First-order logic, FOL). Hlavńı
rozd́ıl oproti Booleově algebře (resp. výrokové logice) je ten, že termy formuĺı
mohou být hodnoty libovolné domény [14].

Formule FOL se skládaj́ı z proměnných a konstant, predikát̊u, funkćı,
logických operaćı a kvantifikátor̊u. Termy jsou konstanty, proměnné a funkce.
Predikáty jsou funkce, které nabývaj́ı jen logických hodnot. Literál je logická
proměnná či konstanta, predikát, nebo jejich negace.

Interpretace formule přǐrazuje elementy, funkce a predikáty nad nějakou
konkrétńı doménou symbol̊um konstant či proměnných, funkćı a predikát̊u
formule. Formule je nazývána jako splnitelná, pokud existuje interpretace, v ńıž
je formule vyhodnocena jako pravdivá. Splnitelnost je primárńım rozhodovaćım
problémem ve FOL.

Formálńı jazyk FOL je definován jako množina správně formovaných
formuĺı, které jsou splnitelné. Jazyk je rozhodnutelný, pokud existuje konečný
algoritmus, který korektně rozhoduje, zda libovolné slovo patř́ı či nepatř́ı do
jazyka.

FOL obecně neńı rozhodnutelná, některé teorie však ano. Důležité u teoríı
(či alespoň některých jejich podmnožin) je zejména to, aby byly rozhodnutelné
efektivně, a ne nutně obecně, ale v praktických př́ıpadech. Dı́ky rozhodnutelnosti
lze pak formule automatizovaně analyzovat.

Definice. Teorie je definována značeńım a množinou axiom̊u. Značeńı je
množina symbol̊u konstant, funkćı a predikát̊u bez konkrétńıho významu.
Axiom je uzavřená FOL formule obsahuj́ıćı pouze prvky ze značeńı teorie.
Formule teorie mohou proti axiomům nav́ıc obsahovat proměnné, logické
operace a kvantifikátory.

Fragment teorie je jej́ı podmnožina př́ıpustných formuĺı. Častým fragmen-
tem teoríı je fragment bez kvantifikátor̊u4. Fragmenty jsou užitečné zejména
v př́ıpadech, kdy jsou lépe rozhodnutelné. Obecně lze ř́ıci, že č́ım limitovaněǰśı
teorie je, t́ım má bĺıže k rozhodnutelnosti5.

3Vyšš́ı řády povoluj́ı predikáty uvnitř predikát̊u či funkćı apod.
4Tyto formule však stále implicitně obsahuj́ı univerzálńı kvantifikátory pro všechny

proměnné.
5FOL je též teorie, ale nijak limitovaná — bez axiomů.
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1. Teoretická část

Součást́ı každé formule teorie jsou implicitně také všechny jej́ı axiomy. Proto
je nutné vždy uvést, jaká teorie má být použita. Př́ıklady teoríı jsou teorie
celých či reálných č́ısel a teorie r̊uzných datových struktur (pole, seznam, bitový
vektor, fronta, hash tabulka, . . . ) apod. Základńı př́ıklady jsou rozvedeny dále
podle [14].

Teorie rovnosti. Kromě symbol̊u konstant, funkćı a predikát̊u obsahuje jen
jediný interpretovaný binárńı predikát =, jehož chováńı je definováno axiomy:

1. Reflexivita: ∀x : x = x

2. Symetrie: ∀x, y : x = y ⇒ y = x

3. Tranzitivita: ∀x, y, z : x = y ∧ y = z ⇒ x = z

4. Funkčńı kongruence: ∀x, y : (∀i = 1, . . . , n : xi = yi) ⇒ f(x) = f(y)
pro všechna kladná přirozená č́ısla n a n-árńı funkce f .

5. Predikátová kongruence: ∀x, y : (∀i = 1, . . . , n : xi = yi) ⇒ p(x) ⇔ p(y)
pro všechna kladná přirozená č́ısla n a n-árńı predikáty p.

Teorie rovnosti je nerozhodnutelná stejně jako FOL, protože povoluje
všechna značeńı (obsahuj́ıćı =). Nicméně, fragment bez kvantifikátor̊u už je
efektivně rozhodnutelný.

Teorie celých č́ısel. Existuj́ı tři základńı teorie celých č́ısel:

Peanova aritmetika má značeńı {0, 1, +, ·, =} (0, 1 jsou konstanty; +, ·
binárńı funkce; a = binárńı predikát) a následuj́ıćı axiomy:

1. ∀x : ¬(x + 1 = 0)

2. ∀x, y : x + 1 = y + 1 ⇒ x = y

3. F (0) ∧ (∀x : F (x) ⇒ F (x + 1)) ⇒ ∀x : F (x)

4. ∀x : x + 0 = x

5. ∀x, y : x + (y + 1) = (x + y) + 1

6. ∀x : x · 0 = 0

7. ∀x, y : x · (y + 1) = x · y + x

Tyto axiomy definuj́ı sč́ıtáńı, násobeńı a rovnost přirozených č́ısel a také indukci
(axiom 3). Tato teorie bohužel neńı rozhodnutelná (ani bez kvantifikátor̊u; na
vině je operace násobeńı) a dokonce neńı ani úplná6.

Presburgerova aritmetika vycháźı z Peanovy, ale vynechává operaci
násobeńı, a tedy i axiomy 6 a 7. Tato teorie je již rozhodnutelná, a to dokonce
i s kvantifikátory. Operace odč́ıtáńı a nerovnost́ı je možné modelovat7, a je
tedy možné vyjádřit celou teorii celých č́ısel bez násobeńı.

6Tj. existuj́ı v ńı formule, které nelze dokázat.
7Odč́ıtáńı převedeńım na druhou stranu rovnosti, a nerovnosti přičteńım nové konstanty

do rovnosti.

8



1.1. Formulace problémů

Teorie celých č́ısel má stejné vyjadřovaćı schopnosti jako Presburgerova
aritmetika, ale má přirozeněǰśı a př́ıvětivěǰśı značeńı: obsahuje všechna celá
č́ısla jako konstanty, operaci odč́ıtáńı a predikáty nerovnost́ı. Také obsahuje
unárńı funkce umožňuj́ıćı použ́ıvat celoč́ıselné násobky proměnných.

Nadále budou použ́ıvány dva pojmy: lineárńı, resp. nelineárńı teorie celých
č́ısel jako teorie celých č́ısel bez násobeńı, resp. s násobeńım.

Teorie reálných č́ısel. I zde se teorie děĺı na lineárńı a nelineárńı s ohledem
na použit́ı operace násobeńı.

Nelineárńı teorie reálných č́ısel bývá také označována jednoduše jako
teorie reálných č́ısel. Má značeńı {0, 1, +, −, ·, =, ≥} a obsahuje komplexńı
axiomatizaci zahrnuj́ıćı všechny axiomy:

1. tělesa nad (+, ·) (tj. axiomy Abelovské grupy nad (+) a okruhu nad (·)),

2. úplného uspořádáńı ≥,

3. uspořádaného tělesa (nav́ıc uspořádanost sč́ıtáńı a násobeńı),

4. existence kvadratického kořene pro všechny elementy,

5. existence alespoň jednoho kořene všech polynomů lichého stupně.

Tato teorie je rozhodnutelná i s násobeńım, nicméně asymptotická složitost
rozhodovaćı procedury je dvojnásobně exponenciálńı.

Lineárńı teorie reálných č́ısel, také označována jako teorie racionálńıch
č́ısel8, omezuje nelineárńı teorii reálných č́ısel vyjmut́ım operace násobeńı a
s t́ım i axiomů pro násobeńı a existenci kořen̊u; k tomu přidává axiom, že
neutrálńı prvek (0) je jediným prvkem s konečným řádem v Abelovské grupě
nad (+); a axiom o dělitelnosti prvk̊u (každý prvek je sumou jiného prvku).
Horńı asymptotická složitost se u této teorie sice nezměnila, ale v pr̊uměru je
tato teorie efektivně rozhodnutelná, zejména jej́ı fragment bez kvantifikátor̊u.

Teorie mohou být navzájem kombinovány (např. teorie poĺı společně s teoríı
celých č́ısel) při splněných určitých podmı́nek, např. jejich značeńı by měla být,
až na výjimku predikátu =, disjunktńı (jinak je nutné společné symboly zavést
nově). Tato možnost je poměrně d̊uležitá, jinak by bylo zaváděńı kombinace
teoríı jako explicitńı nové teorie komplikované.

1.1.3 Ordinary differential equation (ODE)

Diferenciálńı rovnice je rovnice pro nějakou neznámou funkci a obsahuj́ıćı jej́ı
derivace, což je běžné pro fyzikálńı vztahy reálného světa. Obyčejná diferenciálńı
rovnice (ODE) obsahuje derivace vztažené pouze k jediné nezávislé proměnné,
což je zpravidla čas. Řešeńı tohoto speciálńıho př́ıpadu je obecně mnohem

8Důvod je ten, že každá interpretace teorie, vzhledem k jej́ım axiomům, je ekvivalentńı
s použit́ım jak domény reálných, tak racionálńıch č́ısel.
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1. Teoretická část

jednodušš́ı, přesto však stále neńı obecně možné nalézt analytické řešeńı, a
proto se použ́ıvaj́ı numerické metody [8][4].

Kromě omezeńı na ODE dále vymezuji následuj́ıćı vlastnosti: diferenciálńı
rovnice je prvńıho řádu9, má pevné počátečńı podmı́nky — Initial value problem
(IVP), a je explicitńı10.

Existuje několik možných formulaćı tohoto problému, zde je definován
jako hledáńı řešeńı soustavy rovnic n neznámých funkćı (s výše uvedenými
vlastnostmi):

ẏ(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

(1.2)

kde t ∈ R je nezávislá proměnná a R je množina reálných č́ısel; ∀i = 1, . . . , n :
yi ∈ y : R → R je neznámá diferencovatelná funkce t, ẏi ∈ ẏ je derivace yi

podle t, a f i ∈ f : Rn+1 → R je funkce Lipschitz-spojitá v y 11; t0 ∈ R je
počátečńı hodnota nezávislé proměnné t, která společně s y0 ∈ Rn určuje
počátečńı podmı́nky. Pro jednoduchost nejsou uvažovány př́ıpady, kdy některá
funkce neńı definována na celé R.

Vztahy (1.2) lze přepsat do ekvivalentńıho tvaru s integrálem [3]:

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(τ, y(τ)) dτ (1.3)

proto bývaj́ı někdy numerická řešeńı ODE nazývány jako numerická integrace.

1.2 Hybridńı systémy

(Dynamický) systém se nazývá hybridńım, pokud vykazuje jak diskrétńı, tak
spojité změny. Diskrétńı změny jsou charakterizovány skoky (angl. jumps),
spojité toky (angl. flows); tyto pojmy ale nebudou př́ılǐs použ́ıvány. Skoky jsou
obvykle popsány konečným automatem, toky pomoćı soustav ODE.

Diskrétńı systémy se použ́ıvaj́ı pro jejich snadný návrh a analýzu; spojité
zejména proto, že popisuj́ı procesy z reálného světa (fyzikálńı, chemické,
biologické, . . . ), jelikož čas je spojitý. Všechny digitálńı poč́ıtače jsou diskrétńımi
systémy s omezenou přesnost́ı, je na nich však možné spojité jevy aproximovat.

Hybridńı systémy musej́ı interagovat s vněǰśım světem, často v reálném
čase. Jedná se tedy o reaktivńı systémy. Obvyklými požadavky na tyto systémy
jsou (kromě jiných) spolehlivost a bezpečnost12. Aby mohly být tyto vlastnosti
do vysoké mı́ry zaručeny, je nutné využ́ıt matematický aparát.

9Rovnice obsahuje pouze prvńı derivace, což však neńı omezuj́ıćı, nebot’ každá rovnice
vyšš́ıch řád̊u lze přepsat na soustavu rovnic prvńıho řádu [15][3].

10Derivace funkce je řešena explicitně, tj. nevyskytuje se jako argument jiné funkce.
11Tento předpoklad podle Picard–Lindelöfova teorému zaručuje, že řešeńı takové ODE

existuje právě jedno; viz. [3].
12V tomto př́ıpadě je mı́něna bezpečnost z hlediska spolehlivého selháńı neohrožuj́ıćı

majetek či lidi (angl. safety). Bezpečnost ve významu zabezpečeńı v̊uči neautorizovanému
př́ıstupu (angl. security) je často také d̊uležitá.
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1.2. Hybridńı systémy

OnOff

Obrázek 1.1: Ukázka hybridńıho automatu modelu termostatu

x znač́ı teplotu.

Hybridńı automat. Hybridńı systém lze jako celek matematicky modelovat
jako hybridńı automat. Stav hybridńıho automatu je definován diskrétńım
ř́ıd́ıćım módem a spojitými proměnnými. Diskrétńı změna stavu odpov́ıdá skoku
(v konečném automatu), spojitá změna pak toku (pr̊uběhu ODE). Módy mohou
mı́t také definovány invarianty. Jednoduchá ukázka hybridńıho automatu je
uvedena na obrázku (1.1).

Dále budou v textu preferovány pojmy diskrétńı stav před módem a spojitý
stav před (spojitými) proměnnými.

Analýza hybridńıho systému pak spoč́ıvá v rozhodováńı o množině stav̊u,
zda je dosažitelná či naopak a za jakých podmı́nek.

Existuje několik nástroj̊u analyzuj́ıćıch hybridńı systémy modelované jako
hybridńı automaty, ale většinou nejsou založeny na problému SAT.

Obě domény samostatně se dnes použ́ıvaj́ı standardně pro modelováńı
systémů a jejich analýzu; k tomu jsou hojně využ́ıvány SAT či SMT řešiče
pro diskrétńı a ODE řešiče pro spojité systémy (a nebo i jiné postupy). Výzvou
této práce je ověřit koncept, který obě domény kombinuje a současně využ́ıvá
nástroj̊u vycházej́ıćıch z fenoménu problému SAT a použ́ıvá klasické numerické
metody pro řešeńı ODE.
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Kapitola 2

Možnosti řešeńı problematiky

V této kapitole rozeb́ırám možnosti řešeńı problémů uvedených v kapitole 1 a
provád́ım rešerši existuj́ıćıch řešič̊u. V této kapitole rovněž nezab́ıhám př́ılǐs
do detail̊u.

Uvedené řešiče jsou jak izolované (jen SMT či ODE), tak hybridńı (kombi-
nuj́ı oba problémy), ale s odlǐsným typem ODE řešiče, než na jaký jsme ćılili.
Pro úplnost také uvád́ım sekci ohledně řešeńı problému SAT.

2.1 SAT řešiče

Ač zde uvád́ım tuto kategorii řešič̊u, použ́ıval jsem je jen nepř́ımo, nebot’ jsou
součást́ı SMT řešič̊u.

Z d̊uvod̊u implementačńıch a konvence je většinou vstup do řešič̊u uváděn
v konjunktivńı normálńı formě (angl. CNF), neboli jako konjunkce klauzuĺı, kde
klauzule je disjunkce literál̊u. Standardně se použ́ıvá DIMACS-CNF formát.

Většina dnešńıch SAT řešič̊u využ́ıvá v základu algoritmus Davis–Putnam–
Logemann–Loveland (DPLL), který použ́ıvá několik hlavńıch operaćı [1]:

• základńı simplifikace klauzuĺı,

• substituce — přǐrazeńı hodnoty proměnné,

• propagace — aplikace deduktivńıch pravidel, zejména pravidla jednotkové
klauzule13,

• návrat — navráceńı do nějakého předchoźıho bodu substituce při nalezeńı
konfliktńıch ohodnoceńı.

Každý lepš́ı řešič také implementuje nějakou formu učeńı, které spoč́ıvá
v přidáváńı daľśıch klauzuĺı na základě pr̊uběžně nacházených konflikt̊u.

13Klauzule s jediným literálem vynucuje jednoznačné ohodnoceńı této proměnné, aby
mohla být celá CNF formule splněna.
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2. Možnosti řešeńı problematiky

Známými SAT řešiči jsou např. MiniSAT [16]14, PicoSAT a CryptoMiniSAT.
Př́ıklady použit́ı SAT řešič̊u jsou:

• Bounded Model Checking (BMC),

• funkčńı testováńı obvod̊u:
logický obvod s injektovanou poruchou je převeden do Booleovské formule
a je ověřena jej́ı splnitelnost,

• statická analýza kódu programu,

• plánováńı a grafové problémy

a mnoho daľśıch. Obecně se však většinou jedná o nějakou formu formálńı
verifikace.

2.2 Řešeńı SMT problému

Jak už bylo zmı́něno v sekci 1.1.2, zásadńı vliv na výpočet má teorie použitá
ve vstupńı formuli. SMT řešiče typicky ovládaj́ı jen některé teorie a jejich
fragmenty, nebo některé rozhoduj́ı jen s omezenou efektivitou.

Řešič má za úkol nalézt splňuj́ıćı ohodnoceńı pro všechny termy vstupńı
formule, které se nazývá model. Výstupem pak je zpravidla sat a (volitelně) mo-
del. Pokud formule neńı splnitelná, řešiče většinou umožňuj́ı vygenerovat d̊ukaz
jako certifikát dokládaj́ıćı nesplnitelnost. Výstupem pak je zpravidla unsat

a (volitelně) d̊ukaz. Také se může stát, že o splnitelnosti vstupu neńı možné
rozhodnout (např. pokud řešič nemá implementovány všechny funkcionality
nutné pro daný vstup). Výstupem pak může být např. unknown.

Existuj́ı dva základńı př́ıstupy k řešeńı SMT problémů: pilný (angl. eager)
a ĺıný (angl. lazy), nebo i jejich kombinace [17].

Pilný př́ıstup soustřed́ı většinu výpočt̊u do exterńıho SAT řešiče tak, že se
snaž́ı v jediném kroku celou SMT formuli zakódovat do SAT formule (např.
celá č́ısla pomoćı bit̊u jako Booleovských proměnných).

Do SAT řešiče jsou kódovány také axiomy teorie, což může potenciálně
problém vyřešit rychle. Slabinou této metody je hrozba exploze velikosti
přeložené formule [17].

Výkonnost tohoto postupu je kriticky závislá na použitém SAT řešiči.
Na druhou stranu je z hlediska rozhrańı a výpočtu v podstatě nezávislý
na použitém SAT řešiči. Je flexibilněǰśı než ĺıný př́ıstup, protože část specifickou
pro teorii tvoř́ı

”
jen“ optimalizovaný překlad formule, samotný výpočet už ne.

Ĺıný př́ıstup spoč́ıvá v použit́ı SAT řešiče založeném na DPLL a T -̌rešiče
jako dvou v́ıce či méně spolupracuj́ıćıch komponent (varianty online a of-
fline [17]), kde T je nějaká teorie.

14MiniSAT zv́ıtězil ve všech pr̊umyslových kategoríıch v soutěži SAT 2005 competition a
je často integrován pro sv̊uj minimalistický a snadno rozšǐritelný návrh.

14



2.2. Řešeńı SMT problému

Predikáty teorie (resp. omezeńı, např. lineárńı nerovnice) jsou překládány
T -̌rešičem na abstraktńı Booleovské literály, které je interńı SAT řešič schopen
pojmout. V př́ıpadě, že je taková formule splnitelná (nutná podmı́nka), T -
řešič je použit pro ověřeńı vytvořeného modelu, zda je ohodnoceńı predikát̊u
splnitelné i v dané teorii T . Tento proces prob́ıhá opakovaně dokud neńı
dosaženo konvergence [1]. Tedy, oba řešiče navzájem intenzivně komunikuj́ı a
formováńı Booleovské formule prob́ıhá (typicky) inkrementálně15 s možnost́ı
návrat̊u. V př́ıpadě online varianty jsou oba řešiče v́ıce propojeny a T -̌rešič
využ́ıvá funkce SAT řešiče př́ımo.

T -̌rešič muśı být navržen speciálně pro danou teorii T , typicky ad hoc.

Daľśım hlediskem je, zda je SMT řešič jako celek inkrementálńı, který
umožňuje dynamické formováńı vstupńıch formuĺı a v́ıcenásobné ověřováńı
splnitelnosti nad r̊uznými kontexty. Neinkrementálńı řešič pracuje jen nad je-
diným statickým kontextem jakožto celým vstupem. Inkrementálńı umožňuje
pr̊uběžně přidávat či odeb́ırat omezeńı, která se typicky ukládaj́ı do zásobńıku.
Ověřeńı splnitelnosti pak lze provést kdykoliv nad obsahem vrcholu zásobńıku.

SMT řešiče často pracuj́ı nad kombinaćı v́ıce teoríı kv̊uli větš́ı expresivitě.
V takovém př́ıpadě je z hlediska výkonu d̊uležité udržovat teorie v hierarchii a
v každém kroku použ́ıt jen nezbytně nutnou úroveň [17].

2.2.1 SMT-LIB standard

SMT-LIB je iniciativa založená pro účely rozvoje výzkumu a vývoje SMT řešič̊u,
jej́ıž nejvýznamněǰśı činnost́ı je standardizace teoríı a vstupně-výstupńıho
jazyka pro řešiče [11]. S t́ım souviśı udržováńı komunity vývojář̊u a souboru
standardizovaných výkonnostńıch úloh (benchmark̊u), ve kterých jednotlivé
týmy soutěž́ı např. v rámci SMT-COMP, podobně jako tomu je u komunity
SAT řešič̊u.

SMT-LIB jako teorie označuje teorie v základńım zněńı bez daľśıch omezeńı.
Pro konkrétńı fragment teorie, ve kterém je daná vstupńı formule vyjádřena,
se použ́ıvá termı́n logika. Tyto logiky se pak navzájem kombinuj́ı či se redukuj́ı
jejich restrikce. Z pohledu řešiče (konformńıho s t́ımto standardem) se operuje
pouze s logikami; teorie slouž́ı pouze jako teoretický základ.

Pro odlǐseńı prvk̊u pocházej́ıćıch z r̊uzných teoríı se použ́ıvaj́ı druhy prvk̊u
(angl. sort), které připomı́naj́ı datové typy programovaćıch jazyk̊u. Proměnné
ve formuli jsou označovány jako konstanty16; pojmy term a predikát nejsou
použ́ıvány — všechny konstrukty formule FOL jsou vyjádřeny pomoćı konstant
a funkćı, které jsou př́ıpadně logického druhu.

Momentálně existuje verze 2 standardu, která definuje hierarchii d́ılč́ıch
logik, z d̊uvodu možnosti aplikace efektivněǰśıch výpočt̊u pro jednodušš́ı formule,

15To také umožňuje dynamicky přidávat a odeb́ırat formule s omezeńımi.
16Proměnná by mohla vyvolávat dojem, že lze do proměnných, podobně jako v programo-

vaćıch jazyćıch, dynamicky přǐrazovat hodnoty, což nelze.
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2. Možnosti řešeńı problematiky

a protože pak lze v rámci izolovaných logik efektivněji srovnávat řešiče navzájem.
Logiky povoluj́ı jen některé druhy konstant a funkćı (podle použitých teoríı) a
př́ıpadně povoluj́ı i definici volných druh̊u.

Názvoslov́ı logik. Standard definuje konvence pro pojmenováńı jednotlivých
logik podle použitých teoríı, např.:

• BV (bit vectors) — teorie bitových vektor̊u omezené š́ı̌rky,

• IA (integer arithmetic) — teorie celých č́ısel,

• RA (reals arithmetic) — teorie reálných č́ısel,

• IRA — kombinace IA a RA,

a jejich fragment̊u jako předpony:

1. QF (quantifier-free) — fragment bez kvantifikátor̊u,

2. UF (uninterpreted functions) — fragment povoluj́ıćı použit́ı volných druh̊u
prvk̊u a neinterpretovaných funkćı,

3. L, resp. N (linear, resp. non-linear) — lineárńı, resp. nelineárńı fragment
aritmetické logiky.

Př́ıklady některých logik: BV, UF, QF LRA, QF UFNRA, UFNIA, . . .

Základńı př́ıkazy jazyka jsou deklarace či definice konstant a funkćı, nových
druh̊u, a přidáváńı formuĺı do aserćı, neboli podmı́nek, které muśı být splněny.
Ověřeńı splnitelnosti pak spoč́ıvá v hledáńı ohodnoceńı všech konstant a funkćı
splňuj́ıćı konjunkci všech aserćı, podobně jako v SAT řešič́ıch.

Jazyk lze použ́ıt i pro inkrementálńı řešiče, pro které lze využ́ıt operaćı
přidáváńı a odeb́ıráńı aserćı ze zásobńıku. Ověřeńı splnitelnosti pak vždy
prob́ıhá nad vrcholem zásobńıku.

Základńı vlastnosti standardu verze 2 uvád́ı např. tento tutoriál [18]. Po-
drobný popis SMT-LIB standardu verze 2.6 je k nalezeńı v referenčńım doku-
mentu [19].

2.2.2 SMT řešiče

Použit́ı SMT řešič̊u se do značné mı́ry kryje se SAT řešiči, často je nahradily,
resp. rozš́ı̌rily. Uvád́ım jen malé množstv́ı řešič̊u, v porovnáńı s celkovým
počtem.

CVC4 je inkrementálńı SMT řešič [20][6] s otevřenými zdrojovými kódy,
který je navržen pro snadné rozšǐrováńı a poskytuje rozhrańı v C++ a také
rozhrańı textové přes vstupńı jazyk, tzn. že nástroj lze použ́ıt jak jako knihovnu,
tak samostatně, tj. jako černou skř́ıňku (angl. black box). Jedná se o poměrně
rozsáhlý projekt.
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2.2. Řešeńı SMT problému

CVC4 přij́ımá vlastńı vstupńı jazyk, nebo standard SMT-LIB verze 1 nebo
2. Podporuje řadu teoríı (resp. logik): č́ıselné aritmetiky, bit vektory, pole,
řetězce. . . Podporuje také kvantifikátory a nelineárńı logiky.

Nástroj p̊uvodně použ́ıval vlastńı SAT řešič, nyńı použ́ıvá MiniSAT [6].
K řešeńı SMT použ́ıvá ĺıný př́ıstup založený na algoritmu DPLL.

Řešič se celkově umı́stil na 1. pozici v mezinárodńı soutěži SMT-COMP [21][22]
v roce 2015 a 2017.

OpenSMT (konkrétně jeho druhá verze) je inkrementálńı SMT řešič s otevřenými
zdrojovými kódy napsanými v jazyce C++, který podporuje standardńı inicia-
tivu SMT-LIB [23][5]. Je postaven nad SAT řešičem MiniSAT2. Nástroj byl
implementován s d̊urazem na snadnou rozšǐritelnost o nové T -̌rešiče, současně
však z̊ustává efektivńı17. Řešič neńı tak rozsáhlý, jako např. CVC4, a jeho
nasazeńı může být snazš́ı.

OpenSMT použ́ıvá ĺıný př́ıstup. Jeho architektura je dekomponována do tř́ı
hlavńıch blok̊u: preprocesor a SAT a T -̌rešič. T -̌rešiče maj́ı standardizované
rozhrańı, které slouž́ı ke komunikaci se SAT řešičem a také vzájemné, je-li
použita kombinace v́ıce logik, a tedy T -̌rešič̊u. T -̌rešiče lze také přizp̊usobovat
konkrétńım problémům, v př́ıpadě že je lze řešit efektivněji než v obecném
př́ıpadě.

Řešič lze v aplikaćıch použ́ıvat také odděleně jako černou skř́ıňku, a to bud’

prostřednictv́ım programového rozhrańı (API), nebo zpracováńım formule jako
textového vstupu (např. ve formátu SMT-LIB). Mně se však nepodařilo řešič
v textovém módu uspokojivě použ́ıvat.

Řešič mj. podporuje logiky QF LRA, QF UFLRA a QF BV (podle SMT-LIB
standardu). Bohužel nepodporuje žádnou nelineárńı logiku.

z3 je d̊ukazńı nástroj pocházej́ıćı od Microsoft R©Research, nicméně má otevřené
zdrojové kódy a je publikován pod licenćı MIT [24][25]. Je napsán převážně
v jazyce C++ a podporuje většinu rozš́ı̌rených OS. V Microsoftu se použ́ıvá
pro účely softwarové analýzy a verifikace a generováńı test̊u.

Nástroj přij́ımá několik vstupńıch textových formát̊u, mj. vlastńı formát a
SMT-LIB. Je možné jej použ́ıt také jako knihovnu s programovým rozhrańım
v několika jazyćıch (C++, Java, Python, . . . ).

z3 provád́ı poměrně d̊ukladné předzpracováńı vstupu a podle povahy vstupu
použ́ıvá r̊uzné nástroje. Ovládá oba př́ıstupy k řešeńı SMT: pilný i ĺıný,
a zvoĺı ten, který usoud́ı jako vhodněǰśı. Např. v teorii bit vektor̊u bývá
mnohdy vhodněǰśı použ́ıt pilný př́ıstup, protože zakódováńı do Booleovských
proměnných je snadné.

17V letech 2008 a 2009 byl oceněn v soutěži SMT-COMP [21][22] jako nejrychleǰśı volně
dostupný SMT řešič ve čtyřech logikách ze SMT-LIB. V pozděǰśıch ročńıćıch se už ale vysoko
neumist’oval.
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2. Možnosti řešeńı problematiky

Kromě komponent T -̌rešič̊u dále nástroj použ́ıvá SAT řešič založený
na DPLL algoritmu a také samostatnou komponentu pro práci s kvanti-
fikátory [24].

2.3 Numerické metody řešeńı ODE

Tyto metody numericky aproximuj́ı pr̊uběh ODE. Obecně použ́ıvaj́ı nějaký
krok, který určuje vzdálenost mezi sousedńımi poč́ıtanými body. Krok může
být fixńı či variabilńı. Některé metody použ́ıvaj́ı v́ıce krok̊u, což kromě
r̊uzných vzdálenost́ı také znamená, že hodnota bod̊u záviśı na v́ıce než jednom
předchoźım bodu. Obecně plat́ı, že č́ım menš́ı je zvolený krok, t́ım je menš́ı
odchylka od exaktńıho řešeńı, ale vzr̊ustá výpočetńı složitost.

Značeńı. tn je hodnota nezávislé proměnné t v n-tém kroku; hn = tn+1 − tn

je vzdálenost mezi kroky v n-tém kroku (h pokud je délka konstantńı);
yn ∼ y(tn); fn ∼ f(tn, yn).

O metodě je volně řečeno, že je (má přesnost) řádu p, pokud jej́ı odchylka
aproximace od exaktńıho řešeńı konverguje k O(hO(p)) 18.

Metody řešeńı ODE se děĺı na explicitńı a implicitńı. Explicitńı metody
poč́ıtaj́ı každý bod explicitně pouze na základě dosud zjǐstěných hodnot, např.

yn+1 = yn + hfn (2.1)

kdežto implicitńı źıskávaj́ı každý bod implicitně z řešeńı rovnice, která obsahuje
i dosud neznámé hodnoty, např.

yn+1 = yn + hfn+1 (2.2)

Explicitńı metody jsou časově efektivněǰśı, ale nehod́ı se pro řešeńı rovnic
se silným tlumeńım (angl. stiff equations)19, u kterých je výpočet nestabilńı.
Implicitńı metody jsou mnohem pomaleǰśı, ale obecně stabilněǰśı a právě vhodné
pro tyto těžké rovnice [10]. Mı́ra nestability se odv́ıj́ı od nutnosti nastavit co
nejmenš́ı krok tak, aby byla odchylka od exaktńıho řešeńı přijatelná.

Základńı metodou pro řešeńı ODE je Eulerova metoda, která má jak
explicitńı (vztah (2.1)), tak implicitńı (vztah (2.2)) variantu, kde h může a
nemuśı být konstantńı. Metoda vycháźı ze standardńı derivačńı aproximace [27]:

ẏ(t) ≈
y(t + h) − y(t)

h
(2.3)

18Jedná se o intuitivńı definici, přesné definice řádu metody, lokálńı a globálńı chyby a
daľśıch termı́n̊u nalezne čtenář např. zde [10].

19Pro rovnice se silným tlumeńım neexistuje přesná definice. Jsou volně definovány jako
takové, kde je pro explicitńı metody bud’ nutné nastavit velmi malou velikost kroku, nebo
je řešeńı nestabilńı, na rozd́ıl od implicitńıch metod, které mohou naopak být stabilńı
i pro jakoukoli zvolenou velikost kroku [10][26]. Tyto rovnice často obsahuj́ı funkce s několika
časovými škálami s rozd́ılnými granularitami.
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Obrázek 2.1: Ukázka numerické integrace Eulerovy funkce s délkou kroku 1

Červená čára znač́ı exaktńı řešeńı, modrá explicitńı Eulerovu metodu, zelená
lichoběžńıkovou metodu.
Zdroj: Krishnavedala (CC0), Wikimedia Commons, [26].

neboli posunu po tečně ke křivce funkce. Tato metoda je poměrně nepřesná,
ale je snadno pochopitelná a většina numerických metod z ńı vycháźı [10].

Existuj́ı dvě známé rodiny metod pro numerické řešeńı ODE: lineárńı
v́ıcekrokové metody a metody Runge–Kutta. Obě skupiny souhrnně nazývám
klasickými numerickými metodami a jsou uvedeny v následuj́ıćı podsekci. Již
existuj́ıćı hybridńı řešiče však použ́ıvaj́ı jiné metody než tyto, př́ıpadně jejich
nadstavby. Lǐśı se t́ım, že na rozd́ıl od klasických ODE řešič̊u garantuj́ı rozsah
chyby aproximace, ale jsou př́ılǐs pomalé. Jejich princip je popsán v daľśı
podsekci.

Na obrázku (2.1) je znázorněn př́ıklad numerické integrace Eulerovy funkce.
Použité metody jsou popsány v následuj́ıćıch podsekćıch.

2.3.1 Klasické numerické metody

Použit́ı těchto metod bylo hlavńım ćılem této práce, nebot’ jsou rychleǰśı než
metody použité ve stávaj́ıćıch hybridńıch řešič́ıch.

Lineárńı v́ıcekrokové i Runge–Kutta metody sd́ılej́ı několik společných rys̊u:

• řeš́ı IVP ODE prvńıho řádu,

• pr̊uběh funkce poč́ıtaj́ı na základě jedné a v́ıce předchoźıch hodnot,

• vyskytuj́ı se v nich jak explicitńı, tak implicitńı metody,

• spadá do nich Eulerova metoda,
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2. Možnosti řešeńı problematiky

• garantuj́ı konvergenci aproximačńı chyby ve vztahu k velikosti kroku h a
k řádu p [27], nikoliv však jej́ı přesný rozsah,

• výstupem jsou páry (tn, yn).

Obě skupiny spadaj́ı do obecných lineárńıch metod jako speciálńı př́ıpady [10],
toto zobecněńı ale nebude v tomto dokumentu diskutováno.

2.3.1.1 Lineárńı v́ıcekrokové metody

Jedná se o obvyklou variantu (obecných) v́ıcekrokových metod. Vı́cekrokové
metody při výpočtech využ́ıvaj́ı hodnoty několika předchoźıch krok̊u, které se
uchovávaj́ı a mohou být použity i v́ıcekrát. Lineárńı varianta použ́ıvá lineárńı
kombinaci těchto hodnot [28]:

k
∑

j=0

αjyn+j = h

k
∑

j=0

βjfn+j (2.4)

kde k je počet zpětně sledovaných krok̊u, αj ∈ R a βj ∈ R jsou konstanty,
přičemž αk 6= 0 a α0 6= 0 ∨ β0 6= 0. Pro βk = 0 je metoda explicitńı, jinak je
implicitńı. Podle k je konkrétńı metoda nazývána jako k-kroková.

Funkce f je vyč́ıslována v pravidelně rozložených bodech (vyskytuje se
vždy ve formě fn), což umožňuje zpětné použ́ıvańı těchto hodnot při větš́ım
počtu krok̊u. Je to hlavńı d̊uvod, proč je počet vyhodnoceńı f obecně menš́ı,
než u Runge–Kutta metod, které hodnoty předchoźıch mezikrok̊u nevyuž́ıvaj́ı.
Pokud je vyč́ısleńı f náročné, pak významně záviśı na jej́ım počtu — v těchto
př́ıpadech jsou tyto metody většinou efektivněǰśı než metody Runge–Kutta
v rámci požadované přesnosti. Nevýhodou těchto metod však je, že je nutné
prvńıch k − 1 krok̊u spoč́ıtat jinou metodou (kromě počátečńıch podmı́nek
nejsou známy) [27].

Následuj́ı př́ıklady těchto metod podle [28] a [27].

Eulerova metoda (vztahy (2.1) a (2.2)). Źıskáme ji dosazeńım k = 1, α1 = 1,
α0 = −1 a β1 = 0, β0 = 1 pro explicitńı, resp. β1 = 1, β0 = 0 pro implicitńı
variantu, do (2.4). Jedná se o jednokrokovou metodu řádu p = 1.

Lichoběžńıková metoda:

yn+1 − yn =
h

2
(fn+1 + fn) (2.5)

(k = 1, α1 = 1, α0 = −1, β1 = β0 = 1
2) je implicitńı a jednokroková metoda

řádu p = 2. Metoda je ilustrována na obrázku (2.2).
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Obrázek 2.2: Ilustrace kroku lichoběžńıkové metody

Červená křivka znač́ı exaktńı řešeńı.

Adams–Bashforthovy metody jsou tvaru αk = 1, αk−1 = −1, αk−2 =
· · · = α0 = βk = 0, a ∀j 6=k βj jsou zvolena jednoznačně pomoćı interpolace
polynomem20 stupně q funkćı f v bodech tn+k−1, . . . , tn tak, aby q + 1 = p = k.
Spadá sem tedy i explicitńı Eulerova metoda (q = 0, k = p = 1, vztah (2.1)).

Př́ıklady daľśıch metod:

q = 1, k = p = 2 : yn+2 − yn+1 =
h

2
( 3fn+1 − fn)

q = 2, k = p = 3 : yn+3 − yn+2 =
h

12
( 23fn+2 − 16fn+1 + 5fn)

q = 3, k = p = 4 : yn+4 − yn+3 =
h

24
(55fn+3 − 59fn+2 + 37fn+1 − 9fn)

Jsou to efektivńı explicitńı k-krokové metody, často použ́ıvané pro rovnice
bez silného tlumeńı.

Adams–Moultonovy metody maj́ı shodný tvar s Adams–Bashforthovými
metodami s těmi rozd́ıly, že jsou implicitńı, tj. βk 6= 0, a q + 1 = p = k + 1
s výjimkou pro q = 0, kde k = 1 (implicitńı Eulerova metoda, vztah (2.2)).
Spadá sem i lichoběžńıková metoda (q = k = 1, p = 2, vztah (2.5)).

Daľśı př́ıklady:

q = k = 2, p = 3 : yn+2 − yn+1 =
h

12
( 5fn+2 + 8fn+1 − fn)

q = k = 3, p = 4 : yn+3 − yn+2 =
h

24
(9fn+3 + 19fn+2 − 5fn+1 + fn)

20Jedná se o aproximaci pr̊uběhu funkce y pomoćı polynomu P tak, aby y(xi) = P (xi)
pro x0, . . . , xn.
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2. Možnosti řešeńı problematiky

Backward differentiation formula (BDF) jsou implicitńı k-krokové me-
tody často použ́ıvané pro rovnice se silným tlumeńım pro jejich vlastnosti
stability (ač jen pro k ≤ 6).

Jejich tvar je βk−1 = . . . = β0 = 0, ostatńı koeficienty (βk a ∀αj) jsou
zvoleny tak, aby q = p = k (opět pomoćı interpolace, tentokrát ale pro funkce
y). Spadá sem opět implicitńı Eulerova metoda (q = k = p = 1 21).

Př́ıklady:

q = k = p = 2 : 3yn+2 − 4yn+1 + yn = 2hfn+2

q = k = p = 3 : 11yn+3 − 18yn+2 + 9yn+1 − 2yn = 6hfn+3

2.3.1.2 Runge–Kutta metody

Tyto iterativńı metody vycházej́ı z aproximace pomoćı rozvoje Taylorova poly-
nomu, které jsou ale pomalé z d̊uvodu požadavku na výpočet derivaćı vyšš́ıch
řád̊u [27]. Runge–Kutta metody toto obcháźı v́ıcenásobným vyč́ıslováńım funkce
f v několika bodech (mezikroćıch) z intervalu [tn, tn+1]. T́ım je dosaženo vyšš́ıch
řád̊u přesnosti p.

Přesto se jedná o metodu jednokrokovou, kde každý krok sestává z několika
mezikrok̊u, fáźı. Jedná se o to, že hodnoty mezikrok̊u jsou obecně r̊uzné a
nemohou být znovu využ́ıvány tak, jak tomu je u v́ıcekrokových metod, obecně
totiž plat́ı, že po každém kroku Runge–Kutta metod jsou všechny mezikroky
zapomenuty.

To může činit pot́ıže, pokud je vyč́ısleńı funkce f náročné, nebot’ je
nutné ji poč́ıtat často. Nicméně, tyto metody maj́ı odlǐsné vlastnosti stability
od v́ıcekrokových metod a jejich použit́ı může být mnohdy výhodněǰśı, zejména
u rovnic se silným tlumeńım. Dále tyto metody umožňuj́ı lepš́ı pr̊uběžné ř́ızeńı
chyby aproximace či adaptaci na ni a mohou být použity jako základ řešič̊u
s garanćı rozsahu chyby [15].

Obecná s-fázová Runge–Kutta metoda je definována podle [27][15] vztahy

yn+1 = yn + h

s
∑

i=1

biki

ki = f(tn + cih, zi)

zi = yn + h

Si
∑

j=1

ai,jkj

ci =
i−1
∑

j=1

ai,j

(2.6)

21Pro vztah (2.2) jakožto Adams–Moultonovy metody platilo q = 0, tentokrát se však
jedná o polynom na levé straně rovnosti (2.4), tedy q = 1.
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kde ∀bi, ci, ai,j jsou konstanty plně charakterizuj́ıćı konkrétńı Runge–Kutta
metodu, uspořádané do tzv. Butcherovy tabulky:

c1 a1,1 a1,2 · · · a1,s

c2 a2,1 a2,2 · · · a2,s

...
...

...
. . .

...

cs as,1 as,2 · · · as,s

b1 b2 · · · bs

(2.7)

Jejich hodnoty jsou hledány podle Taylorova rozvoje a podle požadovaného
řádu metody p. Neńı znám přesný vztah pro p a s, ale obecně plat́ı p ≤ s.

Hodnota Si ve vztahu pro zi rozlǐsuje typ metody:

• explicitńı: Si := i − 1, tj. ∀i,j i ≤ j : ai,j = 0; c1 = 0; ∀ki záviśı pouze na
kj , j < i; Butcherova tabulka je v striktně dolńım trojúhelńıkovém tvaru
s nulovou diagonálou; z toho vyplývá z1 = yn, k1 = fn;

• implicitńı: Si := s; ∃i,j i ≤ j : ai,j 6= 0.

Př́ıklady Runge–Kutta metod:

Eulerova metoda (vztahy (2.1) a (2.2)) — s = p = 1, b1 = 1 a c1 = a1,1 = 0
pro explicitńı; c1 = a1,1 = 1 pro implicitńı metodu:

yn+1 = yn + hk

k = f(tn + h, yn + hk ) = f(tn+1, yn+1)

⇒ yn+1 = yn + hfn+1

Jejich Butcherovy tabulky:

0

1

1 1

1

Lichoběžńıková metoda (vztah (2.5)) — s = p = 2, je implicitńı.

Tabulka:

0 0 0

1 1
2

1
2

1
2

1
2
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Klasická Runge–Kutta metoda (RK4):

yn+1 = yn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = fn

k2 = f

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
k1

)

k3 = f

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
k2

)

k4 = f(tn + h, yn + hk3)

(2.8)

je explicitńı metoda s parametry s = p = 4.

Tabulka:
0
1
2

1
2

1
2 0 1

2

1 0 0 1
1
6

1
3

1
3

1
6

Existuj́ı také adaptivńı Runge–Kutta metody, které v každém kroku poč́ıtaj́ı
odhad chyby aproximace, podle ńıž se dynamicky měńı délka kroku hn (např.
Dormand–Prince 5).

2.3.1.3 ODE řešiče

Následuj́ı řešiče, které některé z uvedených klasických metod implementuj́ı.
Nejen z výkonnostńıch d̊uvod̊u jsem zkoumal pouze řešiče napsané v jazyce C
či C++.

SUNDIALS (SUite of Nonlinear and DIfferential/ALgebraic Equation Sol-
vers) je nástroj napsán v jazyce ANSI C [29], který je možné použ́ıvat jak
v sériových, tak v paralelńıch prostřed́ıch.

”
Jedná se o soubor pokročilých

nástroj̊u pro řešeńı rozsáhlých problémů, které mohou být modelovány jako
systémy nelineárńıch algebraických rovnic, nebo jako IVP v rovnićıch ODE
nebo diferenciálńıch algebraických rovnićıch (DAE).“ [7]. Tomu odpov́ıdaj́ı
nástroje KINSOL, CVODE a IDA. Nás zaj́ımaj́ı jen ODE, a tedy jen CVODE,
který byl přepsán z Fortranu do C, poč́ınaje už rokem 1993.

Nástroje operuj́ı s uživatelsky definovatelnými strukturami datových vek-
tor̊u, nad kterými lze rovněž definovat potřebné operace. Tyto struktury maj́ı
standardizované programové rozhrańı. Je možné také použ́ıt výchoźı podoby
datových struktur s definovanými operacemi nad sd́ıleným (např. OpenMP)
či distribuovaným (výchoźı je MPI) modelem paměti. Veškerý (př́ıpadný)
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paralelismus je obsažen výhradně v rámci vektorových operaćı, a tud́ıž neńı
rozlǐsováno mezi sériovým a paralelńım kódem aplikace.

CVODE implementuje lineárńı v́ıcekrokové metody. Pro úlohy bez silného
tlumeńı použ́ıvá Adams–Moultonovy metody, pro úlohy se silným tlumeńım
pak BDF. Tzn. že použ́ıvá výhradně implicitńı metody, tj. pomaleǰśı, ale
přesněǰśı než explicitńı.

odeint je flexibilńı C++ knihovna pro numerické řešeńı ODE [30]. Je navržena
v duchu šablonového meta-programováńı (TMP) — veškeré jej́ı numerické al-
goritmy jsou nezávislé na použitých datových kontejnerech a jejich vzájemných
operaćıch [8]. Lze tak např. pracovat i s maticemi, či s poli umı́stěnými v GPU.
Operace lze např. předefinovat na SIMD operace (např. s použit́ım OpenMP).
Nasazeńı řešiče je d́ıky flexibilitě rychlé a snadné.

TMP je specifické t́ım, že programové rozhrańı neńı definováno ve zdro-
jových kódech, ale použ́ıvaj́ı se jen koncepty popsané v dokumentaci, při jejichž
dodržeńı se generuje kód př́ımo adaptovaný na konkrétńı datové typy. Jedná
se o tzv. statický polymorfismus [8].

Knihovna je součást́ı rodiny C++ knihoven Boost [31]. Obsahuje pouze
hlavičkové soubory, což prodlužuje délku překladu, ale umožňuje efektivněǰśı
statickou optimalizaci.

Řešič se zaměřuje zejména na explicitńı Runge–Kutta metody (např. RK4 a
Dormand–Prince 5), lze však implementovat i jiné, např. v́ıcekrokové. Integrace
je prováděna po kroćıch formou in-place, dle předloženého konceptu; výchoźı
variantou je projit́ı všech krok̊u až do koncové hodnoty nezávislé proměnné t.
Lze také pr̊uběžně ukládat odhad chyby, který je nutný pro adaptivńı metody.

2.3.2 Garantovaná řešeńı

Tato řešeńı využ́ıvaj́ı intervalovou aritmetiku22, což umožňuje jednak spe-
cifikovat počátečńı podmı́nky s nějakou nejistotou jakožto intervalový roz-
sah (pak problém nazývám jako Interval IVP, IIVP23 [15]), druhak obaleńı
úsek̊u výsledku do intervalových uzávěr̊u, tzn. že meze odchylky aproximace
od exaktńıho řešeńı jsou přesně známy. Taková řešeńı se nazývaj́ı jako garanto-
vaná (angl. guaranteed nebo validated) [15]. Garance rozsahu řešeńı a možnost
použit́ı interval̊u jsou kĺıčovými rozd́ıly těchto metod od klasických řešič̊u ODE
ze sekce 2.3.1.

Značeńı. [tn] je interval [tn, tn+1] délky hn; [yn] je uzávěr [ymin
n , ymax

n ] v bodě
tn (tj. garantované meze řešeńı v tn); [ỹn] je uzávěr [ỹmin

n , ỹmax
n ] pro celé [tn].

22Nejsou nám známy metody s garantovaným rozsahem aproximačńı chyby založená
na jiném principu, než je intervalová aritmetika.

23Některé zdroje tento problém formuluj́ı jako IVP s t́ım, že počátečńı podmı́nky jsou
nějakými množinami, včetně interval̊u. Já budu IVP v našem pojet́ı a IIVP striktně rozlǐsovat.
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2. Možnosti řešeńı problematiky

Obrázek 2.3: Ukázka podoby kroku garantovaného řešeńı ODE s intervalovými
uzávěry

Celý výpočet je rozdělen do krok̊u v bodech tn. Přibližná grafická podoba
kroku je znázorněna na obrázku (2.3). Je-li metoda jednokroková, je jej́ı pr̊uběh
následuj́ıćı [15]:

1. v každém kroku se operuje nad intervalem [tn],

2. nejprve je hledán volněǰśı uzávěr [ỹn],

3. ∀t ∈ [tn] je garantována existence ∀yn ∈ [yn], přičemž [yn] ⊆ [ỹn],

4. délka hn je největš́ı možná v souladu s garantovaným řešeńım,

5. výpočet [yn+1].

Výstupem jsou trojice (tn, [yn], [ỹn]) obsahuj́ıćı uzávěry (namı́sto diskrétńıch
hodnot).

Tyto metody použ́ıvaj́ı interńı ODE řešiče stávaj́ıćıch hybridńıch řešič̊u,
které jsou uvedeny v následuj́ıćı sekci.

2.4 Hybridńı řešiče

Řešiče, které umı́ analyzovat modely hybridńıch systémů, již existuj́ı, nicméně
nezacháźı dobře s praktickými úlohami z reálného světa. A to proto, že
použ́ıvaj́ı řešiče pro ODE s intervalovou aritmetikou, která je zbytečně přesná
a ve výsledku pomalá, nebot’ je exaktńı ve smyslu zaručeńı rozsahu chyby
aproximace (viz. sekce 2.3.2).

Našim ćılem bylo sestrojit řešič, který nemuśı být tolik přesný, ale dokáže
analyzovat modely i rozsáhlých systémů v únosně krátké době, a t́ım by byl
použitelný i v praxi, použit́ım klasických numerických metod (viz. sekce 2.3.1).

Zkoumané hybridńı řešiče nám však posloužily jako zdroj cenných informaćı
prameńıćıch z kombinováńı SAT s ODE a také nás inspirovaly v návrhu
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2.4. Hybridńı řešiče

vstupńıho jazyka. S řešičem dReal budou také srovnány výsledky našeho
produktu.

Uvedené hybridńı řešiče se zaměřuj́ı zejména na analýzu hybridńıch systémů
formou BMC [32][33].

iSAT-ODE
”

kombinuje iSAT, který řeš́ı rozsáhlé Boolovské kombinace arit-
metických omezeńı, s rovnicemi ODE“ [34][35].

K řešeńı ODE interně použ́ıvá nástroj VNODE-LP [36], který se nejprve po-
kouš́ı dokázat, že existuje jediné řešeńı problému, a poté hledá meze, do kterých
toto řešeńı spadá.

Podobně jako v našem př́ıpadě kombinuje oba nástroje odděleně, tj. oba
jsou samostatně použitelné na svou podmnožinu úloh.

Projekt nezveřejnil zdrojové kódy, př́ıstupný je jen dynamicky linkovaný
binárńı soubor s exterńımi závislostmi a je stále ve stádiu vývoje. Tento soubor
se mi nepodařilo spustit.

hydlogic byl vyvinut zejména z d̊uvodu podpory nelineárńıch hybridńıch
systémů, se kterými autoři uvád́ı, že měly tehdeǰśı nástroje (včetně iSAT-ODE)
pot́ıže [32].

Interńı inkrementálńı SMT řešič použ́ıvá ĺıný př́ıstup (viz. sekce 2.2),
přičemž T -̌rešič implementuje mj. veškerou spojitou část výpočtu, tj. včetně
integrace. Jako jedna z komponent je využ́ıván ODE řešič VNODE-LP [36].

Software tohoto nástroje jsem netestoval.

dReal je nástroj s otevřenými zdrojovými kódy napsanými v jazyce C++,
který rozhoduje, zda je vstupńı formule nesplnitelná (unsat), nebo δ-splnitelná
(δ-sat) [9][33][37]. Nesplnitelnost je rozhodnuta exaktně a volitelně doložena
d̊ukazem; δ-splnitelnost je numericky aproximována (resp. exaktně rozhodnuta
na zjednodušené formuli) s nejistotou δ (racionálńı č́ıslo).

Diskutuji jen 3. verzi nástroje, ve vývoji je však již i 4. verze.

dReal je postaven nad některými existuj́ıćımi nástroji, zejména OpenSMT2 [23]
a MiniSAT [16] a na straně diferenciálńıch rovnic pak CAPD (viz. [33][38]),
který poč́ıtá intervalové uzávěry ODE. dReal zpracovává nelineárńı logiky
reálných č́ısel, zejména nad polynomy, trigonometrickými či exponenciálńımi
funkcemi, rozš́ı̌rené o ODE.

Propojeńı nástroj̊u je v implementaci řešeno interně. Základ tvoř́ı lineárńı
T -̌rešič v OpenSMT, který je doplněn o nelineárńı logiku a ODE. Konkrétně
rozšǐruje logiku QF LRA na QF NRA (podle SMT-LIB standardu) a ještě o dife-
renciálńı rovnice, nazvanou QF NRA ODE. Z hlediska jazyka spoč́ıvá rozš́ı̌reńı
v přidáńı několika málo př́ıkaz̊u pro definice ODE, nastaveńı invariant, propo-
jeńı diskrétńıch stav̊u s ODE apod. Nad t́ımto vstupem operuje řešič př́ımo a
ODE část je součást́ı T -̌rešiče. Tento vstupńı jazyk [38] byl hlavńım zdrojem
naš́ı inspirace při návrhu vlastńıho vstupńıho jazyka.
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2. Možnosti řešeńı problematiky

Program také použ́ıvá vlastńı specifikačńı jazyk, ze kterého se generuj́ı
nástrojem dReach SMT formule pro účely BMC se zvoleným počtem krok̊u.
Tento předstupeň je lépe lidsky čitelný a nav́ıc bráńı chybám vzniklým z ručńıho
vytvářeńı rozsáhlých SMT formuĺı.

Nástroj také explicitně umožňuje efektivněǰśı kódováńı paralelńı kompozice
v́ıce systémů pomoćı nových př́ıkaz̊u ve vstupńım jazyce.

dReal poskytuje některé př́ıdavné heuristiky výpočtu (např. BMC), které
jsem ale nezkoumal.

V projektu je zahrnuto několik výkonnostńıch úloh ve vstupńıch jazyćıch
dReal (jako BMC specifikace i SMT formule). Některé úlohy jsem později
použil pro srovnáńı s naš́ım konceptem. Některé složitěǰśı úlohy (viz. např.
[33]) se poč́ıtaj́ı velmi dlouho, v řádu hodin a výše.

Za zmı́nku stoj́ı, že dReal (jeho p̊uvodńı verze) pocháźı z disertačńı práce
na Carnegie Mellon University pod vedeńım Edmund M. Clarka, který je
nositelem Turingovy ceny v roce 2007.
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Kapitola 3

Návrh zvoleného řešeńı

V této kapitole rozeb́ırám teoretický návrh řešeńı problému zvolený před vlastńı
implementaćı. Zat́ım neuvád́ım implementačńı detaily a konkrétńı použ́ıvané
nástroje a programovaćı jazyky. Nejprve poṕı̌si specifikaci celého nástroje a
jeho vstupy (vstupńı jazyk, v němž budou přij́ımány textové vstupy) a výstupy.
Následně uvedu softwarový model celého řešiče.

3.1 Specifikace nástroje

Nástroj má fungovat jako řešič kombinace dvou problémů: problému SMT
podle př́ıstup̊u diskutovaných v sekci 2.2, a problému numerického řešeńı
diferenciálńıch rovnic s použit́ım klasických numerických metod, jak bylo
diskutováno v sekci 2.3.1. Tvar počátečńıch podmı́nek neńı omezen, avšak
neńı-li množina podmı́nek konečná (tj. např. intervaly), doba výpočtu neńı
definována a zpravidla neterminuje. Intervaly však lze aproximovat výčtem
hodnot z intervalu.

Nástroj má sloužit jako prototyp odlǐsného př́ıstupu ke zkoumáńı hybridńıch
model̊u systémů než dosavadńı řešiče uvedené v sekci 2.4. Hlavńım účelem práce
je srovnáńı s některým stávaj́ıćım řešičem z hlediska efektivity i jiných vlastnost́ı.
Neformálńım požadavkem pak je, aby pro alespoň některou podmnožinu úloh,
s nižš́ımi požadavky na přesnost, byl náš prototyp rychleǰśı než stávaj́ıćı řešiče,
a to i přesto, že by nebyl př́ılǐs optimalizován, jelikož náš př́ıstup klade menš́ı
požadavky na přesnost a měl by být výpočetně výrazně méně náročný.

Nástroj bude přij́ımat jako vstup textový soubor spadaj́ıćı do námi spe-
cifikovaného vstupńıho jazyka. Výstupem bude zejména př́ıznak úspěchu a
volitelně také nějaká forma výsledných dat. Vstupy a výstupy jsou podrobněji
popsány ve vlastńıch podsekćıch.

Jedńım z př́ıpad̊u užit́ı nástroje je BMC (viz. sekce 1.1.1), u kterého se
velikost vstupu a délka výpočtu odv́ıj́ı od zvoleného počtu krok̊u ověřováńı
modelu. Kroky jsou v tomto př́ıpadě odděleny skoky — změnami diskrétńıho
stavu systému — ke kterým docháźı při porušeńı nějakého invariantu vázaného
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3. Návrh zvoleného řešeńı

k aktuálńımu stavu. Jedná se o systém ř́ızený událostmi (angl. event trigerred).
Nemuśı tedy být předem zřejmé, ve kterých časových okamžićıch bude docházet
k integraci a ve kterém výpočet skonč́ı. Tento zp̊usob použ́ıvá např. nástroj
dReal (viz. sekce 2.4).

Náš řešič ale s takovými kroky nepracuje (alespoň ne v této verzi), nýbrž
pracuje s předem specifikovanými časovými okamžiky, mezi kterými docháźı
k integraci po předem danou dobu, a poté se měńı stav systému závisle
na výstupech integrace pomoćı ověřeńı splnitelnosti SMT řešičem. Jedná se
tedy o systém ř́ızený časem (angl. time trigerred)24. Tyto úseky výpočtu
budu označovat jako fáze. Náš řešič kriticky záviśı na zvoleném rozložeńı fáźı,
jak z hlediska přesnosti, tak z hlediska délky výpočtu. Pokud změny stav̊u
modelu záviśı na invariantech integrovaných funkćı, je nutné zvolit délku fáźı
co nejnižš́ı, aby bylo porušeńı invariant detekováno co nejdř́ıve. Invarianty totiž
nejsou kontrolovány v pr̊uběhu integrace. V opačném př́ıpadě, nebo pokud
neńı porušeńı invariant kritické, postačuj́ı vyšš́ı délky fáźı, č́ımž se urychluje
výpočet.

Nástroj neńı koncipován jako konečný produkt, neńı př́ılǐs uživatelsky
přivětivý a může obsahovat řadu chyb. Nástroj má sloužit pro účely experi-
mentováńı s navrženým zp̊usobem řešeńı úloh, a dále bud’ jako zdroj inspirace
pro vývojáře pr̊umyslového nástroje, anebo př́ımo jako postupně se vyv́ıjej́ıćı
projekt na bázi stávaj́ıćıch otevřených zdrojových kód̊u.

3.1.1 Vstupńı jazyk

Vstupńım jazykem je záhodno postihnout použit́ı SMT formuĺı a současně
umožnit definovat ODE a propojit je s diskrétńımi SMT stavy. Vycházel jsem
z jazyka SMT-LIB (viz. sekce 2.2.1) a ze vstupńıho jazyka nástroje dReal
(viz. sekce 2.4). Použité názvoslov́ı vycháźı z SMT-LIB.

Ač je náš vstupńı jazyk podobný na ty referované, neńı s nimi kompatibilńı,
zejména neńı konformńı se standardem SMT-LIB, který je relativně robustńı,
umožňuje nastavovat parametry pro řešič, podporuje inkrementálńı operace,
apod. Také definuje výstupńı jazyk. Náš řešič sice interně tento jazyk hojně
využ́ıvá, ale sv̊uj vstup omezuje jen na některé části. Vstupńı specifikace model̊u
muśı spadat do některé teorie reálných č́ısel (konkrétńı logiky jsou uvedeny
dále). Tyto logiky jsou pochopitelně rozš́ı̌reny o ODE. Nad těmito vstupy lze
provést pouze neinkrementálńı ověřeńı splnitelnosti. Většina zodpovědnosti
pojená se vstupńı specifikaćı SMT části vstupu je př́ımo delegována na SMT
řešič, včetně kontroly validity vstupu.

Jazyk použ́ıvá plně uzávorkovanou prefixovou notaci25. Podmnožina př́ıkaz̊u
týkaj́ıćı se jen specifikace SMT formuĺı je převzata z SMT-LIB a k nim jsou

24V našem př́ıpadě však (pochopitelně) odpadá výhoda systémů ř́ızených časem oproti
těm ř́ızených událostmi, že je porucha detekována na straně přij́ımače, jelikož zde pracujeme
s

”
bezporuchovým“ řešičem.
25Tato syntaxe je známa zejména z jazyka Lisp.
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ortogonálně doplněny př́ıkazy týkaj́ıćı se nadstavby o ODE. Obě skupiny jsou
popsány ve zvláštńıch podsekćıch.

Vstupńı jazyky jsou obecně definovány tak, aby byly pokud možno nezávislé
na konkrétně použitých řešič́ıch.

Značeńı. Znaky <> nejsou součást́ı syntaxe a ohraničuj́ı či seskupuj́ı argu-
menty (nejsou-li již nějak ohraničeny); * znač́ı, že dotčený řetězec se může
opakovat v́ıcekrát nebo být prázdný; + je jako *, ale zakazuje prázdný řetězec;
| znač́ı v́ıce možnost́ı pro jednu pozici argumentu.

3.1.1.1 Syntaxe jazyka

Vstupńı jazyk je sekvence token̊u, výraz̊u, b́ılých znak̊u a komentář̊u. U znak̊u
abecedy se rozlǐsuje velikost ṕısmen.

B́ılé znaky. Povolenými b́ılými znaky jsou:

Název mezera tabulátor nová řádka

ASCII 32 9 (13 + )10

S výjimkou odděleńı dvojic token̊u jsou b́ılé znaky ignorovány.

Komentář. Jako komentář je interpretován každý úsek řádku zač́ınaj́ıćı
znakem ; až po konec řádku. Jejich obsah je ignorován.

Token je sekvence znak̊u závisle na typu tokenu, vždy však bez b́ılých znak̊u,
které slouž́ı jako jejich oddělovače. Tokeny se děĺı na identifikátory a literály.

Identifikátory sestávaj́ı z alfanumerických znak̊u a znak̊u

+ - * / ˆ = < > . ?

Muśı být předem deklarovány, definovány nebo rezervovány a nesmı́ zač́ınat
č́ıslićı26. Reprezentuj́ı bud’ př́ıkazy (pak se vždy jedná o rezervovaný token;
jsou interpretovány výhradně interně v řešiči), nebo funkce, které mohou být
i uživatelsky definované, či druh prvk̊u, výraz̊u apod. (angl. sort). Speciálńım
př́ıpadem funkce je konstanta, která nemá žádné argumenty. Pojem proměnných
se nepouž́ıvá, nebot’ hodnotám identifikátor̊u nelze dynamicky přǐrazovat nové
hodnoty, stejně jako v SMT-LIB.

Literály jsou bezejmenné konstanty nějakého druhu. Numerické obsa-
huj́ı č́ıslice a př́ıpadně desetinnou tečku (.) nebo záporné znaménko (-)27;
na začátku nejsou povoleny př́ıdavné 0 a kladné znaménko; desetinná č́ısla muśı

26Vzhledem k jen minimálńım restrikćım na název identifikátoru je vhodné, aby se uživatel
vyvaroval zaváděj́ıćıch názv̊u, např. obsahuj́ıćıch symboly operátor̊u (a<b apod.), a aby
d̊usledně odděloval tokeny b́ılými znaky nebo do výraz̊u.

27Záporné literály v SMT-LIB povoleny nejsou, proto je nutné při zpracováńı vstupu
provést transformaci na výraz s unárńı funkćı - a kladným literálem.
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obsahovat č́ıslici před i po desetinné tečce; neńı podporován semilogaritmický
tvar. Booleovské literály jsou true a false.

Výraz je vždy uzavřen v závorkách:

( <<token> | <expr>>* )

kde <expr> je vnořený výraz a <token> token. Pokud je výraz umı́stěn
v kořenové úrovni vstupu, pak se muśı jednat o př́ıkaz. V př́ıkazu muśı být
prvńım elementem výrazu token s názvem př́ıkazu. Obecné výrazy toto omezeńı
nemaj́ı, ale pokud se jedná o funkci, plat́ı pro ni totéž co pro př́ıkazy. Př́ıkazy
nemuśı mı́t druh návratové hodnoty, funkce ano.

(B́ılé znaky a komentáře nejsou v sekvenci zahrnuty; při vyhodnoceńı je
jejich obsah ignorován.)

3.1.1.2 SMT konstrukty

Je použita pouze podmnožina konstrukt̊u týkaj́ıćıch se povolených teoríı
reálných č́ısel. Jedná se o druhy výraz̊u a o rezervované př́ıkazy a funkce.

Druhy prvk̊u:

• Bool — logický typ,

• Real — typ reálných č́ısel.

Celoč́ıselný druh neńı akceptován; pro diskrétńı konstanty je nutno využ́ıt
výhradně druh Bool, typicky pro diskrétńı stav systému, který je konečný.

Rezervované funkce. Zahrnuty jsou následuj́ıćı funkce (resp. operátory)
se standardńı sémantikou:

• Unárńı: not

• Binárńı: /

• n-árńı:

– levá asociativita:

∗ n ≥ 1: - and or

∗ n ≥ 2: + *

– pravá asociativita, n ≥ 2: =>

– se zřetězeńım, n ≥ 2: = < > <= >=

a dále tyto funkce:

• distinct — n-árńı funkce s n ≥ 2, která vraćı nerovnost všech dvojic
prvk̊u,

• ite — ternárńı funkce s prvńım argumentem druhu Bool, který když je
pravdivý, vraćı se druhý argument, jinak třet́ı argument.
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set-logic nastavuje logiku použitou v SMT řešiči:

(set-logic <logic name>)

kde <logic name> je jedna z následuj́ıćıch logik teoríı reálných č́ısel s volnými
funkčńımi symboly, podle SMT-LIB:

• QF UFLRA — lineárńı bez kvantifikátor̊u,

• QF UFNRA — nelineárńı bez kvantifikátor̊u,

• UFLRA — lineárńı s kvantifikátory.

Vliv použit́ı kvantifikátor̊u jsme však dosud nezkoumali.

Př́ıkaz smı́ být volán nejvýše jednou a muśı předcházet všem ostatńım
uvedeným př́ıkaz̊um. Neńı-li př́ıkaz uveden, je jako výchoźı logika zvolena
QF UFLRA.

Pokud to implementace umožňuje, smı́ být také podporovány zmı́něné
logiky bez volných funkčńıch symbol̊u (názvy jsou bez znak̊u UF). Pak je jako
výchoźı logika volena QF LRA.

declare-fun slouž́ı k deklaraci nové funkce (resp. konstanty) bez jej́ı inter-
pretace. Je tvaru

(declare-fun <fun name> (<arg sort>*) <sort>)

Argumenty př́ıkazu:

• <fun name> — název identifikátoru funkce,

• <arg sort>* — výčet identifikátor̊u druh̊u argument̊u funkce (prázdné
v př́ıpadě konstanty),

• <sort> — identifikátor druhu návratové hodnoty.

Př́ıklady:

(declare-fun y (Real) Real)

(declare-fun empty? () Bool)

Funkce a konstanty jsou deklarovány globálně a mohou být za mı́stem
deklarace libovolně použ́ıvány uvnitř daľśıch funkćı.

define-fun rozšǐruje28 declare-fun o definici funkce:

(define-fun <fun name> ((<arg> <arg sort>)*) <sort> <expr>)

se shodnými argumenty kromě:

• (<arg> <arg sort>)* — výčet pár̊u identifikátor̊u názvu argument̊u
funkce a jejich druh̊u,

• <expr> — výraz nebo token definuj́ıćı chováńı funkce s druhem návratové
hodnoty <sort> a (ne nutně) obsahuj́ıćı jednotlivé argumenty <arg>.

Př́ıklad:

28Každá funkce je bud’ jen deklarována, nebo definována, ne oboj́ı.

33



3. Návrh zvoleného řešeńı

(define-fun v ((s Real) (t Real)) Real (/ s t))

assert zavád́ı formule modelu, které musej́ı být splněny:

(assert <expr>)

kde <expr> je výraz nebo token s druhem návratové hodnoty Bool. Př́ıklad:

(assert (or (= mode a) (= mode b) ))

3.1.1.3 Konstrukty ODE

V kontextu ODE lze zjednodušovat syntaxi př́ıkaz̊u s následuj́ıćımi pravidly:

• název nezávislé proměnné v ODE je vždy t,

• druhy funkćı i jejich derivaćı a nezávislé proměnné je Real.

Tyto skutečnosti nebudou nadále zmiňovány.

Vstup může obsahovat v́ıcero závislých či nezávislých diferenciálńıch rov-
nic, označovaných jako ode. Každá ode dále sestává z jedné či v́ıce variant
derivaćı, z nichž v každé fázi je pro každou ode platná právě jedna varianta.
Varianty derivaćı budou označovány jako dt. dt umožňuj́ı volit r̊uzné předpisy
pro derivace neznámých funkćı závisle na aktuálńım stavu celého systému.

Nové druhy prvk̊u:

• Dt — druh určuj́ıćı zvolenou variantu derivace dt.

Nové rezervované funkce. SMT logiky neuměj́ı dobře zacházet s některými
nelineárńımi reálnými funkcemi, k nimž lze využ́ıt ODE řešič a namı́sto
s funkcemi pracovat s konstantami, jimž jsou přǐrazeny výsledky integrováńı.
Přidány jsou následuj́ıćı unárńı funkce:

abs sqrt cbrt sin cos tan exp ln

a binárńı funkce (resp. operátor): ˆ

Tyto však mohou být využity pouze uvnitř př́ıkazu define-dt (viz. dále).

define-dt slouž́ı k definici dt, tj. výrazu popisuj́ıćıho variantu derivace
funkce, a současně k deklaraci ode neznámé funkce u prvńı zmı́něné varianty
dt. Všechny dt muśı v rámci ode sd́ılet stejnou signaturu (viz. dále).

Tvar př́ıkazu:

(define-dt <fun name> <dt name> (<arg>*) <expr>)

s argumenty:

• <fun name> — název ode, tj. identifikátoru neznámé funkce nezávislé
proměnné t obsahuj́ıćı všechny varianty dt,

• <dt name> — název dt, tj. identifikátoru varianty derivace funkce <fun -

name>,
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• <arg>* — identifikátory argument̊u výrazu, které jsou druhu Real a
muśı být shodné u všech variant dt; neobsahuj́ı funkci <fun name> a
nezávislou proměnnou t, které jsou zahrnuty implicitně; mohou obsahovat
i identifikátory jiných ode, v́ıce viz. ńıže,

• <expr> — výraz nebo token popisuj́ıćı tvar derivace funkce, který může
obsahovat funkci <fun name> a nezávislou proměnnou t 29 a jednotlivé
argumenty <arg>. Na rozd́ıl od SMT funkćı <expr> nepřij́ımá globálńı
funkce a konstanty.

Př́ıklady:

(define-dt x dx () 1)

(define-dt y dy on () (- (* (/ 3 t) y) 2))

(define-dt z dz a (k) (+ (/ 1 z) k))

Identifikátory <fun name> je nutné použ́ıvat výhradně uvnitř int-ode

př́ıkaz̊u. Identifikátory <dt name> jsou zavedeny jako konstanty druhu Dt,
které lze použ́ıvat uvnitř př́ıkaz̊u assert pro účely propojeńı konstant druhu
Dt se stavem systému.

Argumenty <arg> vstupuj́ı do výrazu <expr> jako konstanty druhu Real

jakožto počátečńı podmı́nky integrace a také jako vstupńı hodnoty v každé
fázi integrace. Pokud je <arg> nepoužitý identifikátor (v kontextu argument̊u
define-dt), jej́ı hodnota se neměńı; pokud se však jedná o identifikátor některé
ode (pocházej́ıćı z <fun name>), jej́ı hodnota se pr̊uběžně měńı, jelikož jsou
všechna souvisej́ıćı ODE integrována synchronně. T́ımto zp̊usobem se definuj́ı
soustavy v́ıce ODE30, př.:

(define-dt x dx (y) (+ x y))

(define-dt y dy (x) (- x y))

int-ode obaluje výraz integrace neznámé funkce v konkrétńı fázi a dosazuje
do ode literály či konstanty. Návratová hodnota výrazu je druhu Real a lze jej
použ́ıvat uvnitř př́ıkaz̊u assert.

Tento př́ıkaz se chová jako funkce a muśı být umı́stěn v mı́stě, kde jsou
funkce povoleny, což např. neńı vrcholová úroveň vstupu.

Na rozd́ıl od př́ıkazu define-dt pracuje tento výhradně s identifikátory
konstant, ne s obecnými kĺıči (resp. identifikátory ode). Slouž́ı k tomu, aby
dosazoval do rovnic definovaných př́ıkazem define-dt konkrétńı počátečńı a
koncové hodnoty a vyb́ıral některou variantu dt.

Tvar př́ıkazu:

(int-ode <fun name> <dt> (<init> <t 1> <t 2>) (<arg val>*))

s argumenty:

29Funkce se uvád́ı bez závislosti na t, tj. jako konstanta.
30Pokud chcete z nějakého d̊uvodu použ́ıt funkci některé ode jako konstantńı vstup pro

jinou ode, zvolte pro tento argument <arg> název odlǐsný od <fun name>; vstupńı konstanty
pro př́ıkaz int-ode z̊ustávaj́ı stejné.
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• <fun name> — název ode, tj. identifikátor neznámé derivované funkce
zavedený př́ıkazy define-dt,

• <dt> — konstanta druhu Dt, která určuje některou z variant derivaćı dt

definovaných př́ıkazy define-dt31,

• <init> — počátečńı hodnota funkce <fun name> v bodě <t 1>,

• <t 1> <t 2> — počátečńı a koncová hodnota nezávislé proměnné t,

• <arg val>* — počátečńı hodnoty argument̊u druhu Real předané výrazu
zvolené varianty derivace.

Názvy všech vstupńıch konstant mohou být libovolné identifikátory, jejich
struktura a návaznosti jsou zodpovědnost́ı uživatele. Př́ıklady:

(int-ode x dx 0 (x 0 t 0 t 1) ())

(int-ode x dx 1 (x 1 t 1 t 2) ())

(int-ode y dy 1 (y 1 t 1 t 2) ())

(int-ode y der 25 (var-3 tt 5 xy56) ())

(int-ode z dz 1 (z 1 t 1 t 2) (k))

(int-ode z dz 2 (z 1 t 1 t 3) (k))

Je možné pro stejnou ODE a pro stejný pár konstant nezávislé proměnné t

použ́ıt i v́ıce př́ıkaz̊u int-ode s odlǐsnými argumenty:

(int-ode x dx.0_0 (x.0_0 t_0 t_1) ())

(int-ode x dx.1_0 (x.1_0 t_0 t_1) ())

define-ode-step definuje (počátečńı) velikost kroku v interńım ODE řešiči:

(define-ode-step <h>)

kde <h> je konstanta druhu Real.

3.1.1.4 Struktura a použit́ı jazyka

V této podsekci je uveden tvar doporučené struktury vstupu, který by validně
popisoval model hybridńıho systému a umožňoval jeho analýzu našim nástrojem.

Vzhledem k tomu, že se v jazyce nevyskytuj́ı žádné proměnné, neńı možné,
aby se pr̊uběh stavu systému v rámci jednoho ověřeńı splnitelnosti dynamicky
měnil — výsledkem je vždy statické ohodnoceńı. Jelikož je vstup statický,
je pro modelováńı pr̊uběhu nutné použ́ıt mnoho konstant o předem známém
počtu.

Rozložeńı fáźı je určeno obecně podle navazuj́ıćıch časových meźı př́ıkaz̊u
int-ode (hodnoty konstant nezávislé proměnné t).

Následuj́ı jednotlivé sekce, které by se měly objevit ve vstupech. Kromě
těchto smı́ uživatel použ́ıvat i daľśı SMT konstrukty tohoto jazyka.

31Nejedná se o konstanty pocházej́ıćı z př́ıkazu define-dt, ale o pomocné konstanty, které
jsou ohodnoceny SMT řešičem na základě aserćı se stavem modelu.
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Deklarace a inicializace konstant. Všechny konstanty musej́ı být de-
klarovány a konstanty počátečńıch podmı́nek muśı být definovány. Každé
konstantě se typicky dává jako př́ıpona č́ıslo fáze, ale řešič by na to neměl brát
žádný ohled.

Je vhodné deklarovat konstanty nezávislé proměnné t, pr̊uběh̊u neznámých
funkćı, diskrétńıch stav̊u a konstant voleb variant derivaćı dt32.

Intervalové počátečńı podmı́nky lze aproximovat pomoćı logického součtu
několika rovnost́ı.

Př́ıklad:

;; Literals definition

(define-fun t0 () Real 0)

(define-fun y0_0 () Real 1) (define-fun y0_1 () Real 2)

(define-fun run0 () Bool false)

;; Constants declaration

(declare-fun t_0 () Real) (declare-fun t_1 () Real)

(declare-fun y_0 () Real) (declare-fun y_1 () Real)

(declare-fun run_0 () Bool) (declare-fun run_1 () Bool)

(declare-fun dy_0 () Dt)

;; Initial conditions

(assert (and (= t_0 t0) (= run_0 run0)

(or (= y_0 y0_0) (= y_0 y0_1))

))

Definice derivaćı funkćı se provád́ı pomoćı př́ıkaz̊u define-dt. Př́ıklad:

(define-dt y dy_run () 1 )

(define-dt y dy_idle () (- 1))

Identifikátory variant derivaćı dt nesmı́ kolidovat s konstantami volených
variant v jednotlivých fáźıch, př.:

(declare-fun dy_0 () Dt) (declare-fun dy_1 () Dt)

;; ...

(define-dt y dy_1 () 1) ;; conflict !!

Invarianty znamenaj́ı zavedeńı podmı́nek, které muśı být splněny mezi všemi
fázemi, ale mohou být porušeny v pr̊uběhu integrace. Mohou a nemuśı být
závislé na aktuálńım stavu systému.

Pokud to implementace explicitně sama neprovád́ı, je nutné omezit všechny
konstanty jednotlivých fáźı druhu Dt pouze na výčet možných variant derivaćı
z př́ıkaz̊u define-dt.

Doporučujeme zkonstruovat pomocnou funkci invariant, př.:

32Pozor na konflikt identifikátor̊u konstant dt s identifikátory variant derivaćı z př́ıkazu
define-dt.
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(define-fun invariant ((dy Dt) (y Real)) Bool

(and (or (= dy dy_run) (= dy dy_idle))

(<= y ymax)

))

Př́ıklad s použit́ım funkce invariant:

(assert (and (invariant dy_0 y_0)

(invariant dy_1 y_1)

))

Nastaveńı voleb variant derivaćı se provád́ı pomoćı př́ıkazu assert,
ve kterém se kombinuje libovolný stav systému a konstanty druhu Dt. T́ım
docháźı k propojeńı diskrétńı a spojité domény modelu.

Doporučujeme zkonstruovat pomocnou funkci connect, př.:

(define-fun connect ((dy Dt) (run Bool)) Bool

(and (=> run (= dy dy_run ))

(=> (not run) (= dy dy_idle))

))

Př́ıklad s použit́ım funkce connect:

(assert (and (connect dy_0 run_0)

(connect dy_1 run_1)

))

Definice skok̊u. Skoky, tj. změny diskrétńıho stavu, lze definovat též pomoćı
aserćı mezi sousedńımi stavy a daľśımi konstantami.

Doporučujeme zkonstruovat pomocnou funkci jump, př.:

(define-fun jump ((run1 Bool) (run2 Bool) (y2 Real)) Bool

(and (=> (and run1 (< y2 bound_1) ) run2 )

(=> (and run1 (>= y2 bound_1) ) (not run2) )

(=> (and (not run1) (> y2 bound_2) ) (not run2) )

(=> (and (not run1) (<= y2 bound_2) ) run2 )

))

Př́ıklad s použit́ım funkce jump:

(assert (and (jump run_0 run_1 y_1)

(jump run_1 run_2 y_2)

))

Pokud je požadavek na libovolnou změnu spojitého stavu modelu při některém
skoku (např. reset časovače), je nutné tyto konstanty v jednotlivých fáźıch
zdvojit, kde prvńı znač́ı např. hodnotu na začátku fáze (např. s př́ıponou 0) a
druhá na konci fáze (např. s př́ıponou t). Př́ıklad:
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(declare-fun tau_0_0 () Real) (declare-fun tau_0_1 () Real)

(declare-fun tau_t_0 () Real) (declare-fun tau_t_1 () Real)

;; ...

(define-fun jump ( (run1 Bool) (run2 Bool)

(tau1t Real) (tau20 Real)

) Bool

(and (=> (and run1 (< tau1t 5) )

(and run2 (= tau20 tau1t) ))

(=> (and run1 (>= tau1t 5) )

(and (not run2) (= tau20 0) ))

;; ...

))

(assert (and (jump run_0 run_1 tau_t_0 tau_0_1)

(jump run_1 run_2 tau_t_1 tau_0_2)

))

Nastaveńı fáźı znamená definovat časové okamžiky mezi integracemi, tj. např.
hodnotami konstant t i. Nejjednodušš́ım zp̊usobem je zavedeńı konstantńı
periody T, např.:

(define-fun T () Real 1)

(assert (and (= t_1 (+ t_0 T)) (= t_2 (+ t_1 T)) ))

Integrace se provád́ı př́ıkazy int-ode. Docháźı t́ım k propojeńı konkrétńıch
vstupńıch a výstupńıch konstant druhu Real a konstant druhu Dt. Podle
argument̊u meźı nezávislé proměnné t těchto př́ıkaz̊u je určeno rozložeńı fáźı
výpočtu. Všechna ODE, která jsou navzájem závislá a nacháźı se ve stejných
časových meźıch, jsou integrována synchronně.

Př́ıklad:

(assert (and (= y_1 (int-ode y dy_0 (y_0 t_0 t_1) ()))

(= y_2 (int-ode y dy_1 (y_1 t_1 t_2) ()))

))

a pro př́ıpad zdvojených konstant fáźı (viz. definice skok̊u):

(assert (and (= y_t_0 (int-ode y dy_0 (y_0_0 t_0 t_1) ()))

(= y_t_1 (int-ode y dy_1 (y_0_1 t_1 t_2) ()))

))

3.1.1.5 Předzpracováńı vstupu

Předzpracováńı vstupu znamená jeho úpravu na úrovni substitućı textu, před sa-
motným zpracováńım, bez sémantické analýzy. Základńı funkćı předzpracováńı
vstupu je odstraněńı komentář̊u.
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Protože vstupy zpravidla obsahuj́ı velké množstv́ı opakuj́ıćıho se kódu ply-
noućı z rozděleńı výpočtu do fáźı, byla do možnost́ı předzpracováńı vstupńıho
jazyka přidána makra, která umožňuj́ı parametrizované generováńı textového
kódu. Princip se podobá makr̊um jazyka C. Rozlǐsuj́ı se př́ıkazová a uživatelská
makra. Př́ıkazová makra slouž́ı jako direktivy pro předzpracovač vstupu a lze
pomoćı nich zavést uživatelská makra. Uživatelská makra umožňuj́ı parametri-
zovanou textovou substituci.

Název každého makra muśı být určen jediným tokenem, který zač́ıná
znakem #. Pokud je makro parametrizováno, muśı být token následován
výrazem s parametry. Pokud makro parametrizováno neńı, token může a
nemuśı být následován prázdným výrazem (), doporučujeme však prázdný
výraz použ́ıvat, č́ımž se zamezuje př́ıpadné chybné interpretaci následuj́ıćıho
výrazu, který neńı (nemá být) seznamem parametr̊u. Parametry makra jsou
v jeho těle použita jako dočasná uživatelská makra. Pokud název parametru
koliduje s dř́ıve definovaným uživatelským makrem, má parametr přednost.

Makra mohou obsahovat vnořená makra. Jsou-li makra expandována,
vyhodnoceńı je provedeno rekurzivně a neńı kontrolováno, zda je rekurze
konečná.

Makra umı́ pracovat s numerickými literály (včetně celoč́ıselných), ale ne
s literály true a false druhu Bool.

Př́ıkazová makra se nesmı́ nacházet uvnitř vstupńıch výraz̊u, ale mohou
se nacházet uvnitř jiných maker. Mezi tato makra patř́ı:

• 1. #if <cond> <body> #endif

2. #if <cond> <body1> #else <body2> #endif

Podmı́něně expanduje text <body>, pokud je literál <cond> vyhodnocen
jako pravdivý. Ve variantě 2 je nav́ıc při nesplněńı podmı́nky <cond>

expandována část <body2>. Výsledkem může být i prázdný text.

• 1. #def <name> <|(<arg>*)> <body> #enddef

2. #define <name> <|(<arg>*)> <body>

Zavád́ı globálńı uživatelské makro s názvem <name>, s parametry, nebo
bez nich, s obsahem <body>. Je povolena nejvýše jedna definice globálńıho
makra <name>. Makro <name> neńı expandováno v mı́stě definice, ale
až v mı́stě voláńı. <body> tedy může obsahovat i libovolná vnořená
makra včetně daľśıch definic; korektnost záviśı až na kontextu mı́sta
voláńı makra. Makro smı́ být definováno i rekurzivně, ale uživatel si muśı
pohĺıdat koncové podmı́nky.

Ve variantě 1 může být tělo i v́ıceřádkové; varianta 2 je zakončena koncem
řádku.

• #let <name> <<body>|(<body>)> <scope> <|#endlet <name>>

Zavád́ı lokálńı uživatelské makro v rámci <scope> s názvem <name>
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bez parametr̊u. Smı́ být definováno i několik lokálńıch maker <name>,
platné je to naposledy definované. <body> je expandováno už v mı́stě
definice, výsledkem expanze smı́ být i prázdný text. Neuzávorkované
<body> je interpretováno jako jediný token. #endlet ukončuje platnost
aktuálńıho makra.

• 1. #for (<var> <init> <end>) <body> #endfor

2. #for (<var> <init> (<cond>) (<step>)) <body> #endfor

3. #for (<var> (<list>)) <body> #endfor

Expanduje text <body>, který může záviset na <var> jakožto lokálńım
uživatelském makru. Text je opakovaně expandován s měńıćı se hodnotou
<var> závisle na uvedených podmı́nkách.

V těle smı́ být obsažena vnořená makra #for.

Varianta 1 generuje <var> s celoč́ıselnými hodnotami od <init> do <end>

včetně, s jednotkovým krokem. Varianta 2 generuje <var> s počátečńı
hodnotou <init> a následuj́ıćımi hodnotami odpov́ıdaj́ıćı vyhodnoceńı
výrazu (<step>), dokud je výraz (<cond>) vyhodnocován jako pravdivý.
Varianta 3 generuje <var> postupně se všemi hodnotami uvedenými
ve výčtu (<list>).

Př́ıklady př́ıkazových maker:

#define TO_BOOL(cond) #if #cond true #else false

#define N() 5

#def SUM_SQR() (+

#for (i 0 #N) ;; equiv. to: #for (i 0 (<= #i #N) (+ #i 1))

;; equiv. to: #for (i (0 1 2 3 4 5))

#let j ((+ #i 1)) ;; or #let j (+ #i 1)

(* #i #j)

#endlet j

#endfor

) #enddef

Uživatelská makra musej́ı být před použit́ım alespoň jednou definována
pomoćı př́ıkazových maker #def, #define nebo #let, nebo jako parametry
makra. Parametry maker jsou interně zavedeny pomoćı mechanismu lokálńıch
uživatelských maker (s tělem odpov́ıdaj́ıćım hodnotě parametru v mı́stě voláńı),
a proto mezi nimi nebude nadále rozlǐsováno. Názvy lokálńıch a globálńıch
maker se mohou navzájem překrývat, přednost má vždy naposledy definované
lokálńı makro. (Lokálńı makra mohou být definována v́ıcekrát.)

V každém mı́stě voláńı jsou makra nahrazena za definovaný text, který
může být závislý na parametrech nebo i na samotném makru — pak hovoř́ıme
o rekurzi. Rekurze maj́ı velkou vyjadřovaćı schopnost, jelikož lze použ́ıvat
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vnořených podmı́něných maker #if. Pomoćı těchto rekurźı lze např. zavést
makra #for. Pr̊uběh rekurzivńıch expanźı ale neńı nijak kontrolován.

Expanze maker je prováděna i uvnitř token̊u. Každý token je rozdělen
na části podle znak̊u # a každá část je vyhodnocena zvlášt’. Je-li token složen
z v́ıce než jedné takové části, jsou všechny expandované části složeny do jediného
tokenu, a to i v př́ıpadě, že těla maker obsahuj́ı v́ıce než jeden token; nesmı́ však
obsahovat výrazy. Vnitřńı makra také nemohou mı́t žádné parametry, jelikož
parametry maker nikdy nejsou součást́ı tokenu, protože se uvád́ı ve výrazech.
Pouze posledńı část tokenu smı́ obsahovat parametry umı́stěné v následuj́ıćım
výrazu.

Nejen pro účely odděleńı část́ı maker a textu v rámci jednoho tokenu jsou
zavedena dvě rezervovaná makra s prázdným názvem a s názvem # (tj. volaj́ı
se jako # a ##). # je z textu smazáno33; ## je expandováno na prázdný token.
Obě makra lze použ́ıt na vynuceńı složeńı expanze makra do jednoho tokenu.

Znak # je možné použ́ıt jako escape sekvenci: \#, č́ımž se zameźı expanzi
makra (nebo je odložena) a znak # je ponechán nedotčen. Toto je užitečné
pro účely předáváńı token̊u, které obsahuj́ı lokálńı uživatelská makra, jako
parametr̊u globálńıho uživatelského makra, pokud je žádoućı, aby bylo lokálńı
makro expandováno až uvnitř těla na základě lokálńı definice. (Př́ıkazová
makra #def* svá těla neexpanduj́ı, proto v nich neńı potřeba escape sekvence
použ́ıvat.) Bez použit́ı escape sekvenćı neńı možné doćılit toho, aby makro
vygenerovalo znak #, tj. jakékoli neexpandované makro.

Doporučujeme použ́ıvat tuto konvenci pro názvy uživatelských maker:
velká ṕısmena pro globálńı makra (MACRO) a malá ṕısmena pro lokálńı makra
(macro).

Aritmetická expanze je daľśım nástrojem v rámci předzpracováńı vstupu,
který slouž́ı k nahrazeńı vstupńıho výrazu rezervované funkce za jeho aritme-
tické vyhodnoceńı. Výraz nesmı́ obsahovat nepř́ımé argumenty, jinak dojde
k chybě při vyhodnoceńı. (Ve fázi předzpracováńı lze použ́ıvat pouze literály a
makra, ne konstanty a funkce.)

Expanze se provede předřazeńım tokenu $ před výraz (bez #). (Vnořené
výrazy už před sebou mı́t token $ nemuśı.) Výchoźım typem argument̊u
vyhodnocovaných výraz̊u jsou reálná č́ısla (resp. č́ısla s plovoućı řádovou
čárkou). Typ lze také určit explicitně přidáńım znaku do tokenu s $:

• <d | i> → celoč́ıselný typ,

• f → reálný typ.

Př́ıklad použit́ı maker:

33# může být použito pouze na konci tokenu, jinak je interpretováno jako makro s názvem,
který následuje za #.
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#define STEPS() 10

#define STEPS-1() $d (- #STEPS 1)

#def INT_ODE(f)

#for (i 0 #STEPS-1)

#let j $d(+ #i 1)

(= #f##_#j (int-ode #f d#f##_#i (#f##_#i t_#i t_#j) ()))

#endlet j

#endfor

#enddef

(assert (and

#INT_ODE(x) ;; (= x_1 (int-ode x dx_0 (x_0 t_0 t_1) ()))

;; (= x_2 (int-ode x dx_1 (x_1 t_1 t_2) ())) ...

#INT_ODE(y) ;; (= y_1 (int-ode y dy_0 (y_0 t_0 t_1) ())) ...

))

Daľśı př́ıklady jsou uvedeny v př́ıloze C, včetně př́ıpad̊u užit́ı.

3.1.2 Výstupy

Výstupem řešiče je předevš́ım př́ıznak splnitelnosti. Je-li vstup splnitelný,
pak je volitelně také počátečńı a koncové ohodnoceńı diferencovaných funkćı.
Pokud je nav́ıc zadán výstupńı soubor, jsou do něj zapsány celé trajektorie
diferencovaných funkćı a z těchto dat je vykreslen společný graf.

V př́ıpadě konečné množiny počátečńıch podmı́nek je výstupem sat nebo
unsat v př́ıpadě splnitelného nebo nesplnitelného vstupu. S výjimkou zanedbáńı
aproximačńıch chyb ODE řešiče jsou tyto výstupy exaktńı, jelikož řešič bud’

nalezne splňuj́ıćı ohodnoceńı, nebo prozkoumá všechny možnosti a ověř́ı, že
žádná neńı splnitelná.

V př́ıpadě nekonečné množiny počátečńıch podmı́nek je možný výstup sat,
ale pokud je vstup nesplnitelný, výpočet pravděpodobně nikdy neskonč́ı.

Výstup unknown neńı navržen, ač by byl v některých př́ıpadech vhodný,
např. pro nesplnitelné intervalové počátečńı podmı́nky.

3.2 Softwarová architektura

V následuj́ıćı sekci poṕı̌si abstraktńı návrh modelu komponent celého řešiče,
jejich vztah̊u a rozhrańı a rozděleńı zodpovědnost́ı. Poté rozeberu interńı návrh
jednotlivých komponent.

3.2.1 Model komponent

Stěžejńımi komponentami jsou SMT a ODE řešič. Úkolem je zajistit jejich
vzájemnou komunikaci a ř́ıdit centrálńı algoritmus celého procesu od přijmut́ı
vstupu ve vstupńım jazyce po výpis výsledk̊u.
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Svým zp̊usobem lze tento postup použ́ıt i jako opakovaně generované
celistvé statické vstupy pro neinkrementálńı SMT řešič, ale předpokládá se, že
inkrementálńı řešič si bude poč́ınat efektivněji.

T́ımto je źıskáno velké flexibility ze strany SMT řešiče, vzhledem k tomu,
že SMT-LIB standard podporuje většina řešič̊u. Jediné potenciálńı riziko
je neefektivńı poč́ınáńı řešič̊u v inkrementálńım módu, tj. pokud by obecně
operace ověřeńı splnitelnosti byla výpočetně náročná, vzhledem k tomu, že
tato operace bude prováděna často. Předpokládá se však, že doba výpočtu by
měla být výrazně nižš́ı v následuj́ıćıch fáźıch, které přidávaj́ı jen malé množstv́ı
nových aserćı, oproti prvńı fázi, který řeš́ı celý počátečńı vstup.

Použ́ıváńı textového rozhrańı pomoćı SMT-LIB by mělo mı́t zanedbatelný
vliv na výkon oproti použit́ı programového rozhrańı, v porovnáńı s dobou
samotných výpočt̊u SMT a ODE řešič̊u. Implementace si však muśı poradit
s korektńımi konverzemi č́ısel s plovoućı řádovou čárkou z textu či do textu,
protože SMT řešič pracuje s exaktńımi hodnotami.

3.2.1.2 ODE řešič

ODE řešič postačuje použ́ıt jako samostatnou komponentu, jelikož má fungovat
jako filtr — pro každý vstup vrát́ı odpov́ıdaj́ıćı výstup. Výjimkou je jen
jeho inicializace, kdy se muśı nastavit tvary diferenciálńıch rovnic. Konkrétńı
rozhrańı nehraje d̊uležitou roli, jen je d̊uležité dávat pozor na nastaveńı přesnosti
č́ısel s pohyblivou řádovou čárkou, protože SMT řešič pracuje s racionálńımi č́ısly,
které jsou exaktńı. To může činit pot́ıže zejména při komunikaci prostřednictv́ım
znakových řetězc̊u.

Důležitým požadavkem je však to, aby byl řešič schopen přij́ımat specifikace
diferenciálńıch rovnic dynamicky jako text, protože tak jsou reprezentovány
ve vstupńım jazyce. Např. řešiče odeint a SUNDIALS přij́ımaj́ı specifikace
jako kompilované funkce př́ımo v programovaćım jazyce, což je efektivńı, ale
pro tento účel nevhodná varianta. Řešiče, které to uměj́ı, existuj́ı (např. GNU
Plotutils, GNU Octave, SageMath; nemluvě o komerčńıch nástroj́ıch), ale
problém je např. v tom, že (pochopitelně) nemaj́ı navzájem nijak standardizován
vstupńı formát, jako tomu je třeba u SMT řešič̊u s SMT-LIB standardem.
Pokud bychom zvolili některý z nich, mohlo by být následně poměrně obt́ıžné
umožnit nasazeńı jiného řešiče.

Komponentu s ODE řešičem by bylo možné navrhnout tak, aby nějakým
zp̊usobem obalovala obecné funkcionality řešiče bez ohledu na konkrétńı použitý
nástroj. Toho lze doćılit navržeńım komponenty jako abstraktńı tř́ıdy ob-
starávaj́ıćı veřejné rozhrańı a konkrétńı implementaci přenechat na odvozených
tř́ıdách. Pokud by byl zvolený ODE řešič implementován v jazyce C++ nebo
C, měla by být jeho implementace uvnitř odvozené tř́ıdy snadná, a nav́ıc by
takové řešeńı mělo být efektivńı.

Po řešiči je však obecně (prozat́ım) vyžadována pouze integrace na základě
exaktńıch počátečńıch podmı́nek (tj. IVP) a koncových podmı́nek určených
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předem danou délkou integrace, bez řešeńı jakýchkoli invariant.

3.2.1.3 Zpracováńı vstupu

Vstupńı jazyk je navržen podobně jako jazyk SMT-LIB standardu, což značně
usnadňuje zpracováńı vstupu, jelikož stač́ı zpracovat jen přidané ODE kon-
strukty a celý zbytek vstupu delegovat s jen minimálńımi změnami na SMT
řešič jako inicializaci. ODE řešič je nutné inicializovat definicemi všech dife-
renciálńıch rovnic a jejich argument̊u.

Přidanou hodnotou je umožněńı použit́ı maker, pomoćı nichž lze vstupy
parametrizovat a ke generováńı neńı zapotřeb́ı daľśıho nástroje. Předzpracováńı
vstupu, tak jak je navrženo, je zcela nezávislé na sémantice vstupńıho jazyka a
mělo by být implementováno jako samostatná komponenta.

Komponenta zpracováńı vstupu bude s konstantami a funkcemi pracovat
výhradně na úrovni jejich identifikátor̊u a nebude řešit jejich možné hodnoty;
to bude zodpovědnost centrálńı komponenty a SMT řešiče.

3.2.1.4 Centrálńı komponenta

Zodpovědnost́ı centrálńıho bodu je na základě zpracovaného vstupu nastavit
diferenciálńı rovnice a ty souvisej́ıćı sjednotit, inicializovat oba řešiče a určit
fáze výpočtu. Následně pak ř́ıdit pr̊uběh výpočtu a komunikaci mezi oběma
řešiči.

Dı́ky několika možným rozhrańım u obou řešič̊u je návrh poměrně volný
a d̊uraz je kladen hlavně na zvolený ř́ıd́ıćı algoritmus, který muśı korektně
ověřit všechny možnosti ohodnoceńı vstupńıch konstant a funkćı a přiměřeně
efektivně zacházet s inkrementálńım SMT řešičem, zejména s návraty. Návrh
algoritmu je uveden v samostatné sekci.

3.2.2 Návrh ODE řešiče

Problém s dynamickými textovými specifikacemi diferenciálńıch rovnic a sesta-
veńı odpov́ıdaj́ıćıch funkćı jsem se rozhodl řešit formou stromových struktur
výraz̊u a jejich transformaćı na funkce s argumenty. Tyto struktury pak lze
použ́ıt jako vstupńı specifikace při inicializaci a vytvořené funkce volat ve fáźıch
integrace.

Nejprve poṕı̌si návrh avizované struktury a poté návrh abstraktńıho řešiče.

3.2.2.1 Výrazy a jejich vyhodnoceńı

Tato datová struktura sestává z výraz̊u a z jejich i několika vyhodnoceńı.

Výraz je obecná stromová struktura sestavená z prefixových textových
výraz̊u. Každý výraz obsahuje spojový seznam potomk̊u, z nichž každý je bud’

daľśı podvýraz, nebo token s textovou hodnotou. Seznam je použit proto, že se
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předpokládá sekvenčńı pr̊uchod jeho strukturou, a aby bylo možné efektivně
odkudkoli odeb́ırat či přidávat prvky.

Výraz ve výchoźı formě nemá určen žádný datový typ a použ́ıvá pouze znaky.
Může být tedy použit pro libovolné účely vyžaduj́ıćı vytvořeńı hierarchické
struktury z (ne zcela nutně) prefixového vstupu, např. i pro účely syntaktického
rozboru textového vstupu, který ani neńı výrazem, ale použ́ıvá prefixovou
notaci.

Po této struktuře je vyžadováno, aby co nejv́ıce zpř́ıstupnila sekvenčńı čteńı
i zápis, což budou velmi časté operace.

Vyhodnoceńı se vždy vztahuje k jedinému výrazu, ale výraz může mı́t
přidružených i několik vyhodnoceńı. Úloha vyhodnoceńı je vytvořit z obecné
textové struktury výrazu strom konkrétńıch funkćı s př́ımými či nepř́ımými
argumenty konkrétńıho aritmetického typu, který lze v inicializaci volit r̊uzně.
Tato struktura muśı umožňovat voláńı jako funkce, př́ıpadně i s parametry,
pokud výraz obsahuje nepř́ımé argumenty.

Když je výraz transformován na vyhodnoceńı, muśı být jeho prvńı prvek
token s názvem nějaké funkce, typicky aritmetickým operátorem. Následuj́ıćı
prvky nemaj́ı žádná omezeńı (kromě toho zmı́něného pro podvýrazy) a plat́ı
pro ně následuj́ıćı:

• je-li prvek daľśı podvýraz, vytvář́ı se daľśı vyhodnoceńı,

• je-li prvek token, provede se konverze na datový typ; pokud konverze
selže (token nereprezentuje hodnotu daného typu), je token považován
za nepř́ımý argument.

Nepř́ımé argumenty se později dosad́ı jako parametry při voláńı vyhodnoceńı
a textové hodnoty token̊u jsou uloženy jako kĺıče argument̊u. Nepř́ımých
argument̊u se stejným kĺıčem může být ve výrazu obsaženo v́ıce.

3.2.2.2 Abstraktńı řešič

Řešič bude implementován abstraktńı tř́ıdou tak, aby umožňoval snadné odvo-
zeńı na konkrétńı ODE řešič s implementaćı r̊uzných metod integrace funkćı.
Odvozené tř́ıdy by měly řešit pouze implementaci konkrétńıch metod, ale
veřejné i neveřejné rozhrańı by měla řešit abstraktńı tř́ıda, včetně stanoveńı
použitých datových struktur. Odvozenou tř́ıdu by mělo být možné implemento-
vat pro jakýkoli ODE řešič, který řeš́ı IVP s koncovými podmı́nkami závisej́ıćıch
na čase.

Řešič bude umožňovat inicializaci specifikaćı diferenciálńıch rovnic primárně
pomoćı datových struktur výraz̊u uvedených v sekci 3.2.2.1. K těmto výraz̊um
si řešič interně sestav́ı odpov́ıdaj́ıćı vyhodnoceńı tak, jak jsou uvedeny v sekci
3.2.2.1. Uživatel bude pracovat pouze s výrazy, od vyhodnoceńı bude odst́ıněn.
Naopak implementace odvozených řešič̊u budou pracovat pouze se sestavenými
vyhodnoceńımi. Vyhodnoceńı budou vždy obsahovat i nepř́ımé argumenty,
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implicitně alespoň argument integrované funkce a volitelně také argument
nezávislé proměnné t (viz. vztah (1.2)).

Specifikované diferenciálńı rovnice bude možné poč́ıtat opakovaně s r̊uznými
vstupńımi argumenty podle konstant aktuálńıch př́ıkaz̊u int-ode. Při výpočtech
budou v implementaci interně volána sestavená vyhodnoceńı v každém kroku in-
tegrace, což vyžaduje, aby bylo voláńı vyhodnoceńı přiměřeně efektivńı, jelikož
krok̊u integrace bude řádově stovky až statiśıce (podle délky fáźı výpočtu).

Tř́ıda by se však měla pokud možno chovat jako obecný ODE řešič bez užš́ıch
vazeb na problém SMT. Tuto zodpovědnost by měla řešit centrálńı komponenta.

Řešič bude také podporovat ukládáńı pr̊uběhu integraćı všech ODE a jejich
výpis.

Takový řešič bude možné použ́ıvat jako filtr (s výjimkou inicializace) —
na každý vstup odpov́ı výstupńımi hodnotami.

3.2.3 Návrh zpracováńı vstupu

Úkolem komponenty pro zpracováńı vstupu je nalézt př́ıkazy ODE vstupńıho
jazyka (viz. 3.1.1.3) a částečně také SMT konstrukty (viz. 3.1.1.2), zpracovat
je a nahradit je za konstrukce výhradně SMT-LIB standardu, nebo je zcela
vyřadit. Postup je následuj́ıćı:

1. Nastaveńı SMT vstupu: zvoleńı logiky, definice druhu Dt, ad.

2. Zpracováńı definic diferenciálńıch rovnic: načteńı definic diferenciálńıch
rovnic do výraz̊u a načteńı seznamů kĺıč̊u nepř́ımých argument̊u pro ODE
řešič z př́ıkaz̊u define-dt; definice konstant variant derivaćı druhu Dt

s názvy podle identifikátor̊u z define-dt.

3. Substituce př́ıkaz̊u integraćı int-ode za pomocné konstanty nebo funkce
druhu Real; sekvenčńı uložeńı identifikátor̊u argument̊u př́ıkaz̊u int-ode

a roztř́ıděńı podle jednotlivých ODE a podle unikátńıch pár̊u identi-
fikátor̊u nezávislých proměnných t. (Nastaveńı fáźı je zodpovědnost
centrálńı komponenty.)

4. (Volitelné) nastaveńı počátečńı délky kroku integraćı z př́ıkazu define-

-ode-step a jeho smazáńı.

5. Transformace zbylých konstrukt̊u nekompatibilńıch s SMT-LIB standar-
dem, které jsou povoleny ve vstupńım jazyce (např. záporné numerické
literály).

Ke zpracováńı vstupu lze s výhodou použ́ıt struktury výraz̊u ze sekce
3.2.2.1, jelikož vstupńı jazyk použ́ıvá prefixovou notaci.

3.2.4 Návrh předzpracováńı vstupu

Tato komponenta má fungovat samostatně pro libovolný prefixový vstup, tak
jak je definována v sekci 3.1.1, ale bez ohledu na sémantiku token̊u a výraz̊u,
s výjimkou komentář̊u a maker. Návrh maker je uveden v podsekci 3.1.1.5.
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V prvńı řadě se provedou nejjednodušš́ı substituce textu na úrovni řádk̊u,
bez ohledu na strukturu výraz̊u i maker. V této fázi dojde ke smazáńı ko-
mentář̊u a k nahrazeńı řádkových maker #define za jejich uzavřený ekvivalent
ve tvaru makra #def. Poté je vstup nezávislý na řádćıch a je závislý výhradně
na struktuře výraz̊u a maker.

Následné zpracováńı textu bude (opět) založeno na tř́ıdách výraz̊u ze sekce
3.2.2.1. Výrazy a makra budou procházeny rekurzivně a každý token obsa-
huj́ıćı makro bude náležitě zpracován, což bude vyžadovat operace vkládáńı a
odstraňováńı potomk̊u výraz̊u.

3.2.5 Řı́d́ıćı algoritmus

Úlohou algoritmu je dospět v SMT řešiči k ohodnoceńı všech konstant na základě
výsledk̊u rovnic z ODE řešiče. Hlavńı výzvou je problém s návraty, kdy
v pr̊uběhu výpočtu docháźı k tomu, že vstup v aktuálńı podobě neńı spl-
nitelný. Návraty má efektivně implementován SMT řešič, ale je otázkou, jakým
zp̊usobem je na něj delegovat.

Složitost roste s počtem fáźı výpočtu a s počtem všech možných voleb
derivaćı. V nejhorš́ım př́ıpadě se muśı proj́ıt všechny možnosti, tomu se nelze
vyhnout, kromě použit́ı nějakých heuristik, které ale nebudou uvažovány.
Rovněž nebudou uvažovány možnosti paralelizace.

Diskuze redukce ověřeńı splnitelnost́ı. Důležitým aspektem je poměr
výpočetńıch náročnost́ı operaćı ověřeńı splnitelnosti SMT řešičem a výpočtu
diferenciálńıch rovnic ODE řešičem. Vzhledem k tomu, že celý výpočet je
rozdělen do mnoha relativně málo vzdálených fáźı, je délka integraćı poměrně
malá oproti běžným př́ıpad̊um užit́ı. Nav́ıc integrace poč́ıtá jen s malým
množstv́ım vstupńıch hodnot, oproti SMT řešiči, který muśı v každé fázi ověřit
splnitelnost kompletně celého vstupu, ač v inkrementálńım módu. Dá se tedy
očekávat, že ODE řešič bude rychleǰśı než SMT řešič, a efektivńı algoritmus by
měl redukovat počet operaćı ověřeńı splnitelnosti a částečně do nich delegovat
návraty.

Návraty na SMT řešič bohužel neńı v rozumné mı́̌re možné delegovat
zcela, protože takový postup by vyžadoval spoč́ıtat úplně všechny možnosti
pr̊uchod̊u. Důvod je ten, že každá d́ılč́ı integrace záviśı na konkrétńıch vstupńıch
hodnotách, a tyto zase tranzitivně záviśı na všech předešlých. Tud́ıž neńı možné
mı́t v každé fázi pokryty všechny možnosti, např. pomoćı podmı́něných klauzuĺı,
aniž by složitost rostla exponenciálně.

Částečná redukce ověřeńı splnitelnosti je možná pomoćı zp̊usobu, kdy se
v každé fázi vyřeš́ı kromě SMT řešičem zvolené varianty derivaćı nav́ıc také
všechny ostatńı kombinace voleb variant v rámci aktuálńı fáze a přidaj́ı se
jako podmı́něné klauzule. Tı́m by se pokrylo lokálńı okoĺı aktuálńı fáze a
počet nutných ověřeńı splnitelnosti by se redukovalo o jednu úroveň stromu
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Obrázek 3.2: Ilustrace postupu základńıho algoritmu prohledávaným prostorem

Je uvedena jen zjednodušená varianta o jediné ODE se dvěma variantami
derivaćı. Hodnoty x0, x1, . . . představuj́ı výčet možných počátečńıch hodnot.

prohledávaného prostoru, a pomoćı podmı́něných klauzuĺı by se část́ı návrat̊u
zabýval SMT řešič.

Počet všech kombinaćı variant derivaćı záviśı na produktu počtu variant
derivaćı každé ODE, kterých je omezený počet a nezáviśı na velikosti vstupu
(počtu fáźı), ale výhradně na obecné specifikaci modelu. Tento počet by tedy
neměl být velký a pokud by byl ODE řešič výrazně rychleǰśı než SMT řešič, měla
by redukce počtu ověřeńı splnitelnosti převážit nad nadbytečným výpočtem
diferenciálńıch rovnic. Takový algoritmus by si však v př́ıpadě návrat̊u musel
nějakým zp̊usobem pamatovat, které vypočtené varianty už procházel a které
ještě ne.

Postup řešeńım v́ıce variant derivaćı lze dále modifikovat — řešit jich v́ıce
či méně, o v́ıce fáźı napřed, apod. Efektivita zvoleného řešeńı by závisela
na empirickém měřeńı složitosti, analyticky ji lze těžko předpovědět.

Základńı algoritmus. Pro účely prototypu navrhnu zat́ım alespoň základńı
algoritmus, který postupuje jen po jednotlivých cestách ve stromu prohledávaného
prostoru, výhradně na základě aktuálńıho ohodnoceńı konstant, bez předběžných
výpočt̊u jiných variant. Takový postup je jednodušš́ı implementovat, ale v každé
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fázi vyžaduje ověřeńı splnitelnosti, a tedy významně záviśı na jej́ı výkonnosti.
Nástin postupu je znázorněn na obrázku (3.2).

Z obrázku vid́ıme, že v některých př́ıpadech se v uzlech ověřuje splnitelnost
zbytečně mnohokrát a pokud by se naráz předpoč́ıtávaly všechny varianty,
mohla by se např. celkově ve fázi 1 ověřovat splnitelnost jen dva krát, ne pět
krát.

V této variantě ztráćı smysl přidávat nové hodnoty jako podmı́něné klau-
zule, namı́sto toho stač́ı aserce jen vkládat do zásobńıku aserćı. Důvod, proč
samotné podmı́něné klauzule nefunguj́ı, je ten, že nově vypočtené hodnoty jsou
podmı́něny jejich vstupńımi podmı́nkami, ale SMT řešič nic nenut́ı tyto vstupńı
podmı́nky zvolit a smı́ si zvolit i jiné varianty derivaćı, které ale ještě nejsou
spočtené, a tud́ıž si za výsledek integrace smı́ dosadit libovolnou hodnotu. Tud́ıž
by bylo nutné kromě podmı́něné klauzule nav́ıc explicitně přidat klauzule, které
vyžaduj́ı vstupńı hodnoty v předpokladech. T́ım ale podmı́něné klauzule ztráćı
smysl a stač́ı jen rovnou přidat předpoklady i výsledky do aserćı bez podmı́nek.

Bez použit́ı podmı́něných klauzuĺı je však nutné při návratu přidané aserce
odebrat, což umožňuj́ı operace se zásobńıkem aserćı. Je nutné přidávat konfliktńı
klauzule, t́ım se definitivně uzav́ıraj́ı větve ve stromu prohledávaného prostoru
a algoritmus tak konverguje k výsledku. Se vzr̊ustaj́ıćım množstv́ım konfliktńıch
klauzuĺı však roste složitost d́ılč́ıch operaćı ověřeńı splnitelnosti.

Postup je následuj́ıćı:

1. Překlad vstupńı formule:

i. Uložeńı definic diferenciálńıch rovnic ze zpracovaného vstupu, určeńı
rozložeńı fáźı výpočtu34.

ii. Sloučeńı všech ODE, které obsahuj́ı společné kĺıče nepř́ımých argu-
ment̊u, do soustav ODE.

iii. Inicializace SMT řešiče, tj. zasláńı modifikovaného vstupu bez spe-
cifikaćı diferenciálńıch rovnic.

iv. Inicializace ODE řešiče, tj. zasláńı specifikaćı (soustav) diferenciálńıch
rovnic.

2. Nastav počátečńı č́ıslo fáze na 0: s := 0.

3. Ověřeńı splnitelnosti SMT formule:

• Je-li splnitelná, źıskej model, tj. ohodnoceńı všech konstant.

• Neńı-li splnitelná, proved’ návrat:

i. Pokud s = 0, vstup neńı splnitelný. Konec.

ii. Odeber vrchńı úroveň zásobńıku aserćı: (pop 1).

34Tato operace neńı diskutována, nicméně ve zcela obecném př́ıpadě se může jednat
o poměrně náročnou úlohu.
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iii. Přidej konfliktńı klauzuli (aserci) znemožňuj́ıćı vstupńı (nikoli
výstupńı35) ohodnoceńı předchoźı fáze.

iv. Vrat’ se do předchoźı fáze: s--, jdi na bod 3.

4. Pokud je dosaženo celkového počtu fáźı, jdi na bod 9.

5. Vyber ohodnocené konstanty, které do fáze vstupuj́ı jako vstupńı argu-
menty.

6. Proved’ výpočet všech diferenciálńıch rovnic v rámci aktuálńı fáze a ulož
výstupy.

7. Přidej výstupńı i vstupńı hodnoty této fáze jako aserce do nové úrovně
zásobńıku aserćı: (push 1).

8. Přejdi do daľśı fáze: s++, jdi na bod 3.

9. Vypǐs źıskaný model. Konec.

Tento postup se d́ıky konfliktńım klauzuĺım podobá algoritmu DPLL.

35Přidáńı výstupńıch hodnot do konfliktńı klauzule by umožnilo řešiči za ně dosadit jiné
hodnoty a t́ım zneplatnit celou klauzuli.
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Kapitola 4

Realizace

V implementaci řešiče jsem postupoval po jednotlivých softwarových kom-
ponentách podle jejich návrhu. V některých př́ıpadech, zejména u centrálńı
komponenty, je realizace oproti návrhu zjednodušena, což je v odpov́ıdaj́ıćı sekci
explicitně zmı́něno. Výsledný prototyp lze použ́ıt pro účely experimentováńı
s r̊uznými modely hybridńıch systémů a pro účely srovnáńı s řešičem pracuj́ıćım
s intervalovou metrikou, konkrétně dReal (viz. sekce 2.4).

Nejprve poṕı̌si projekt jako celek, poté rozeberu implementaci jednotlivých
komponent, centrálńı komponentou konče. Na závěr uvedu výčet některých
nedostatk̊u a dosud chyběj́ıćıch funkcionalit jako seznam úkol̊u do budoucna.

4.1 Struktura a vlastnosti projektu

Projekt jsem nazval SMT+ODE Solver (SOS). Řešič je koncipován jako sou-
bor knihoven, applet̊u a hlavńıch aplikaćı, implementovaných v jazyce C++.
Přestože se jedná o prototyp, je projekt strukturně koncipován tak, aby byla
jeho př́ıpadná rozš́ı̌reńı a daľśı vývoj možná provést snadno př́ımo v něm. Pro-
jekt je zamýšlen jako soubor knihoven umožňuj́ıćı použit́ı r̊uzných SMT a ODE
řešič̊u jak jako samostatných aplikaćı, tak jako C++ knihoven. Projekt použ́ıvá
verzovaćı systém git, má otevřené zdrojové kódy a je veřejně dostupný včetně
tohoto textu práce na adrese https://github.com/Tomaqa/sos pod tolerantńı
licenćı MIT.

Zdrojové kódy napsané v C++ použ́ıvaj́ı standard C++14 (nejsou zpětně
kompatibilńı se starš́ımi standardy) a jsou umı́stěny ve jmenném prostoru
SOS. Moduly, které zprostředkovávaj́ı některý z SMT či ODE řešič̊u, jsou
izolovány od daľśıch zodpovědnost́ı. Tyto moduly jsou pochopitelně závislé
na knihovnách třet́ıch stran. Kromě těchto (vyměnitelných) modul̊u je však
celý projekt se základńımi funkcemi nezávislý od exterńıch knihoven a využ́ıvá
výhradně vlastńı a standardńı knihovny STL a POSIX. C++ zdrojové kódy
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4.2. Realizace výraz̊u a jejich vyhodnoceńı

tř́ıdou Expr value<Arg>, která může jako šablonový parametr obsahovat i ne-
textový typ (což je vlastně v rozporu s návrhem). Jako jej́ı speciálńı odvozená
tř́ıda je zavedena tř́ıda Expr token, která obsahuje textovou hodnotu. Po-
kud uživatel nepouž́ıvá objekty Expr value<Arg>, pak je struktura nezávislá
od interpretace.

Expr token umožňuje šablonovou interpretaci svého textového obsahu jako
aritmetického typu pomoćı get value, a také nastaveńı podle aritmetické
hodnoty pomoćı set value. Tyto konverze však mohou být nepřesné, např.
v př́ıpadě č́ısel s plovoućı řádovou čárkou. V takovém př́ıpadě může být
vhodněǰśı použ́ıt Expr value<Arg>.

Zjǐstěńı typu ukazatele je doporučeno provádět pomoćı funkćı is evalue,
is etoken a is expr. Přetypováńı ukazatel̊u na některý odvozený typ je
rovněž doporučeno provádět pomoćı explicitńıch funkćı (ptr to expr, apod.).

Expr se typicky sestavuje z textového vstupu: std::string nebo std::-

istream. Jedinými speciálńımi znaky textového vstupu jsou znaky kulatých
závorek ( a ), které interpretuj́ı argument jako (pod)výraz. Všechny ostatńı
znaky jsou interpretovány jako tokeny oddělené b́ılými znaky, jež nikdy nejsou
součást́ı token̊u. Pro listy jsou použity pouze objekty textového typu — Expr -

token.

Každý objekt tř́ıdy obsahuje interńı iterátor indikuj́ıćı pozici v seznamu
potomk̊u a s ńım souvisej́ıćı funkce umožňuj́ıćı sekvenčńı čteńı i zápis, př́ıpadně
spojené i s přetypováńım, např. peek, get, extract, get token, extract expr,
add new expr at pos, erase at pos, . . .

Struktura objektu tř́ıdy Expr je ilustrována na obrázku (4.2).

Dále jsou vřazeny šablonové funkce, které provedou konverzi potomka
libovolného typu na aritmetický typ (ptr to value, get value apod.).

Nad sestavenými výrazy lze provést některé základńı operace:

• simplify — všechny (pod)výrazy (včetně kořenového), které obsahuj́ı
jen jediný argument typu token, jsou převedeny na token.

• to binary — výraz je transformován tak, aby každý (pod)výraz (včetně
kořenového) obsahoval nejvýše tři argumenty, z nichž prvńı muśı být
token s libovolným názvem funkce bez ohledu na jej́ı interpretaci.

• flatten — všechny vnořené tokeny jsou přesunuty do kořenového výrazu
a podvýrazy jsou smazány.

• transform to args<Arg> — výraz, který obsahuje výhradně tokeny, je
transformován na pole prvk̊u typu Arg.

• get eval<Arg> — provede se to binary a vrát́ı se objekt typu Expr::-

Eval<Arg> sestavený z položek výrazu.

Vyhodnoceńı výrazu je vždy exterńım objektem, neńı obsaženo jako členská
proměnná. Dokud neńı použita operace get eval, je objekt zcela nezávislý
na svém vyhodnoceńı a implementace tř́ıdy Expr::Eval<Arg> ani nemuśı být
př́ıtomna. Tř́ıdu Expr je tedy možné použ́ıt i pro libovolné účely vytvořeńı
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Obrázek 4.2: Ukázka struktury objektu tř́ıdy Expr

Obrázek zanedbává informaci o tom, že každý potomek Expr je uložen jako
ukazatel na abstraktńı tř́ıdu Expr place. Červené š́ıpky ukazuj́ı na počátečńıho
potomka. pos znač́ı interńı ukazatel na aktuálńı pozici v rámci sekvenčńıho
pr̊uchodu potomky každého objektu Expr.

hierarchické struktury z prefixového textového vstupu bez jakékoli spojitosti
s aritmetickým vyhodnoceńım.

Expr::Eval<Arg>. Nové objekty vyhodnoceńı se konstruuj́ı z objekt̊u tř́ıdy
Expr, které muśı být v binárńım či unárńım tvaru, či v jejich kombinaci.
Vytvořeńı objektu vyhodnoceńı s př́ımými a nepř́ımými argumenty se děje
podle návrhu uvedeném v sekci 3.2.2.1.

Kĺıče nepř́ımých argument̊u jsou ukládány dynamicky bez duplikaćı v pořad́ı
prefixového pr̊uchodu výrazem. Objekty tř́ıdy Expr::Eval<Arg> maj́ı přet́ıžen
operátor voláńı funkce, tj. (), s pozičńımi parametry s hodnotami pro nepř́ımé
argumenty v pořad́ı, v jakém byly uloženy jejich kĺıče.

Aby bylo pořad́ı parametr̊u vyhodnoceńı jednoznačné, je možné mu je
explicitně přǐradit při konstrukci. Pokud výraz obsahuje daľśı kĺıče, které dosud
nejsou obsaženy, jsou umı́stěny na konec seznamu kĺıč̊u. Mohou být obsaženy
i redundantńı kĺıče, které ve výrazu obsaženy nejsou, ale hodnota jim při voláńı
přǐrazena být muśı (ač libovolná).

V unárńıch a binárńıch funkćıch jsou př́ıtomny všechny rezervované funkce
specifikované ve vstupńım jazyce v sekćıch 3.1.1.2 a 3.1.1.3.

Expr::Eval<Arg> obsahuje stromovou strukturu objekt̊u tř́ıdy Eval::Oper

reprezentuj́ıćı hierarchii vyhodnoceńı výraz̊u Expr, dále pole kĺıč̊u nepř́ımých
argument̊u a pole jejich hodnot. Pole hodnot je nastaveno při voláńı celého
vyhodnoceńı jako funkce.
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Eval::Oper představuje binárńı nebo unárńı funkci s argumenty tř́ı možných
typ̊u:

• př́ımý argument — hodnota,

• nepř́ımý argument — ukazatel do pole hodnot kĺıč̊u,

• podvýraz — ukazatel na daľśı objekt typu Eval::Oper.

Argumenty je nutné vyhodnotit až v momentě voláńı funkce, proto je použit
princip ĺıného vyhodnoceńı (angl. lazy evaluation) — argumenty jsou uloženy
jako nulárńı funkce, které jsou volány společně s voláńım vyhodnoceńı ob-
jektu Eval::Oper. Celý výraz Expr::Eval<Arg> je pak vyhodnocen voláńım
kořenového objektu Eval::Oper.

Př́ıklady vyhodnoceńı výrazu:

(+ 5 (* 2 x)) --> f(x) = 5 + 2*x

(sin (* 2 t)) [x t] --> f(x, t) = sin(2*t)

(+ y (* x x)) [x] --> f(x, y) = y + x*x

kde f naznačuje vytvořenou funkci a [] explicitńı nastaveńı kĺıč̊u nepř́ımých
argument̊u.

Obě tř́ıdy jsou dostupné jako knihovny. Také je možné je využ́ıt pomoćı
aplikace bin/applet/eval, která vyhodnocuje vstupńı výrazy, které mohou
obsahovat i nepř́ımé argumenty.

4.3 Implementace adaptéru SMT řešiče

SMT řešič je vhodné mı́t implementován flexibilně tak, aby byla snadná jeho
výměna, jak bylo diskutováno v sekci 3.2.1.1. V našem prototypu je řešič použit
jako samostatná aplikace s textovým rozhrańım podle SMT-LIB standardu
verze 2. Náš nástroj byl testován s řešiči CVC4 a z3 (viz. sekce 2.2.2 a 2.2.2).

SMT řešič reprezentuje tř́ıda SMT::Solver, která momentálně zahrnuje
jak potřebné rozhrańı, tak implementaci souvisej́ıćı s propojeńım textového
rozhrańı se synovským procesem SMT řešiče. Výhledově by bylo vhodné
rozhrańı a implementaci oddělit, tj. tř́ıdu realizovat jako abstraktńı, která
poskytuje operace obecně potřebné k řešeńı hybridńıch model̊u bez ohledu
na konkrétńı implementaci. K této tř́ıdě by byla poskytnuta jako základńı
implementace odvozená tř́ıda s názvem např. SMT::Smtlib, která by operace
delegovala přes textové rozhrańı. Bylo by však možné zvolit libovolnou jinou
tř́ıdu, která by např. operovala př́ımo s programovým rozhrańım konkrétńıho
SMT řešiče jako knihovny37.

Komponenta zahrnuje i část zodpovědnost́ı, které nesouviśı výhradně jen
s SMT řešičem, ale jsou částečně spjaty s kombinováńım řešiče s diferenciálńımi

37Oba zmı́něné SMT řešiče jsou implementovány v jazyce C++. Pokud by byly vyšš́ı
požadavky na výkon nástroje, bylo by možné je použ́ıt jako exterńı knihovnu s C++ rozhrańım.
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Tabulka 4.1: Struktura Const ids rows pro ODE s kĺıčem x

Time const ids Const ids entry 1 Const ids entry 2 . . .

t 0, t 1 dx.1 0, x.1 0, k 0 dx.2 0, x.2 0, k 0 . . .

t 1, t 2 dx.1 1, x.1 1, k 1 dx.2 1, x.2 1, k 1 . . .

. . .

Názvy identifikátor̊u jsou jen př́ıklady (nicméně maj́ı typický tvar), smı́ být
libovolné. V tomto př́ıpadě obsahuje model dva nezávislé systémy použ́ıvaj́ıćı
definici ODE x. Každá ODE obsahuje vlastńı takovou tabulku.

rovnicemi. Úlohou komponenty je zprostředkováńı SMT řešiče pro účely tohoto
nástroje, ne implementace nezávislého řešiče.

Identifikátory a hodnoty vstupńıch konstant jsou uloženy podle př́ıkaz̊u
int-ode po řádćıch reprezentovaných strukturou Const ids rows, resp. Const -

values rows (pole struktur Const ids row, resp. Const values row) pro každou
ODE zvlášt’. Kĺıčem každého řádku identifikátor̊u je unikátńı dvojice konstant
počátečńı a koncové hodnoty nezávislého parametru t (Time const ids) a hod-
notou je Const ids entries (pole struktur Const ids entry), tj. pole identi-
fikátor̊u voleb derivaćı, počátečńıch hodnot a vstupńıch parametr̊u každého
jednotlivého systému, který použ́ıvá danou ODE v daném okamžiku. Použit́ı
pole umožňuje, aby definovanou ODE mohlo současně použ́ıvat v́ıce systémů
nezávisle, např. v př́ıpadě kaskádńı kompozice. Struktury hodnot konstant
jsou analogické.

Struktura Const ids rows pro jednu ODE je naznačena v tabulce (4.1).

SMT::Solver komunikuje s SMT řešičem pomoćı operaćı definovaných SMT-
LIB standardem (viz. sekce 2.2.1), nicméně jedná se o obecný koncept operaćı
použitelný pro r̊uzné implementace. Každá uvedená operace je později roz-
vedena včetně konkrétńıch použitých funkćı. Realizace komunikace s SMT
řešičem je uvedena až v daľśı části.

Kromě inicializace se jedná o tyto operace:

• (check sat) — ověřeńı splnitelnosti aktuálńıch aserćı; výstupem je sat

nebo unsat (nebo unknown, což je považováno za chybu),

• (get value) — źıskáńı hodnot konkrétńıch konstant, čemuž muśı předcházet
check sat; výstupem jsou exaktńı racionálńı č́ısla zpravidla ve tvaru
zlomk̊u,

• (assert) — přidáńı hodnot konstant spjatých s aktuálńı fáźı výpočtu,
jako podmı́nky nebo jako konfliktu, do vrcholové úrovně zásobńıku aserćı,

• (push) a (pop) — přidáńı či odebráńı úrovně zásobńıku aserćı.
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Źıskáváńı hodnot se vždy vztahuje pouze ke vstupńım konstantám dané
fáze. Pokud je výstup reprezentován výrazem, je vyhodnocen pomoćı objektu
tř́ıdy Expr::Eval. Tyto výrazy mohou mı́t teoreticky neomezenou přesnost,
což by vyžadovalo použit́ı dynamických struktur s možnost́ı rozšǐruj́ıćı přesnosti.
Implementovány jsou ale jen statické typy č́ısel s plovoućı řádovou čárkou.
Problém nastává v momentě, kdy je potřeba takové č́ıslo vypsat zpět ve tvaru
textu, aby hodnota z̊ustala stejná. Výpis řeš́ım zjednodušeně pomoćı fixńıho
počtu desetinných mı́st a ořezáńım výsledných hodnot integraćı na ještě menš́ı
počet, abych ponechal určitý prostor pro př́ıpadné navýšeńı desetinných mı́st
z navazuj́ıćıch výpočt̊u hodnot konstant v SMT řešiči. Jedná se o poměrně
náchylné řešeńı, lepš́ım zp̊usobem by bylo pamatováńı si nač́ıtaných textových
reprezentaćı hodnot konstant a jejich opětovné použit́ı při výpise.

Hodnoty dané fáze lze źıskat s r̊uznou granularitou od nejvyšš́ı po nejnižš́ı
se strukturami (či jej́ımi částmi) Const * row pomoćı funkćı get step time -

values poč́ınaje a get step row values konče. Vždy však jen v rámci jediné
fáze i ODE.

Aserce lze přidávat obecně pomoćı funkce assert, ale praktičtěǰśı je použit́ı
funkce assert step row, která vytvoř́ı formule s veškerým obsahem struktur
Const ids row, Const values row a výsledk̊u integrace ODE. Současně se
provede operace push. Vložené aserce jsou interně ukládány do zásobńıku, aby
bylo možné v př́ıpadě konfliktu provést i v́ıce návrat̊u v řadě. Návrat provede
prostřednictv́ım funkce assert last step row conflict operaci pop a přidá
negaci všech formuĺı se vstupńımi konstantami fáze ze zásobńıku (tj. nevyžaduje
žádné argumenty).

Rozhrańı všech dosud zmı́něných funkćı by mělo být nezávislé na konkrétńı
implementaci adaptéru SMT řešiče.

Komunikace s SMT řešičem je zprostředkována pomoćı dvojice nepojme-
novaných rour (angl. unnamed či anonymous pipes) standardu POSIX. Každá
roura je jednosměrná a je realizována v paměti, tj. mimo souborový systém.
Ćılovou platformou tohoto řešeńı jsou systémy z rodiny Unix, v rámci nichž by
mělo fungovat standardně.

Nastaveńı komunikace provád́ı funkce fork solver technikou fork-exec:

1. Vytvořeńı dvou rour: funkce pipe.

2. Vytvořeńı synovského procesu SMT řešiče: funkce fork.

3. Synovský proces přesměruje standardńı vstup a výstup do rour: funkce
dup2.

4. Synovský proces se nahrad́ı procesem SMT řešiče: funkce execlp.

Poté rodičovský proces komunikuje prostřednictv́ım rour přes jejich źıskané
deskriptory. K tomu slouž́ı standardńı funkce write a read, které pracuj́ı
na úrovni (binárńıch) byt̊u. V takové komunikaci je nutné mı́t dohodnutý
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nějaký protokol. V našem př́ıpadě stač́ı jako zprávy přij́ımat bud’ celistvé
výrazy, pokud zpráva zač́ıná závorkou, nebo řádky.

Přij́ımáńı zpráv je implementováno sekvenčně po jednom znaku, aby
bylo možné detekovat konec zprávy a neč́ıst žádné znaky nav́ıc. To je po-
tenciálně neefektivńı — lepš́ım řešeńım by bylo vyhradit samostatné vlákno
pro přij́ımańı blok̊u dat poskytovaných jako jednotlivé zprávy. Takové řešeńı
by bylo náročněǰśı na implementaci a vyžadovalo by synchronizaci vláken.

4.4 Implementace adaptéru ODE řešiče

V sekci 3.2.1.2 jsem rozebral a od̊uvodnil návrh adaptéru pro ODE řešiče
pomoćı abstraktńı tř́ıdy a odvozených tř́ıd. Podrobněǰśı návrh komponenty
ODE řešiče jsem uvedl v sekci 3.2.2. Jako primárńı řešiče jsem zvolil odeint a
SUNDIALS, které je možné použ́ıt jako exterńı knihovny uvnitř odvozených
tř́ıd bez nutnosti daľśıch rozhrańı, jelikož jsou napsány v jazyce C++, resp. v C.
SUNDIALS jsem ale nakonec neimplementoval, jelikož nepodporuje některé
funkcionality jazyka C++, např. objektové zapouzdřeńı, přetěžováńı operátor̊u,
šablonové programováńı. Jeho nasazeńı by vyžadovalo ve srovnáńı s řešičem
odeint zaváděńı dodatečných tř́ıd, které by poskytovaly nějakou abstrakci
nad strukturami a funkcemi. Proto jsem zvolil pouze řešič odeint.

Realizaci dynamických specifikaćı diferenciálńıch rovnic z textových řetězc̊u
a jejich vyhodnoceńı jsem provedl prostřednictv́ım vlastńıch tř́ıd pro výrazy a
jejich vyhodnoceńı podle avizovaného návrhu v sekci 3.2.2.1. Realizace těchto
tř́ıd byla popsána v sekci 4.2.

Nejprve poṕı̌si abstraktńı tř́ıdu ODE řešiče, a poté odvozené tř́ıdy s konkrétńımi
implementacemi řešeńı ODE.

4.4.1 Abstraktńı tř́ıda řešiče

Abstraktńı tř́ıda ODE::Solver poskytuje většinu potřebných funkcionalit
pro obecný ODE řešič, který přij́ımá vstupńı specifikace diferenciálńıch rov-
nic prostřednictv́ım objekt̊u tř́ıdy Expr a jejich vyhodnoceńı provád́ı interně
pomoćı objekt̊u tř́ıdy Expr::Eval. Exterńı ODE řešič má na starosti pouze sa-
motné řešeńı rovnic na základě konkrétně definovaných výraz̊u, ostatńı operace
deleguje na abstraktńı tř́ıdu.

Tř́ıda neńı závislá na navrženém vstupńım jazyce a celkově na kombinováńı
s SMT řešičem. Měla by být použitelná jako obecný ODE řešič, jen s t́ım
rozd́ılem, že je možné pro každou ODE nastavit v́ıce variant derivaćı.

4.4.1.1 Specifikace rovnic

Základńı forma inicializace řešiče se provád́ı z páru objekt̊u typu ODE::Odes -

spec a ODE::Param keyss.
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Odes_spec

Ode_spec
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Param keys, nebo pokud jsou všechny položky identické. Pak je prvńı položka
interpretována jako sjednocené kĺıče pro všechny ODE.

Sjednoceńı kĺıč̊u lze také explicitně vynutit, ale to je možné pouze při kon-
strukci řešiče. V tomto př́ıpadě se vytvoř́ı mapováńı nesjednocených kĺıč̊u na vy-
tvořené sjednocené pomoćı č́ıselných index̊u, které je př́ıstupné z funkce cunif -

param keyss ids. Druhá strana si tak může pomoćı tohoto přeorganizovat
své specifikace rovnic a nadále použ́ıvat pouze sjednocených kĺıč̊u. To je sice
efektivńı varianta, ale relativně nepohodlná. Proto je umožněno i nadále při
řešeńı rovnic poskytovat vstupńı hodnoty v nesjednoceném tvaru, které řešič
interně sjednot́ı sám aplikaćı mapováńı.

Každé pole kĺıč̊u muśı splňovat následuj́ıćı pravidla:

• Pokud je př́ıtomen kĺıč nezávislé proměnné t, muśı být umı́stěn na po-
sledńı pozici.

• Muśı být obsažen alespoň jeden kĺıč r̊uzný od t, který je interpretován
jako kĺıč integrované funkce. Jeho pozice muśı být následuj́ıćı:

– nezávislý stav → prvńı pozice,

– sjednocený stav → pozice na diagonále, tj. pozice kĺıče odpov́ıdá
pozici Ode spec v rámci Odes spec.

Jinou formou inicializace řešiče je pomoćı textového vstupu (std::string

nebo std::istream), které jsou delegovány na konstrukci pomoćı Expr. Vstupńı
řetězec je formátován jako dvojice výraz̊u, které maj́ı strukturně shodný tvar
s dvojićı ODE::Odes spec a ODE::Param keyss, s jedinou výjimkou: pokud je
explicitńı požadavek na sjednoceńı kĺıč̊u, je nav́ıc mezi dvojici výraz̊u nutné
vložit token *.

4.4.1.2 Řešeńı rovnic

Podobně jako u specifikaćı rovnic je možné provést výpočet rovnic bud’ př́ımo
s parametry požadovaných typ̊u, nebo z textového vstupu. Základńı vstup
tvoř́ı dvojice objekt̊u typu ODE::Dt ids a Solver::Contexts.

Dt ids reprezentuje pole index̊u zvolených variant derivaćı Dt spec pro toto
řešeńı. Tento parametr neńı závislý na stavu řešiče, zda je či neńı sjednocený.

Contexts je pole objekt̊u typu Context. Pokud je voláno řešeńı rovnic jako
sjednocených, je nutné předat jen jediný Context, jelikož maj́ı všechny ODE
sjednocené kĺıče a tedy i hodnoty jim přǐrazené. Lze však použ́ıt i obecnou
funkci řešeńı rovnic (přij́ımaj́ıćı Contexts), která, v př́ıpadě, že se řešič nacháźı
ve sjednoceném stavu, se pokuśı aplikovat interńı mapováńı nesjednocených
pozic na sjednocené (jak bylo popsáno v části o sjednocených kĺıč́ıch). (Nebo
lze předat Contexts se shodnými položkami.)

Context je tř́ıda obaluj́ıćı počátečńı a koncové podmı́nky řešeńı ODE. Počátečńımi
podmı́nkami jsou počátečńı hodnoty všech parametr̊u ODE a nezávislé proměnné
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t (viz. vztah (1.2)). Jako koncové podmı́nky se (zat́ım) fixně považuje jen
koncová hodnota nezávislé proměnné t.

Počátečńı hodnota t se vždy uvád́ı odděleně od všech ostatńıch parametr̊u
a nesmı́ být v nich duplicitně obsažena. V př́ıpadě, že je daná ODE závislá
na t, je jej́ı hodnota přidávána automaticky uvnitř řešiče Solver.

Řešeńı rovnic se provád́ı r̊uznými členskými funkcemi Solver::solve*
závisle na předávaných parametrech a na požadavek sjednoceńı kĺıč̊u. Pro řešeńı
jen jediné ODE slouž́ı solve ode. Pro řešeńı všech rovnic slouž́ı solve -

odes, která samostatně detekuje, zda zvolit sjednocený výpočet. Pro explicitńı
požadavek na sjednocený výpočet slouž́ı solve unif odes, která selže pokud
kĺıče rovnic nejsou sjednoceny. Posledńı možnost́ı je funkce solve, která přij́ımá
textový vstup ve tvaru dvojice výraz̊u se stejnou strukturou jako maj́ı typy Dt -

ids a Context(s). Pokud je v druhém výrazu specifikován jen jeden Context,
jsou rovnice řešeny sjednoceně.

4.4.1.3 Daľśı operace

Daľśımi operacemi obsaženými ve veřejném rozhrańı tř́ıdy jsou:

• set step size — nastav́ı (počátečńı) velikost kroku integraćı,

• add ode spec — přidá specifikaci daľśı ODE s kĺıči parametr̊u,

• is unified — vrát́ı př́ıznak, zda je řešič ve sjednoceném stavu; pokud
neńı a dosud to nebylo ověřeno, je ověřeno, zda skutečně sjednocený neńı,

• cparam keyss — zkonstruuje objekt typu ODE::Param keyss s kĺıči pa-
rametr̊u všech ODE zvlášt’,

• cunif param keys — vrát́ı referenci na sjednocené kĺıče všech ODE typu
ODE::Param keys; selže, pokud is unified neńı pravdivé,

• ctrajects, cunif traject — vrát́ı referenci na objekt typu Solver::-

Traject(s) (viz. dále),

• lidsky čitelný výpis všech obsažených rovnic řešiče.

Traject je tř́ıda, která shromažd’uje pr̊uběh (trajektorii) integrace jedné
ODE, tj. obsahuje pole hodnot nezávislé proměnné t a hodnot všech parametr̊u
ODE. Tyto jsou platné jen v rámci jednoho řešeńı rovnic — hodnoty jsou
při každém voláńı funkce solve* z kapacitńıch d̊uvod̊u resetovány.

Trajects je pole objekt̊u Traject o velikosti počtu ODE řešiče.

Tř́ıda Solver (a jej́ı odvozené tř́ıdy) je dostupná jako knihovna. Také je
možné ji využ́ıt jako aplikaci, k čemuž poskytuje šablonovou tř́ıdu Solver::-

Run<S>, kde S je konkrétńı odvozená tř́ıda s implementaćı integrace. Aplikace
použ́ıvá inicializaci a řešeńı rovnic s textovými vstupy a chová se jako filtr:
na inicializaci odpov́ı výpisem cparam keyss nebo cunif param keys a na
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každé řešeńı (solve) výpisem výsledku. Je-li specifikován výstupńı soubor,
jsou do něj pr̊uběžně ukládány výpisy objekt̊u Traject(s).

4.4.2 Odvozené tř́ıdy

Tř́ıdy odvozené od ODE::Solver muśı dodat implementace integrace rovnic.
Solver obsahuje tři virtuálńı neveřejné metody: eval ode, eval odes a eval -

unif odes. eval odes ve výchoźım tvaru jen vyplńı pole výsledk̊u pomoćı
jednotlivých voláńı eval ode; zbylé dvě funkce nejsou implementovány. Odvo-
zená tř́ıda tedy muśı definovat jak nezávislé integrováńı jednotlivých rovnic,
tak synchronńı integraci všech rovnic, maj́ı-li sjednocené kĺıče.

Euler poskytuje triviálńı implementaci integrace pomoćı explicitńı Eulerovy
metody (viz. vztah (2.1)). Tato tř́ıda slouž́ı zejména k demonstračńım a
testovaćım účel̊um, jelikož je Eulerova metoda nepřesná. Tř́ıda neńı závislá
na exterńıch knihovnách.

Spustitelná aplikace tř́ıdy je umı́stěna v souboru bin/applet/euler.

Odeint využ́ıvá některých funkćı ODE řešiče odeint (viz. sekce 2.3.1.3).
Odeint je realizován výhradně uvnitř hlavičkových soubor̊u v rámci C++
knihoven Boost, které tř́ıda Odeint částečně zahrnuje. Zat́ım je použita pouze
výchoźı funkce odeint::integrate, které jsou z tř́ıdy Solver v každém kroku
integrace poskytovány vypočtené hodnoty z objekt̊u typu Dt eval. Funkce
použ́ıvá metodu Dormand–Prince 5, což je explicitńı adaptivńı Runge–Kutta
metoda (viz. sekce 2.3.1.2).

Implementace tř́ıdy Odeint je triviálńı, nebot’ řešič odeint nevyžaduje
žádnou inicializaci a pouze se volá funkce integrate s počátečńımi a koncovými
hodnotami a s funkčńımi objekty.

Spustitelná aplikace tř́ıdy je umı́stěna v souboru bin/applet/odeint.

4.5 Implementace zpracováńı vstupu

Návrh zpracováńı vstupu je uveden v sekci 3.2.3. Pro tyto účely byla vytvořena
tř́ıda Parser. V prvńı řadě je vstup předzpracován (viz. daľśı sekce). Poté
je ke zpracováńı vstupu použit objekt tř́ıdy Expr, který by měl jako př́ımé
potomky obsahovat pouze daľśı výrazy Expr, jelikož v kořenové úrovni nejsou
tokeny povoleny (po předzpracováńı). Výrazy v prvńı úrovni představuj́ı př́ıkazy,
které jsou procházeny rekurzivně, pokud se nějak dotýkaj́ı ODE řešiče. Ostatńı
výrazy, zejména ty týkaj́ıćı se výhradně SMT řešiče, jsou ponechány částečně
nebo zcela nezpracovány.

Hlavńım úkolem je zpracováńı př́ıkaz̊u define-dt a int-ode, z nichž je
nutné shromáždit specifikace všech ODE a názvy konstant vstupuj́ıćı do int-
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-ode jako vstupńı argumenty. K tomu slouž́ı struktura Odes, což je pole struktur
Ode. Ode je pětice těchto struktur:

1. Ode key — kĺıč (identifikátor) ODE,

2. Dt keys — pole kĺıč̊u (identifikátor̊u) variant derivaćı,

3. Ode spec — pole specifikaćı rovnic derivaćı (viz. sekce 4.4.1.1) ve stejném
pořad́ı, jako Dt keys,

4. Param keys — společné kĺıče nepř́ımých argument̊u pro všechny rovnice
v Ode spec; neńı kontrolováno, zda jsou kĺıče např́ıč všemi rovnicemi
dané ODE shodné,

5. Const ids rows — pole identifikátor̊u vstupńıch konstant jednoho př́ıkazu
int-ode — viz. sekce 4.3 a tabulka (4.1).

S výjimkou Const ids rows pocháźı všechny ostatńı hodnoty z př́ıkaz̊u define-

-dt. Položky Const ids row jsou v rámci př́ıslušného kĺıče Ode key ukládány
v pořad́ı, v jakém jsou ve vstupu čteny př́ıkazy int-ode. (Určeńı fáźı podle
konstant nezávislých proměnných t neńı zodpovědnost́ı zpracováńı vstupu.)

Hodnoty kĺıč̊u, včetně těch z Const ids rows, jsou také duplicitně ukládány
do vyhledávaćıch stromových struktur, aby byly rychle dohledatelné.

Př́ıkazy, které jsou zpracovány, jsou:

• set-logic — povoleny jsou všechny logiky zmı́něné v sekci 3.1.1.2, a to
včetně logik bez volných funkčńıch symbol̊u,

• define-dt — ulož́ı se specifikace varianty derivace dané ODE; při prvńım
výskytu kĺıče Ode key dojde k deklaraci ODE, tj. uložeńı kĺıče Ode key a
kĺıč̊u nepř́ımých argument̊u Param keys společných pro všechny varianty
derivaćı,

• define-ode-step,

• int-ode — ze vstupńıch argument̊u př́ıkazu se vytvoř́ı jedna položka
Const ids row pro odpov́ıdaj́ıćı kĺıč Ode key, která je vložena na konec
pole Const ids rows; př́ıkaz je do SMT vstupu transformován jako
konstanta (čemuž předcháźı jej́ı deklarace); vstupńı argumenty př́ıkazu
muśı být globálńı identifikátory.

Dále je zpracován každý token. Dosud se provád́ı jen transformace záporných
numerických literál̊u na výrazy.

Komponentu je možné použ́ıt jako knihovnu, nebo pomoćı textové aplikace
bin/applet/parser, která na standardńı výstup vyṕı̌se vstup pro SMT řešič a
na chybový výstup vstup pro ODE řešič. Pomoćı přeṕınače -E lze také provést
pouze předzpracováńı vstupu a výsledek vypsat na standardńı výstup.

4.6 Implementace předzpracováńı vstupu

Realizace předzpracováńı vstupu navazuje na návrh uvedený v sekci 3.2.4.
Výsledkem je tř́ıda Preprocess, která je implementována uvnitř tř́ıdy Expr
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(viz. sekce 4.2), jelikož lze předzpracováńı použ́ıt pro libovolný textový prefixový
vstup obsahuj́ıćı komentáře a makra stejné se vstupńım jazykem (viz. sekce
3.1.1), a protože je celé zpracováńı silně vázáno na interńı objekt tř́ıdy Expr.
Samotná tř́ıda Expr je však nezávislá na implementaci tř́ıdy Preprocess.

Globálńı a lokálńı makra jsou uložena zvlášt’ ve vyhledávaćıch stromech
Macros map a Lets map. Macros map obsahuje jako hodnoty dvojice Macro -

param keys (názvy parametr̊u makra) a Macro body (alias pro Expr). Lets map

obsahuje jako hodnoty zásobńıky objekt̊u Let body (alias pro Macro body).

Př́ıkazové makro #for je zat́ım implementováno jen ve formě celoč́ıselného
vzestupného rozsahu ř́ıd́ıćı proměnné s jednotkovým krokem (varianta 1).
Pro ostatńı př́ıpady lze využ́ıt rekurzivńıch voláńı uživatelských maker.

Aritmetické expanze výraz̊u jsou implementovány pomoćı tř́ıdy Expr::-

Eval (viz. sekce 4.2). Ve skutečnosti se jedná o expanzi tokenu, jelikož výrazy
jsou předcházeny tokenem $. Makra #if a #for použ́ıvaj́ı ke svému vyhodnoceńı
aritmetickou interpretaci token̊u, k čemuž je použita bud’ aritmetická expanze
výrazu, nebo, v př́ıpadě, že se jedná o literál, źıskáńı aritmetické hodnoty
z objektu tř́ıdy Expr token pomoćı get value (viz. sekce 4.2).

Vzhledem k tomu, že C++ neńı dynamicky typovaný jazyk, a požadovaný
typ argument̊u je zjǐst’ován dynamicky z textového vstupu, bylo nutné progra-
mově odlǐsit př́ıpady použit́ı reálných a celých č́ısel. K reprezentaci hodnoty
jsem použil konstrukt union, který umožňuje pamět’ovou oblast interpretovat
jako r̊uzné typy (ačkoli pouze staticky).

Zpracováńı maker v rámci tokenu je provedeno tak, že se token rozděĺı
na části podle znak̊u #38. Pokud jsou obsaženy alespoň dvě takové části, přidá
se každá do výrazu jako nový token a zpracuje se zvlášt’, a poté je výsledek
všech expanźı spojen do právě jednoho tokenu, který může být i prázdný.
Rezervovaná makra volaná jako # a ## jsou implementována takto:

• je přidáno globálńı makro s prázdným názvem,

• při rozděleńı tokenu na části je pro každou nalezenou část (kromě té po-
sledńı), která je rovna jedinému znaku #, odmazán prvńı znak z následuj́ıćı
části, který nutně muśı být roven #. T́ım je simulováno voláńı makra ##.

Escape sekvence \# je implementována tak, že se do části tokenu, která
zač́ıná znakem #, a která následuje za část́ı, která konč́ı znakem \, přidá daľśı
znak # na začátek. Pokud je následně při zpracováńı expanze makra toto
detekováno, odmaže se prvńı znak a expanze neńı provedena.

Komponentu lze použ́ıt jako knihovnu nebo pomoćı aplikace bin/applet/-

parser (viz. sekce 4.5).

38Každá část může obsahovat nejvýše jeden znak # právě na prvńı pozici.
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4.7 Realizace ř́ıd́ıćı komponenty

Úlohou centrálńı komponenty je ř́ıdit SMT a ODE řešič (sekce 4.3 a 4.4) a
pr̊uběh kombinovaného výpočtu. Postupoval jsem dle návrhu komponenty
uvedeném v sekci 3.2.1.4 a návrhu ř́ıd́ıćıho algoritmu ze sekce 3.2.5. Kompo-
nenta je však realizována jako prototyp, některé funkcionality chyb́ı nebo jsou
zjednodušeny.

Ř́ıd́ıćı komponenta je umı́stěna v šablonové tř́ıdě Solver<OSolver>, která
komunikuje s oběma řešiči výhradně pomoćı programového rozhrańı vlastńıch
tř́ıd SMT::Solver a ODE::Solver; teprve na nich lež́ı zodpovědnost konkrétńı
realizace propojeńı s řešiči třet́ıch stran. ODE::Solver slouž́ı jako rozhrańı,
konkrétńı implementaci obsahuje zvolená odvozená tř́ıda OSolver. Výhledově
by bylo lépe použ́ıt také tř́ıdu SMT řešiče jako rozhrańı s volitelnou implemen-
taćı (jak bylo uvedeno v sekci 4.3) jako šablonového parametru.

Oproti navrženému základńımu ř́ıd́ıćımu algoritmu byla aplikována následuj́ıćı
zjednodušeńı:

• Fáze výpočtu jsou brány v pořad́ı, ve kterém se nacháźı př́ıkazy int-ode;
je zodpovědnost uživatele, aby hodnoty vstupńıch konstant nezávislé
proměnné t tvořily neklesaj́ıćı posloupnost. Počet př́ıkaz̊u int-ode

na jednu fázi, včetně shodných ODE, však neńı omezen.

• Rozložeńı všech fáźı muśı nav́ıc být pro všechny ODE stejné. To prakticky
znamená to, že všechny př́ıkazy int-ode muśı použ́ıvat pouze jednu
společnou sadu konstant nezávislé proměnné t.

• Podle pořad́ı výskytu se také sestavuj́ı soustavy ODE: pro každý př́ıkaz
int-ode se v rámci dané ODE a fáze vlož́ı soubor vstupńıch identifikátor̊u
na posledńı pozici řádku39; soustavy ODE se pak berou podle shodných
pozic v těchto řádćıch. Soustavy ODE jsou integrovány sjednoceně, ale
navzájem odděleně (v́ıce je uvedeno v samostatné části).

Výpočet se provád́ı funkćı solve, která zavolá funkci do step pro počátečńı
fázi a poč́ıtá se dokud neńı dosaženo posledńı fáze (pak bylo nalezeno splňuj́ıćı
ohodnoceńı vstupu), nebo dokud neńı proveden návrat z počátečńı fáze (pak
vstup neńı splnitelný).

Interakce s oběma řešiči spoč́ıvá pouze v sestaveńı či přeuspořádáńı požadovaných
vstupńıch struktur.

Inicializace ODE řešiče spoč́ıvá v zasláńı specifikaćı rovnic a kĺıč̊u nepř́ımých
argument̊u v nezávislém tvaru. S výhodou je využito toho, že ODE::Solver

umı́ explicitně vynutit sjednoceńı kĺıč̊u a také později sám provádět mapováńı
pozic hodnot nezávislých kontext̊u do sjednoceného. Ř́ıd́ıćı komponenta tedy
kromě př́ıznaku v konstruktoru řešiče, který vyžaduje sjednoceńı, je zcela
oproštěna od této skutečnosti a pracuje s rovnicemi jako s nezávislými.

39Ve struktuře Const ids rows v řádku s kĺıčem Time const ids na konec pole Const -

ids entries, viz. 4.3.
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Řešeńı d́ılč́ıch ODE. Řešič ODE::Solver je vždy použ́ıván ve sjednoceném
stavu v rámci každé soustavy ODE. Soustavy nemohou být navzájem závislé
jinak, než jako konstantńı vstupy40.

Soustavy často reprezentuj́ı nějakou kompozici v́ıce systémů, které maj́ı
shodné specifikace rovnic, ale r̊uzné vstupńı a výstupńı konstanty. Vznikaj́ı
pouze v př́ıpadech, kdy je př́ıkaz int-ode použit v́ıcekrát pro stejný iden-
tifikátor ODE a současně stejnou fázi, tj. dvojici identifikátor̊u nezávislé
proměnné t.

Soustavy ODE nejsou uloženy souvisle, nebot’ prvńım kritériem rozděleńı
těchto dat ve zpracováńı vstupu je identifikátor ODE, poté fáze a až následně
soustava, tj. pořad́ı v řádku. Ve vněǰśı smyčce se iteruje přes soustavy a
ve vnitřńı přes d́ılč́ı ODE. T́ım se pro každou soustavu vypočte výsledný vektor
integrace (výstupńı hodnoty všech ODE dané soustavy).

SMT řešič ale přij́ımá hodnoty organizované nejprve podle ODE a poté
podle soustav. Je tedy ještě nutné provést transpozici matice výsledk̊u.

Celý nástroj lze použ́ıt jako knihovnu, nebo jako aplikaci. Aktuálńı podoba
aplikace je umı́stěna v souboru bin/sos odeint, která pro řešeńı ODE použ́ıvá
odeint (tř́ıda ODE::Odeint).

4.8 Seznam daľśıch úkol̊u

• Doplnit dokumentaci zdrojových kód̊u.

• Implementace ř́ıd́ıćıho makra #for ve všech variantách.

• Kontrola př́ıkaz̊u define-dt, zda maj́ı v rámci dané ODE všechny shodné
kĺıče nepř́ımých argument̊u.

• Lepš́ı zacházeńı s výstupńımi textovými hodnotami z SMT řešiče, pokud
se do něj následně pośılaj́ı zpět jako podmı́nky.

• Odděleńı rozhrańı od implementace ve tř́ıdě SMT::Solver; odvozenou
tř́ıdu zavést jako druhý šablonový parametr tř́ıdy Solver.

• Vyhrazeńı samostatného vlákna pro př́ıjem odchoźıch zpráv SMT řešiče
po bloćıch.

• Realizace odvozené tř́ıdy pro implementaci ODE řešiče SUNDIALS.

• Umožnit obecněǰśı nastaveńı fáźı výpočtu v ř́ıd́ıćı komponentě.

• Umožnit obecněǰśı koncové podmı́nky diferenciálńıch rovnic, např. podle
koncové hodnoty funkce, nebo př́ımo umožnit pr̊uběžnou kontrolu obecných
invariant.

40Pokud je nutné synchronně integrovat v́ıce soustav současně, je nutné provést duplikaci
definic ODE (př́ıkazy define-dt) s odlǐsnými názvy jejich kĺıč̊u (název identifikátoru ODE,
př́ıpadně i parametr̊u).
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• Implementace efektivněǰśıho algoritmu redukuj́ıćıho počet operaćı ověřeńı
splnitelnosti vstupu.

• Implementace výstupu unknown pro př́ıpady, kdy výpočet pravděpodobně
nikdy neskonč́ı (např. pro intervalové počátečńı podmı́nky).

• V př́ıpadě poptávky umožnit i synchronńı vzájemnou závislost soustav
ODE bez nutnosti redundantńıch specifikaćı diferenciálńıch rovnic, které
se lǐśı jen v identifikátoru ODE41.

• Přepsat funkci ř́ıdićı komponenty do step tak, aby bud’ využ́ıvala ex-
plicitńı zásobńık, nebo ještě lépe byla založena jen na iteračńı smyčce.
(Jinak hroźı přetečeńı systémového zásobńıku u rozsáhlých úloh s velkým
množstv́ım návrat̊u.)

41Možným návrhem budiž zavedeńı př́ıkazu declare-ode se zavedeńım identifikátoru
ODE a přǐrazeńım identifikátor̊u variant derivaćı, které by se mohly objevovat v́ıcekrát např́ıč
těmito př́ıkazy.
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Kapitola 5

Experimentálńı část

V této kapitole aplikuji realizovaný koncept na vybraných praktických úlohách
a srovnávám výsledný výkon s řešičem dReal. Nejprve uvedu metodiku, dle
které jsem při měřeńı postupoval, a poté jednotlivé př́ıklady. Na závěr uvedu
některé př́ıpady užit́ı, na které by bylo možné řešič použ́ıt.

5.1 Metodika

U každého př́ıkladu jsem měřil jednak celkový čas našeho postupu a řešiče
dReal pro srovnáńı, a dále jsem zvlášt’ u našeho kódu prováděl profilaci část́ı
výpočtu spadaj́ıćıch jen do SMT a do ODE řešiče (resp. jejich adaptér̊u).

Je záhodno zd̊uraznit, že srovnáńı s řešičem dReal neńı přesné, protože
dReal je robustněǰśı a poskytuje relevantněǰśı výsledky, které až na zvolenou
odchylku přesně dodržuj́ı všechny invarianty po celou dobu integrace. (Je však
otázkou, nakolik je to v daném př́ıkladě užitečné.) Náš koncept pracuje pouze
na principu diskretizace času, a ke kontrole invariant docháźı jen v těchto
bodech. Počátečńı podmı́nky jsem ale nastavoval stejně (neńı-li řečeno jinak),
tj. i v řešiči dReal jsem intervalové podmı́nky jen aproximoval — úlohy jsem
koncipoval jako IVP, aby bylo srovnáńı v tomto ohledu relevantńı.

Dále je potřeba, aby oba řešiče poč́ıtaly podobný rozsah nezávislé proměnné
t. To jsem řešil tak, že jsem dReal spustil po určitý počet krok̊u (tj. kroky
BMC, změny diskrétńıho stavu), a podle koncové hodnoty proměnné t nastavil
vstup do našeho řešiče.

dReal jsem spouštěl jen se základńımi parametry, nestudoval jsem možnosti
použit́ı r̊uzných tamńıch heuristik (např. BMC heuristika). Dále v př́ıpadech,
kdy jsem převáděl př́ıklady model̊u do formátu dReal, nemohu zaručit, že jsem
učinil natolik efektivně, jak by mohla učinit osoba podrobněji znalá tohoto
programu.
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5.1.1 Měřićı prostředky

Všechna měřeńı byla provedena na CPU Intel R©CoreTM i7-4702MQ o (základńı)
taktovaćı frekvenci 2,6 GHz na OS Arch Linux. Paralelismu nebylo využito.

Vlastńı projekt jsem přeložil programem g++ s optimalizaćı -O1.

K měřeńı celkového času pro srovnáńı s řešičem dReal byl použit př́ıkaz
time (který zahrnuje i systémové režie spojené s procesem).

K profilaci vlastńıho kódu byly použity funkce omp get wtime standardu
OpenMP.

Z SMT řešič̊u jsem použ́ıval řešič z3, který si poč́ınal efektivněji než CVC4.

5.2 Srovnávaćı úlohy

V této sekci rozeberu dvě úlohy, které jsem spouštěl jak v našem řešiči, tak
v řešiči dReal, a výsledky porovnal. Prvńı uvedenou úlohu rozeberu podrobněji,
nebot’ prozrad́ı některá prvńı zjǐstěńı, která se budou v daľśıch úlohách opakovat.
Posledńı srovnáńı je obsaženo v ukázkové úloze v př́ıloze E.

V př́ıloze D uvád́ım úlohy, které se mi podařilo realizovat pouze v našem
nástroji.

5.2.1 Skákaj́ıćı mı́č

Jedná se o jednoduchý demonstračńı př́ıklad, který vyžaduje dodržeńı invariantu
hodnoty integrované funkce. Př́ıklad je převzat z dReal, s jedinou úpravou —
aproximace intervalových počátečńıch podmı́nek (převedeńı na IVP).

Diskrétńı stav modelu je triviálńı: obsahuje jedinou Booleovskou proměnnou,
která indikuje, zda mı́č padá k zemi, nebo se odráž́ı vzh̊uru.

Spojitý stav je reprezentován proměnnými x (výška, resp. vertikálńı po-
zice) a v (rychlost). Výška muśı splňovat invariant, že neńı záporná: x >= 0.
Znaménko rychlosti muśı odpov́ıdat diskrétńımu stavu.

Počátečńı podmı́nky jsou následuj́ıćı: v = 0 a interval 5 <= x <= 15

vyjádřen jako výčet hodnot s krokem 0.25 ((or (x = 5) (x = 5.25) ...)).

V našem př́ıpadě nám invariant výšky p̊usob́ı pot́ıže, jelikož jej nejsme
schopni zaručit. Budeme jej nuceni nějakým zp̊usobem relaxovat: invariant
jsem modifikoval na tvar x >= -1. Je nutno nastavit velký počet fáźı (tj. ma-
lou vzdálenost mezi ověřeńım invariant̊u), aby se minimalizovalo porušeńı
p̊uvodńıho invariantu (kdy je mı́č pod úrovńı podložky).

Použita byla základńı varianta fixńı délky fáze, která v tomto př́ıpadě neńı
př́ılǐs efektivńı, nebot’ v drtivé většině fáźı ke změně diskrétńıho stavu nedocháźı.
Lepš́ı variantou by bylo dynamické nastavováńı délky fáze podle nějakého
odhadu doby, po kterou by se zaručeně vědělo, že ještě ke změně nemůže doj́ıt.
Tyto odhady by bylo možné přidat do vstupu jako formule popisuj́ıćı následné
časové okamžiky. V každém př́ıpadě je použit́ı našeho nástroje pro tento př́ıklad,
bez kontrolováńı invariant v rámci integraćı, neperspektivńı.
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Obrázek 5.1: Skákaj́ıćı mı́č v dReal (s aproximovanými intervalovými
podmı́nkami)

Oranžová čára přestavuje funkci x (výška), modrá čára funkci v (rychlost).
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Obrázek 5.2: Skákaj́ıćı mı́č s délkou fáze 0,05 s.

Funkce x znač́ı výšku, v rychlost.
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Obrázek 5.3: Skákaj́ıćı mı́č s délkou fáze 0,2 s.

Funkce x znač́ı výšku, v rychlost.

Tabulka 5.1: Skákaj́ıćı mı́č: srovnáńı délky výpočtu

Varianta Délka výpočtu [s] Výstup

dReal 0,10 sat

T = 0.025 8,3 sat

T = 0.05 1,96 sat

T = 0.1 0,54 sat

T = 0.2 1,04 sat

Řádky s T se týkaj́ı našeho nástroje s fixńı délkou fáze T [s].

Na obrázku (5.1) je uveden grafický výstup př́ıkladu v dReal, na obrázćıch
(5.2) a (5.3) pak výstupy našeho nástroje, s odlǐsnými délkami fáźı. S kratš́ı
délkou fáze dojde k méně výraznému porušeńı invariantu, kdy výška mı́če
klesne pod nulu.

Tabulka (5.1) zachycuje naměřené délky výpočtu našeho nástroje s rozd́ılnými
délkami fáźı a výsledek řešiče dReal. Tabulka (5.2) uvád́ı rozložeńı celkové
doby výpočtu mezi řešiče SMT a ODE.

Diskuze výsledk̊u. Z tabulky (5.1) vyplývá, že zvolená délka fáźı drama-
ticky ovlivňuje celkovou délku výpočtu. Současně se vyskytl parazitńı jev, kdy
je př́ıpad s T = 0.2 pomaleǰśı než T = 0.1. To je zp̊usobeno t́ım, že v prvńım
jmenovaném př́ıpadě docháźı k návrat̊um z d̊uvodu porušeńı i relaxovaného
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Tabulka 5.2: Skákaj́ıćı mı́č: profilace část́ı výpočtu

T [s] Poměr SMT [%] Poměr ODE [%]

0,025 99,9 0,1

0,05 99,9 0,1

0,1 99,8 0,2

0,2 99,7 0,3

Poměry znač́ı relativńı dobu výpočtu dotčené části vzhledem k celkovému času.
T znač́ı fixńı délku fáze.

invariantu x >= -1, k čemuž u kratš́ıch délek fáźı nedocháźı.

Smutnou zprávou je, že je dReal výrazně rychleǰśı. Naše řešeńı je v tomto
př́ıpadě nevhodné, nebot’ vyžaduje mnoho fáźı a při zvoleńı malého množstv́ı
docháźı k př́ılǐsnému porušováńı invariant̊u, a tedy návrat̊um.

Nejedná se však o nepřekonatelný problém, jelikož nedostatek plynoućı
z ignorováńı invariant̊u v pr̊uběhu integraćı je pouze záležitost́ı nedostatečné im-
plementace, z hlediska navrženého konceptu řešeńı IVP se nejedná o překážku.

Tabulka (5.2) ukazuje, že předpoklady uvedené v návrhu ř́ıd́ıćıho algoritmu
v sekci 3.2.5 byly správné: doba strávená operacemi ověřeńı splnitelnosti vstupu
zásadně převyšuje dobu integraćı. To je dobrá zpráva, nebot’ je zde prostor
pro optimalizaci pomoćı maximálńı redukce těchto operaćı a př́ıpadného větš́ıho
vyt́ıžeńı ODE řešiče.

dReal si s t́ımto př́ıkladem poradil velmi dobře. Připomeňme, že jsme
vyřadili všechny intervalové podmı́nky a nahradily je výčty hodnot. Jak se
dReal chová v př́ıpadě, že pracuje s intervalovými podmı́nkami, pro které byl
navržen?

dReal s intervalovými podmı́nkami. Řešiči dReal jsem úlohu předložil
také v p̊uvodńı formě s intervalovými počátečńımi podmı́nkami 5 <= x <= 15,
tj. nekonečnou množinou počátečńıch stav̊u.

dReal samozřejmě nepracuje s nekonečnou množinou, ale umožňuje nastavit
velikost nejistoty δ, o kterou jsou vstupńı formule zjednodušeny. Obrázky (5.4) a
(5.5) ukazuj́ı výslednou trajektorii funkce x s r̊uznými volbami δ. (V předchoźım
př́ıpadě s aproximovanými intervaly jsem δ nastavil na nějakou vysokou hodnotu
(např. 1000), protože ńızké hodnoty pouze negativně ovlivňovaly dobu výpočtu,
aniž by měly pozitivńı vliv na přesnost výsledku.)

Tabulka (5.3) navzájem srovnává délku výpočtu pro r̊uzné volby δ společně
s variantou aproximovaných intervalových podmı́nek.

Z výsledného měřeńı to vypadá, že nejlepš́ı variantou z hlediska délky
výpočtu je výčet vstupńıch hodnot, tj. vyhnut́ı se použit́ı intervalu. To je
zároveň hlavńı rozd́ıl mezi použit́ım našeho řešiče a dReal (použit́ı klasických
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Obrázek 5.4: Skákaj́ıćı mı́č v dReal s intervalovými podmı́nkami s δ = 0,01

δ znač́ı vstupńı velikost nejistoty. Znázorněna je jen funkce x (výška).

Obrázek 5.5: Skákaj́ıćı mı́č v dReal s intervalovými podmı́nkami s δ = 1

δ znač́ı vstupńı velikost nejistoty. Znázorněna je jen funkce x (výška).
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Tabulka 5.3: Skákaj́ıćı mı́č: srovnáńı délky výpočtu řešiče dReal s intervalovými
podmı́nkami

δ Délka výpočtu [s] Výstup

0 0,10 sat

0,001 0,58 sat

0,01 0,46 sat

0,1 0,36 sat

1 0,25 sat

10 0,12 sat

δ znač́ı vstupńı velikost nejistoty. Řádek s δ = 0 reprezentuje variantu s apro-
ximovanými intervalovými podmı́nkami.

numerických metod implikuje exaktńı počátečńı podmı́nky), nicméně v dReal
je zřejmě náš zp̊usob také dobře použitelný.

Jako neformálńı závěr z tohoto experimentu bych uvedl, že je obecně
efektivněǰśı úlohu koncipovat jako IVP, než jako IIVP (intervalová varianta),
což nakonec neńı nic překvapivého.

5.2.2 Elektrický oscilátor

Jedná se opět o př́ıklad převzatý z dReal, který modeluje elektrický oscilátor.
Př́ıklad je jen demonstračńı, nemá žádný vyšš́ı smysl a neslouž́ı k modelováńı
reálného systému.

Model se skládá z několika nelineárńıch ODE: x, y a z, které představuj́ı
osciluj́ıćı funkce, om1 (ω1) a om2 (ω2), což jsou měńıćı se fáze42, a tau (τ),
který slouž́ı jako časovač pro přeṕınáńı diskrétńıch stav̊u.

Jednotlivá ODE jsou přibližně popsána takto (lǐśı se v konstantách a
v r̊uzných diskrétńıch stavech):

ẋ = −ax · sin (ω · τ)

ẏ = −ay · sin (ω1 · τ) · sin (ω2) · 2

ż = −az · sin (ω2 · τ) · cos (ω1) · 2

ω̇1 = −ω1

ω̇2 = −ω2

τ̇ = 1

kde ω je konstanta.
Diskrétńı stav je tvořen třemi stavy, mezi kterými se cyklicky přeṕıná

podle časovače tau a nezáviśı na žádných jiných invariantech. Jedná se tedy

42Myšleno jako fáze vlny; termı́n je v konfliktu s fáźı výpočtu našeho řešiče.
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Obrázek 5.6: Elektrický oscilátor v dReal (s aproximovanými intervalovými
podmı́nkami)

Funkce x má červenou barvu, y fialovou, z hnědou, om1 modrou, om2 oranžovou
a tau zelenou.
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Obrázek 5.7: Elektrický oscilátor s délkou fáze 0,5 s.

Funkce tau je časovač slouž́ıćı k cyklickému přeṕınáńı diskrétńıch stav̊u.

čistě o systém ř́ızený časem, což hraje v náš prospěch. Podmı́nky přechod̊u ale
nezáviśı na přesné hodnotě tau, ale na intervalech (jsou tedy nedeterministické).
Ty jsou aproximovány s krokem 0.1.

Počátečńı podmı́nky: y = 0, z = 0, om1 = 2, om2 = 2.5, tau = 0 a inter-
val -0.2 <= x <= 0.1, který je aproximován s krokem 0.25.

Je nutné dodržet následuj́ıćı invarianty: -5 <= x <= 5, -5 <= y <= 5,
-5 <= z <= 5, a přechody provést vždy jen v rámci vymezených interval̊u
pro tau: stav 1: 4 <= tau <= 5, stav 2: 8 <= tau <= 10, stav 3: 5 <= tau <= 6.

Na obrázku (5.6) je uveden grafický výstup př́ıkladu v dReal, na obrázćıch
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Obrázek 5.8: Elektrický oscilátor s délkou fáze 5 s.

Funkce tau je časovač slouž́ıćı k cyklickému přeṕınáńı diskrétńıch stav̊u. Tra-
jektorie funkćı jsou v tomto př́ıpadě méně hladké.

Tabulka 5.4: Elektrický oscilátor: srovnáńı délky výpočtu

Varianta Délka výpočtu [s] Výstup

dReal 0,47 sat

T = 0.25 14,5 sat

T = 0.5 4,5 sat

T = 1 0,83 sat

T = 2 10,1 unsat

T = 4 1,26 unsat

T = 1.5 0,47 sat

T = 2.5 0,21 sat

T = 5.0 0,10 sat

Řádky s T se týkaj́ı našeho nástroje s fixńı délkou fáze T [s].

(5.7) a (5.8) pak výstupy našeho nástroje, s odlǐsnými délkami fáźı. Z graf̊u
je patrné, že trajektorie funkćı jsou nejv́ıce hladké (tj. v́ıce přesné) v př́ıpadě
řešiče dReal.

Tabulka (5.4) zachycuje výstupy a naměřené délky výpočtu řešiče dReal
a našeho nástroje s rozd́ılnými délkami fáźı. Tabulka (5.5) uvád́ı rozložeńı
celkové doby výpočtu mezi řešiče SMT a ODE.
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Tabulka 5.5: Elektrický oscilátor: profilace část́ı výpočtu

T [s] Poměr SMT [%] Poměr ODE [%]

0,25 99,9 0,1

0,5 99,9 0,1

1 99,7 0,3

1,5 99,5 0,4

2 99,5 0,5

2,5 99,1 0,8

4 98,9 1,1

5,0 98,1 1,7

Poměry znač́ı relativńı dobu výpočtu dotčené části vzhledem k celkovému času.
T znač́ı fixńı délku fáze.

Obrázek 5.9: Elektrický oscilátor v dReal s intervalovými podmı́nkami s δ = 10

δ znač́ı vstupńı velikost nejistoty.

Diskuze výsledk̊u. Tento př́ıklad přináš́ı potěšuj́ıćı zprávy, konkrétně ta-
bulka (5.4). Opět významně záviśı na volbě (fixńı) délky fáze T, to je zřejmé a
bude to platit pro všechny (splnitelné) vstupy. Tentokrát byly možné i volby
vyšš́ıch hodnot T, nebot’ bezprostředně nehrozilo porušeńı invariant během
integrace a přechody mezi diskrétńımi stavy závisely pouze na čase. V př́ıpadě
T = 5 jsme téměř dosáhli minimálńıho počtu potřebných ověřeńı splnitelnosti,
tj. jen v okamžićıch přechod̊u. (Tak se přibližně chová také dReal.)

T́ım jsme se v́ıce přibĺıžili př́ımému srovnáńı integračńıch metod — kla-
sických numerických metod a metod s intervalovou aritmetikou. V tomto
př́ıpadě je naše řešeńı rychleǰśı. Nutno však podotknout, že výsledné trajekto-
rie jsou méně přesné.

Pro některé volby hodnot T neńı možné invarianty splnit.

Tabulka (5.5) opět potvrzuje, že délka výpočtu strávená SMT řešičem stále
vysoce převyšuje ODE řešič, a to i v př́ıpadě T = 5.

Pro úplnost ještě uvád́ım výstupy řešiče dReal za použit́ı intervalových
podmı́nek pro x a tau v tabulce (5.6). V tomto př́ıpadě jsou rozd́ıly oproti
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Tabulka 5.6: Elektrický oscilátor: srovnáńı délky výpočtu řešiče dReal s inter-
valovými podmı́nkami

δ Délka výpočtu [s] Výstup

0 0,47 sat

0,001 22,3 sat

0,01 19,4 sat

0,1 11,0 sat

1 6,6 sat

10 0,5 sat

δ znač́ı vstupńı velikost nejistoty. Řádek s δ = 0 reprezentuje variantu s apro-
ximovanými intervalovými podmı́nkami.

aproximovaným intervalovým podmı́nkám mnohem vyšš́ı, než v předchoźı úloze,
kromě př́ıpadu δ = 10, který je však v̊uči vstupu hodně tolerantńı (viz. obrázek
(5.9)).

5.2.3 Závěr experiment̊u

Tento závěr vycháźı také z úloh uvedených v př́ılohách D a E.

Některé úlohy potvrdily, že náš zvolený koncept je nadějný pro uplatněńı
v praxi. Použit́ı klasických numerických metod v ODE řešiči je rychleǰśı než
použit́ı intervalové aritmetiky, kterou použ́ıvá řešič dReal. I tento řešič si však
někdy dokáže poč́ınat relativně efektivně, pokud pracuje s úlohou IVP, a ne
s intervaly (IIVP). Intervaly lze efektivně aproximovat výčtem hodnot jako
logického součtu. To je nejd̊uležitěǰśı pozorováńı této práce.

Náš nástroj drtivou většinu doby výpočtu stráv́ı na straně SMT řešiče. Proto
bude následnou snahou tyto operace maximálně redukovat, zejména umožněńım
kontrolováńı invariant v rámci integraćı (což se nevylučuje s konceptem řešeńı
IVP) a aplikováńım sofistikovaněǰśıho ř́ıd́ıćıho algoritmu, který by efektivněji
zacházel s návraty.

S náročnost́ı SMT operaćı souviśı to, že výkon našeho postupu výrazně
záviśı na zvoleném počtu fáźı, tj. počtem přerušeńı integraćı ODE řešiče a
kontrolováńı splnitelnosti celého vstupu SMT řešičem. Pokud se zvolený počet
fáźı bĺıž́ı minimu — počtu změn diskrétńıho stavu — pak je naše řešeńı násobně
rychleǰśı než dReal, a to i v tomto raném stádiu vývoje.

5.3 Př́ıpady užit́ı

Všechny zmiňované hybridńı řešiče (náš, dReal, atd.) mohou být použity
pro účely modelováńı hybridńıch systémů a ověřeńı jejich specifikaćı.
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Uvedu pár praktických př́ıklad̊u, k čemu by mělo být možné tyto nástroje
využ́ıt:

• Obecně modely regulátor̊u: je požadavek udržovat některou veličinu
v rámci stanovených meźı, což periodicky kontroluje ř́ıd́ıćı systém a
zaṕıná nebo vyṕıná regulaci (např. termostat, vodńı nádrž, . . . ).

• Model autonomńıho ř́ızeńı dopravńıho prostředku: zkušený inženýr na-
vrhne diferenciálńı rovnice tak, že dobře popisuj́ı dynamiku prostředku,
a všechny diskrétńı stavy; testuj́ı se modelové situace, zda se prostředek
chová dle očekáváńı: objet́ı překážky, udržováńı vzdálenosti, zaparkováńı,
. . .

• Modelováńı ř́ıd́ıćıho systému serveru: na server přicháźı požadavky podle
definované statistické distribučńı funkce obecně do v́ıce vyrovnávaćıch
pamět́ı; ověřeńı, s jakými prostředky je systém schopen př́ıchoźı požadavky
obsloužit.

• Spolehlivostńı modely (blokové, Markovské): možnost experimentováńı
se vstupńımi parametry tak, aby model splňoval nějaké požadavky (např.
středńı doba do poruchy).

a dále uvád́ım jen některé úvahy a nápady:

• Motorika robota: motorickým pohyb̊um robot̊u, zejména těm neupevněným
k podložce, může p̊usobit pot́ıže udržet rovnováhu kv̊uli setrvačnosti
vlastńıch pohyb̊u (např. prudké pohyby paž́ı humanoidńıho robota). To
je možné řešit např. protipohyby. Nešlo by pro obecný pohyb (v rámci
daného systému) vypoč́ıtat odpov́ıdaj́ıćı protipohyb, aby z̊ustal robot
stabilńı?

• Jeden ze zp̊usob̊u testováńı logických obvod̊u využ́ıvá řešiče SAT. Tes-
továńı společně s analogovými obvody je však problematické. Nebylo by
k tomu možné využ́ıt hybridńıho řešiče?
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Závěr

Ćılem práce bylo aplikovat odlǐsný př́ıstup v analýze systémů modelovaných
v SMT a ODE, který klade při integraćıch větš́ı d̊uraz na rychlost, než na
přesnost, a t́ım byl lépe použitelný v praxi.

Stávaj́ıćı řešiče použ́ıvaj́ı při řešeńı ODE intervalovou aritmetiku, která
poskytuje garanci maximálńı chyby, ale je pomalá. Separátně jsem zkoumal
SMT řešiče a ODE řešiče, které použ́ıvaj́ı klasické numerické metody, a vyb́ıral
vhodnou kombinaci pro nový nástroj.

Výsledky práce splňuj́ı předsevzaté ćıle: zvolený koncept se ukázal jako
nadějná alternativa ke stávaj́ıćım řešič̊um. Experimenty na praktických úlohách
ukázaly, že použit́ı našeho řešeńı je často rychleǰśı, než v př́ıpadě stávaj́ıćıho
řešiče dReal. Konkrétně se jednalo např. o modelový př́ıklad elektrického
oscilátoru, v němž naše nejlepš́ı konfigurace dosáhla téměř pětinásobně kratš́ıho
výpočetńıho času. A to i přesto, že implementovaný nástroj je pouhým pro-
totypem. Výkonnost našeho postupu výrazně záviśı na zvoleném počtu fáźı
výpočtu, tj. četnosti stř́ıdáńı výpočtu SMT a ODE řešiče.

Nejd̊uležitěǰśım pozorováńım této práce je efektivita úloh IVP v̊uči úlohám
s intervaly (IIVP). Intervaly lze efektivně aproximovat pomoćı výčtu hodnot
v logickém součtu. S takovým vstupem si i řešič dReal někdy poč́ıná relativně
rychle.

Přidanou hodnotou je použitý prototyp nástroje, který zahrnuje společný
vstupńı jazyk, ve kterém lze vstup parametrizovat pomoćı maker. Nav́ıc je
možné flexibilně nasazovat r̊uzné SMT a ODE řešiče. Požadavky na rozhrańı
SMT řešiče jsou minimálńı: stač́ı, aby byl inkrementálńı a byl konformńı
se standardem SMT-LIB; pak lze řešič použ́ıt jako samostatný proces. U ODE
řešiče stač́ı, aby řešil IVP a koncové podmı́nky závisely (zat́ım) jen na čase,
ale vyžaduje implementaci odvozené tř́ıdy a dodržeńı programového rozhrańı.
Aktuálně je použ́ıván řešič odeint. Z SMT řešič̊u byly testovány CVC4 a z3,
ale z3 si poč́ıná efektivněji.

Nový koncept byl prověřen a nyńı čeká na řádnou implementaci, jelikož
náš prototyp zat́ım obsahuje řadu nedostatk̊u a zjednodušeńı. Může posloužit
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Závěr

jako inspirace pro budoućı vývojáře pr̊umyslových nástroj̊u. Druhou, ještě
v́ıce uspokojivou možnost́ı by bylo pokračováńı ve vývoji stávaj́ıćıho pro-
jektu s otevřenými zdrojovými kódy, at’ už samostatně či v týmu, směrem
ke konečnému produktu použitelném v praxi.
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2018-03-06].

[2] Wikipedia: SAT Modulo Theories. [online], Únor 2018, [cit. 2018-05-
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Př́ıloha A

Seznam použitých symbol̊u a

zkratek

ANSI American National Standards Institute. 24

API Application programming interface. 17

ASCII American Standard Code for Information Interchange. 31

BDF Backward differentiation formula. 22, 25

BMC Bounded Model Checking. 6, 14, 27–29, 71, 106

CC Creative Commons. 19

CNF Conjunctive normal form. 13

CPU Central processing unit. 72

CTL Computation tree logic. 6

CVC Cooperating Validity Checker. vii, viii, 16, 17, 57, 72, 83, 92

DAE Differential-algebraic equation. 24

DIMACS Center for Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science.
13

DPLL Davis–Putnam–Logemann–Loveland. 13, 14, 17, 18, 52

FOL First-order logic. 7, 8, 15

GNU GNU’s Not Unix!. 45
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GPU Graphics processing unit. 25

IVP Initial value problem. vii, viii, 2, 3, 10, 19, 24, 25, 45, 47, 71, 72, 75, 77,
81, 83

LTL Linear time logic. 6

MIT Massachusetts Institute of Technology. 17, 53, 91

MPI Message Passing Interface. 24

NP Nondeterministic polynomial time. 2, 5

ODE Ordinary differential equation. vii–ix, xi, xiii, 2, 3, 6, 9–11, 13, 18, 19,
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OpenMP Open Multi-Processing. 24, 25, 72

OS Operačńı systém. 17, 54, 72

POSIX Portable Operating System Interface. 53, 59

QBF Quantified Boolean formulas. 6

SAT Boolean satisfiability problem. vii–ix, 2–6, 11, 13–18, 26, 27, 82

SIMD Single instruction multiple data. 25

SMT Satisfiability Modulo Theories. vii–ix, 2, 3, 6, 11, 13–17, 27–36, 43–46,
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STL Standard Template Library. 53

SUNDIALS SUite of Nonlinear and DIfferential/ALgebraic Equation Solvers.
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TMP Template Metaprogramming. 25

90



Př́ıloha B

Návod k použit́ı programu

Program, včetně zdrojových kód̊u a textu práce, je veřejně př́ıstupný v git
repositáři na adrese https://github.com/Tomaqa/sos pod tolerantńı licenćı
MIT.

Nejprve uvedu obsah projektu, at’ už poř́ızeného z přiloženého CD nebo
př́ımo z git repositáře, poté návod k sestaveńı projektu ze zdrojových kód̊u
a následně návod k použit́ı spustitelné aplikace. Prototyp aplikace nećıĺı
na uživatelskou př́ıvětivost, proto neočekávejte vždy intuitivńı chováńı pro-
gramu.

B.1 Obsah projektu

LICENSE.md ................................. obsah použité licence MIT
README.md......................................stručný popis projektu
bin ..................... adresář se spustitelnými soubory implementace

applet.....................................spustitelné d́ılč́ı applety
data.........................adresář s uživatelskými datovými soubory

smto...........................soubory ve formátu vstupńıho jazyka
doc ..................................... adresář dokumentace projektu

articles......................adresář pro tematické vědecké články
thesis.........................adresář s textem diplomové práce

include ................. adresář s hlavičkovými a šablonovými soubory
sos...................... soubory týkaj́ıćı se knihovny implementace
test............................................. soubory pro testy

local ................ lokálńı uživatelské soubory nezávislé na repositáři
src........................................adresář se zdrojovými kódy

main .......................... soubory týkaj́ıćı se aplikaćı a applet̊u
sos...................... soubory týkaj́ıćı se knihovny implementace
test............................................. soubory pro testy

test.........................................spustitelné soubory test̊u
tools .................................... adresář s pomocnými skripty
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B. Návod k použit́ı programu

B.2 Návod k sestaveńı

Standardńı sestaveńı programu se provede jediným př́ıkazem:

$ make

Standardńı verze programu záviśı na knihovnách Boost (odeint) a na SMT
řešiči z3 nainstalovaném v systému. Volitelně je program závislý na nástroji
gnuplot, pokud má uživatel zájem o generováńı výstupńıch graf̊u.

Pro použit́ı jiného SMT řešiče je nutné před sestaveńım ručně upravit
zdrojový soubor src/sos/smt/solver.cpp na řádku s funkćı execlp. Bud’ lze
odkomentovat řádek s řešičem CVC4, nebo přidat nový řádek s jiným řešičem.

Pokud uživatel nemá dostupné knihovny Boost, může před sestaveńım sma-
zat všechny zdrojové soubory *odeint* a použ́ıvat jen implementaci Eulerovy
metody.

B.3 Spuštěńı programu

Hlavńı aplikace je umı́stěna v souborech bin/sos odeint a bin/sos euler,
které použ́ıvaj́ı jako ODE řešič odeint, resp. vlastńı implementaci Eulerovy me-
tody. bin/sos euler je vhodná z hlediska nezávislosti na exterńıch knihovnách,
jinak je téměř vždy lepš́ı použ́ıt bin/sos odeint.

Zobrazeńı zprávy s povolenými vstupńımi parametry aplikace se provede
pomoćı

$ bin/sos_odeint -h

Př́ıklad použit́ı se vstupńım i výstupńım souborem:

$ bin/sos_odeint data/smto/ball.smto -o local/out

po čemž se do souboru local/out zaṕı̌śı textová data pro generováńı grafu a
do souboru local/out plot.svg bude vygenerován graf nástrojem gnuplot.
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Př́ıloha C

Př́ıklady použit́ı maker

Tato př́ıloha uvád́ı daľśı př́ıklady použit́ı maker. Prvńı sekce uvád́ı použit́ı
př́ımo v textovém kódu vstupu, druhá sekce komentuje př́ıpady užit́ı maker
jako celku v kontextu tématu práce.

C.1 Ukázky použit́ı a chováńı maker

#def SEQ(n)

#if $( > #n 0 )

#SEQ( $d(- #n 1) ) #n

#endif

#enddef

#define FACT(n) * #SEQ(#n)

(assert (= $(#FACT(5)) 120) ) ;; $(* 1 2 3 4 5) == 120 => true

#define NUMS() 1 2 3

( #NUMS ) ;; (1 2 3)

( #NUMS# ) ;; (123)

( #FACT#(3) ) ;; error: missing parameters for ’FACT’ !

( #FACT(3)# ) ;; (* 1 2 3)

( ##FACT(3) ) ;; (FACT(3))

( ###FACT(3) ) ;; (*123)

( $f (- 3.5 1.9) ) ;; ( 1.60000... )

( $d (- 3.5 1.9) ) ;; ( 2 )

( $d (+ $f(- 3.5 1.9) )) ;; ( 1 )
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C. Př́ıklady použit́ı maker

#define N 5

#define N5 1

#def PRINT(x)

#let i 1

#let j 2

#x

#endlet i

#endlet j

#enddef

( #PRINT(N) ) ;; ( N )

( #PRINT(#N) ) ;; ( 5 )

( #PRINT(\#N) ) ;; ( 5 )

( #PRINT(\#N5) ) ;; ( 1 )

( #PRINT(\#N#N) ) ;; ( 1 )

( #PRINT(\#N\#N) ) ;; ( 55 )

( #PRINT(N#i) ) ;; error: user macro ’i’ was not defined !

( #PRINT(N\#i) ) ;; ( N1 )

( #PRINT(#N\#i) ) ;; ( 51 )

( #PRINT(\#N\#i) ) ;; ( 51 )

( #PRINT(\#i\##_\#j) ) ;; ( 1_2 )

C.2 Př́ıpady užit́ı maker ve vstupńım jazyce

• Definice numerických literál̊u, které lze použ́ıt i v př́ıkazech define-dt:

#define K() 5

(define-dt x dx () (* #K t))

• Nastaveńı fáźı výpočtu:

#define T() 0.5

#define T_MIN() 0

#define T_MAX() 10

#define STEPS() $d(+ $f(/ (- #T_MAX #T_MIN) #T) )

;; ...

#def T_STEPS()

#for (j 1 #STEPS)

#let i $d(- #j 1)

(= t_#j (+ t_#i #T))

#endlet j

#endfor

#enddef

• Deklarace všech konstant fáźı:
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C.2. Př́ıpady užit́ı maker ve vstupńım jazyce

#def DECL_CONSTS(const type)

#for (i 0 #STEPS)

(declare-fun #const##_#i () #type)

#endfor

#enddef

#DECL_CONSTS(t Real)

;; ...

Stejný zp̊usob lze použ́ıt pro invarianty, volby variant derivaćı, skoky a
integrace.

• Aproximace intervalových počátečńıch podmı́nek:

#def INIT_INTERVAL(var min max step) (or

#for (i #min (<= #i #max) (+ #i #step))

(= #var #i)

#endfor

) #enddef

• Kaskádńı kompozice systémů: každý systém reprezentovat vlastńı sadou
konstant s nějakou č́ıselnou př́ıponou a vstup generovat pomoćı maker
#for nebo rekurzivńıch maker. Krajńı systémy generovat zvlášt’, nebo po-
moćı makra #if, a ostatńı propojit pomoćı parametrických uživatelských
maker, např. s parametrem #i a #let j $d(+ #i 1).
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Př́ıloha D

Daľśı úlohy

Zde uvád́ım úlohu, kterou se mi nepodařilo srovnat s řešičem dReal.

D.1 Uzavřená funkce

Tato modelová úloha má zcela nedeterministické přechody mezi diskrétńımi
stavy a slouž́ı pro ověřeńı zacházeńı s návraty.

Jsou dány dvě schodovité funkce jako horńı (high) a dolńı (low) mez:

˙high = t − high · sin(high)

˙low =
t

K
− low · sin(low · K)

kde jsem v tomto př́ıpadě zvolil K = 2,5.
Dále je dána funkce y s variantami derivaćı ẏ = y a ẏ = −y. Úkolem je

zaručit invariant low <= y <= high, přičemž je nutné vždy integrovat po fixně
danou dobu T (to odpov́ıdá fixńı délce fáze našeho řešiče).

Pokoušel jsem se úlohu modelovat v dReal, ale nebyl jsem schopen dosáhnout
dokončeńı výpočtu ani do úseku t = 5 (do té doby je úloha nezaj́ımavá, protože
např. téměř stač́ı jen setrvat na hodnotě 0). Konkrétně výpočet selhal už
ve stádiu generováńı vstupu nástrojem dReach, který současně s generováńım
ověřuje splnitelnost zvolené cesty (přechody mezi diskrétńımi stavy). Poč́ıná
si však dle mého názoru velmi neefektivně: postupně zkouš́ı všechny možné
kombinace nezávisle na sobě, dokud nenaraźı na splnitelnou. Pro t = 5 a
rozumně malé T (např. 0,25; jinak neńı možné invarianty dodržet) to dělá cestu
o 20 přechodech, což je 220 kombinaćı. Po dvou a p̊ul hodinách se dReach
nedostal ani do 400. kombinace (a všechny byly do té doby nesplnitelné).

Výpočet jsem provedl až do t = 30. V tabulce (D.1) jsou zaznamenány
naměřené výsledky a na obrázćıch (D.1) a (D.2) výsledné podoby řešeńı.
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D. Dalš́ı úlohy

Tabulka D.1: Uzavřená funkce: srovnáńı výstup̊u

T [s] Délka výpočtu [s] Výstup

0,2 X X

0,25 4,8 sat

0,33 1,3 sat

0,4 0,73 sat

0,5 34 unsat

T znač́ı fixńı délku fáze. Pro T = 0.2 program po deľśı době spadl
(pravděpodobně přetekl systémový zásobńık).
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Obrázek D.1: Uzavřená funkce y s délkou fáze 0,25 s.
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D.1. Uzavřená funkce
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Obrázek D.2: Uzavřená funkce y s délkou fáze 0,4 s.
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Př́ıloha E

Kompletńı motivačńı p̌ŕıklad

užit́ı

V této př́ıloze uvedu kompletńı př́ıklad od návrhu specifikace systému přes se-
staveńı textového vstupu až po vyhodnoceńı naš́ım nástrojem.

V sekci výsledk̊u také uvedu srovnáńı s řešičem dReal.

E.1 Popis sytému

Máme halu s bĺıže nespecifikovanou automatickou linkou na výrobu a montáž
kovových d́ıl̊u. Jedna jednotka linky vyžaduje pro svoji práci dodržeńı okolńı
teploty, aby fungovala správně. Výrobce části linky garantuje jej́ı autonomńı
spolehlivou činnost při dodržeńı provozńıch podmı́nek, což by znamenalo, že
bychom nepotřebovali zaměstnance, který zde linku obsluhuje. To by náš
nadř́ızený ocenil zejména na nočńıch směnách. Proto bude naš́ı snahou zaručit
provozńı teplotu, k čemuž využijeme automaticky ř́ızeného termostatu.

Specifikace vyžaduj́ı, aby se provozńı teplota (veličina x) pohybovala
v následuj́ıćım rozmeźı:

70 ≤ x ≤ 80

Jedná se o jednoduchý systém, který lze modelovat dvoustavovým hybridńım
automatem. Po usilovné práci naši inženýři navrhli shodou okolnost́ı stejný
model, jako je uveden na obrázku (1.1). Pokles teploty při vypnutém topeńı je
modelován rovnićı ẋ = 50−x a nár̊ust při zapnutém topeńı rovnićı ẋ = 100−x.
(Zda je takový model realistický či snad reálný nyńı nechme stranou.) Naš́ım
úkolem je ověřit, zda bude možné teplotu udržet v rámci stanovených meźı a
jaká bude nutná perioda ř́ıd́ıćıho systému.
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E. Kompletńı motivačńı př́ıklad užit́ı

E.2 Tvar vstupu

Rozhodli jsme se provést verifikaci na základě uvedeného modelu po dobu
jedné minuty.

Po nastudováńı vstupńıho jazyka ze sekce 3.1.1 včetně maker ze sekce
3.1.1.5 jsme vytvořili následuj́ıćı vstup pro řešič:

#define DT_OFF_X_MIN 50 ;; lower bound ignoring invariants

#define DT_ON_X_MAX 100 ;; upper bound ignoring invariants

#define X_MIN 70 ;; minimum permitted temperature

#define X_MAX 80 ;; maximum permitted temperature

#define SWITCH_X_MIN 73 ;; lower switching threshold

#define SWITCH_X_MAX 77 ;; upper switching threshold

;; Fixed period of checking invariants... which value to choose?

#define T ??? ;; experiment with this

(define-ode-step $(/ #T 5)) ;; some permissive integration step size

#define T_MIN() 0 ;; time at which to start the verification

#define T_MAX() 60 ;; time until which to provide verification

#define STEPS $d(+ $(/ (- #T_MAX #T_MIN) #T) )

#define STEPS-1 $d(- #STEPS 1)

;;; Declarations

#def DECL_CONSTS(const type)

#for (i 0 #STEPS)

(declare-fun #const##_#i () #type)

#endfor

#enddef

#DECL_CONSTS(t Real)

#DECL_CONSTS(x Real)

#DECL_CONSTS(on Bool)

#DECL_CONSTS(dx Dt)

;;; Initializations

;; ... definition of #INIT_INTERVAL is ommited ...

;; Choose some initial value between the permitted bounds

#define INIT_X() #INIT_INTERVAL(x_0 #X_MIN #X_MAX 0.25)

(assert (and (= t_0 #T_MIN)

#INIT_X

(not on_0)

))
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E.2. Tvar vstupu

;;; Derivatives definition

(define-dt x dx_on () (- #DT_ON_X_MAX x))

(define-dt x dx_off () (- #DT_OFF_X_MIN x))

;;; Invariants

(define-fun invariant ( (t Real) (x Real) (dx Dt) ) Bool

(and (<= #X_MIN x #X_MAX)

(or (= dx dx_on) (= dx dx_off))

))

#def INVARIANTS

#for (i 0 #STEPS)

(invariant t_#i x_#i dx_#i)

#endfor

#enddef

(assert (and #INVARIANTS ))

;;; Derivatives connection

(define-fun connect ((dx Dt) (on Bool)) Bool

(and (=> on (= dx dx_on ))

(=> (not on) (= dx dx_off))

))

#def CONNECTS

#for (i 0 #STEPS)

(connect dx_#i on_#i)

#endfor

#enddef

(assert (and #CONNECTS ))

;;; Jump conditions

(define-fun jump ((on1 Bool) (on2 Bool) (x2 Real)) Bool

(and (=> (and on1 (< x2 #SWITCH_X_MAX) ) on2 )

(=> (and on1 (>= x2 #SWITCH_X_MAX) ) (not on2) )

(=> (and (not on1) (> x2 #SWITCH_X_MIN) ) (not on2) )

(=> (and (not on1) (<= x2 #SWITCH_X_MIN) ) on2 )

))

#def JUMPS

#for (i 0 #STEPS-1)

#let j $d(+ #i 1)

(jump on_#i on_#j x_#j)

#endlet j

#endfor

#enddef

(assert (and #JUMPS ))
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E. Kompletńı motivačńı př́ıklad užit́ı

Tabulka E.1: Termostat: srovnáńı výstup̊u

T [s] Délka výpočtu [s] Výstup

0,25 1,25 sat

0,33 0,75 sat

0,4 0,52 sat

0,5 0,20 unsat

T znač́ı fixńı délku fáze. (V tomto př́ıpadě nás př́ılǐs doba výpočtu nezaj́ımá.)

;;; Steps definition

#def T_STEPS

#for (i 0 #STEPS-1)

#let j $d(+ #i 1)

(= t_#j (+ t_#i #T))

#endlet j

#endfor

#enddef

(assert (and #T_STEPS ))

;;; Integration

#def INT_ODE(var)

#for (i 0 #STEPS-1)

#let j $d(+ #i 1)

(= #var##_#j (int-ode #var d#var##_#i (#var##_#i t_#i t_#j) ()) )

#endlet j

#endfor

#enddef

(assert (and #INT_ODE(x) ))

Ideálńı je zvolit hodnotu #T co nejvyšš́ı, aby byly co nejnižš́ı nároky na ř́ıd́ıćı
systém, ale v prvńı řadě muśı být splněny invarianty. Muśıme ručně experi-
mentovat s r̊uznými hodnotami.

E.3 Výsledky

Experimentovali jsme s r̊uznými hodnotami pro #T a ověřili, pro které můžeme
zadané specifikace zaručit. Po sestaveńı vstupu už to byla rychlá práce.

Do tabulky (E.1) jsme zaznamenali naměřené výsledky. Pro T = 0.5 jsme
zjistili, že již specifikace neńı možné zaručit.
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E.3. Výsledky
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Obrázek E.1: Termostat s délkou fáze 0,25 s.

Veličina x znač́ı teplotu.
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Obrázek E.2: Termostat s délkou fáze 0,4 s.

Veličina x znač́ı teplotu. Meze pro x byly splněny velmi těsně.

105



E. Kompletńı motivačńı př́ıklad užit́ı

Obrázek E.3: Termostat v dReal s délkou fáze 0,4

Veličina x znač́ı teplotu. (Délka fáze odpov́ıdá fixńı periodě, která je v této
úloze explicitně zadána.)

Také jsme si na obrázky (E.1) a (E.2) vykreslili podobu možného řešeńı.
Pro T = 0.4 jsou specifikace splněny těsně, a je na našem zvážeńı, zda raději
nezvolit nižš́ı hodnotu, aby zbyla nějaká rezerva.

T́ım jsme úspěšně ověřili specifikaci našeho modelu termostatu a můžeme
se nyńı pustit do fyzické realizace, a umožnit tak automatizované ř́ızeńı naš́ı
části montážńı linky.

Srovnáńı s dReal. Tato úloha je opět orientována na čas, takže se dalo
očekávat, že si povede řešič dReal h̊uře než náš. Nav́ıc je př́ımo nutné zvolit
konkrétńı fixńı délku periody T. Zvolil jsem tu nejjednodušš́ı variantu, kterou
jsem použil v měřeńı vlastńıho řešiče: T = 0.4, a použil jsem aproximované
intervaly, stejně jako v našem zadáńı. Tuto úlohu řešil dReal 46,3 sekund a
vyžadoval v́ıce než 2 GB paměti. To je výrazně horš́ı výsledek než náš.

Výsledná trajektorie z řešiče dReal je zachycena na obrázku (E.3).
Nav́ıc jsem měl opět podobné problémy s nástrojem dReach, jaké jsem

popisoval v sekci D.1. Tentokrát se počet krok̊u BMC rovnal 150 a dReach ani
nebyl schopen spustit prvńı kombinaci, protože předt́ım generuje všechny možné
kombinace (tj. 2150) do souboru a vyčerpal pamět’. Lze mu však explicitně
nastavit konkrétńı kombinaci, po které se má vydat, a zadal jsem mu sekvenci,
která jen cyklicky přecházela z jednoho stavu do druhého, a tato cesta byla
(naštěst́ı) splnitelná.
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