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Abstrakt

Na mnoho dnesnich systému, napt. vestavnych, jsou kladeny vysoké naroky
na splnéni specifikaci, které casto zavisi na jevech z fyzikalniho okoli. Pro rozsahlé
systémy se osvédcuje pouziti formalni verifikace jako nastroje pro garanci
splnéni specifikaci.

Formalni verifikace exaktné ovéfuje matematicky model systému; jednim
z pouzivanych postupi je napt. [SAT] Problém nastdvd, kdyz potfebujeme v mo-
delu pouzit také diferencidlni rovnice , které jsou pro popis fyzikalnich
jevu zcela prirozené.

Préace se zabyva ovéfenim konceptu, ktery kombinuje [SAT]i[ODE] a lze
pouzit napr. pro formalni verifikaci modeli vestavnych systémii. Takové resice
jiz existuji (napf. dReal), ale jsou v praxi tézko pouzitelné, jelikoz pfi Feseni
[ODE] vice dbaji na pfesnost, ale jsou pomalé. Cilem bylo pro [ODE] pouzit
klasickych numerickych metod, které mohou byt méné presné, ale jsou rychlejsi.

Soucésti prace je prototyp nastroje nazvany [SOS| (SMTHODE]| Solver)),
ktery kombinuje (rozsifeni problému s diferencidlnimi rovnicemi.
[SMT] a[ODE] fesice jsou oba nezdvislé od ostatnich komponent. Pouzit byl Fesi¢
odeint, a z [SMT]fesi¢t to byly [CVCH a z3.

Hlavnimi vystupy jsou zjisténi, ze pouziti klasickych numerickych metod
urychluje celkovy vypocet, a dale, ze vypocet tloh s presnymi pocatec¢nimi
podminkami je mnohem rychlejsi, nez uloh s intervaly ( Intervaly
lze pritom efektivné aproximovat vycty hodnot v logickém souctu. Tato zjisténi
potvrzuji nas zvoleny koncept, a byla ovérena v nékterych prikladech, kdy byl
nés postup rychlejsi, nez u stavajiciho resice dReal.

Tim bylo dosazeno cile v praxi pouzitelnéjsiho pristupu k formalni verifikaci
systému s diferencialnimi rovnicemi. Prace by meéla slouzit jako zdroj inspirace
pro vyvojare priamyslovych nastroji, anebo by také mohla byt nadale vyvijena
a zefektiviiovana v ramci stavajiciho projektu s otevienymi zdrojovymi kédy.

Klicova slova [SAT|[SMT][SMT}LIB, numerické metody feseni[ODE] formdlni
verifikace, vestavné systémy, analyza modeli hybridnich systémt
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Abstract

Many nowadays systems, namely embedded, are insisted to satisfy high
specification requirements, which often depend on physical features of real
world. Formal verification showed to be convenient method to guarantee
specifications fulfillment in complex systems.

Formal verification checks mathematical model of a system exactly; one
of used approaches is e.g. Problem arises when one needs to use another
means of modelling—differential equations ), which describe physical
features natively.

Goal of this paper is to prove a concept which combines [SAT] with [ODEE
and can be used e.g. to formally verify models of embedded systems. Such
solvers already exist (e.g. dReal), but their usage in industry is limited due
to their preference of accuracy over speed in[ODEg. The objective was to apply
classic numerical methods for solving [ODEE, which are less accurate, but faster.

This work includes prototype implementation named (SMTHODE
Solver]), which combines (extension of [SAT)) with [ODEk. [SMT]and [ODE

solvers are both independent of rest components. Used solvers are odeint and
from solvers and z3.

The major observations are that using classic numerical methods fastens
overall computation, and that computation time of tasks with precise initial
values is much smaller than at tasks with intervals ( And intervals
can be effectively approximated by value enumerations in logical sum. These
observations approve our chosen concept and were verified in some examples,
where our procedure was faster than in current solver dReal.

Thus the goal of a more appropriate method for industry needs, in the field
of formal verification with [ODEE, has been reached. This work is assumed
to serve as a source of inspiration to industry tools’ designers. Or, it can be
developing and improving henceforth inside the current open-source project.

Keywords [SAT| [SMT] [SMT}LIB, numerical methods for [ODEE, formal

verification, embedded systems, hybrid systems model analysis
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Uvod

Vétsina vefejnosti, a nejen té laické, si z informac¢nich technologii jako prvni
vybavi stolni pocitace, notebooky ¢i mobily. Dnesni mobilni telefony jsou
specifické tim, zZe jejich funkce souvisi s vnéjsimi podnéty z realného svéta: ko-
munikuji pres riznd bezdratova pripojeni, porizuji zvukové i obrazové zaznamy,
ovladaji se dotykovou obrazovkou, atd. To vSechno znamend interakci s fy-
zikalnim svétem pomoci riznych snimaca a akénich ¢lend. Existuje vsak odvétvi
zalizeni, které se napr. od mobild lis{ v jedné naprosto zasadni specifikaci. Jsou
to bezpecnostné kritické systémy realného c¢asu, jejichz hlavni rozdil tkvi v tom,
ze dané akce, které zavisi na vnéjsich podnétech, musi byt bezpodminecné
vykondny v rdmci daného ¢asového intervalu. Jakmile se to nestane (af uZ
opozdéné nebo vibec), dojde k néjaké katastrofé, jejiz nasledky budou drahé
(finanéni prostfedky, ale i lidské zivoty). Pokud se jedinci opozdi p¥ijem mo-
bilniho hovoru, bude ho to jisté mrzet méné (alespon to predpokladejme), nez
kdyz se opozdi reakce na sesldpnuti brzdového pedalu. Je tedy nutné zavést
urcité garance. Typickym prikladem takovych systémi jsou napt. dopravni
prostiedky (letadla, tramvaje), prumyslovd zafizeni (robotické stroje) a obecné
vestavné systémy. S rostoucimi pozadavky na tyto systémy zavratné roste pocet
riznych stavi, ve kterych se mohou nachézet, a které také chceme rozlisovat
na pripustné a nepripustné. Jak lze ale uchopit takto komplexni problémy,
které jesté musi spliovat ¢asové pozadavky? Jak specifikace garantovat?

Takové systémy uz lidstvo pouzivd mnoho desitek let, presto je téma této
prace aktudlni. Je to zpusobeno tim, ze do urcité doby stacilo tyto systémy jen
simulovat, tj. vygenerovat reprezentativni sadu vstupnich dat a kontrolovat
vystupy, zda odpovidaji zadani. Tento postup se nazyva funkcni verifikace. To
narazi na potiz, ze u bezpecnostné kritickych aplikaci je zdhodno testovat témér
vSechny mozné pripustné vstupy. Vzhledem k tomu, ze mnozstvi kombinaci
ruznych vstupnich dat roste exponencialné s poc¢tem sledovanych specifikaci,
dosli nékteri vyvojari do bodu, kdy byl tento postup testovani jiz prilis dlouhy,
drahy a nespolehlivy. Tehdy se zacal pouzivat i jiny zpisob ovéreni spolehlivosti
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systémi, pomoci jejich modelu — matematického popisu, ktery zanedbava
nedilezita hlediska a soustfed{ se na funkce systému. Pro takovy zjednoduseny
model systému potom lze formélné (tj. exaktné, zcela presné) dokazat, zda
mohou ¢i nemohou nastat zakazané stavy. Tento postup se nazyva formdini
verifikace.

Ve své praci se zabyvam moznymi nédstroji slouzicimi k ovéreni takovych
modelu systému. Jednim z nejznameéjsich pristupu je aplikace problému splni-
telnosti Booleovské formule: (angl. |Boolean satisfiability problem)), v némz
lze napr. ovérit splnitelnost formule reprezentujici chovani vestavného systému.
Tento problém je podrobné prozkoumén a v praxi ¢asto pouzivan. Presto, ze se
jednd o [NPHiplny problém, jsou jeho dnesni fesice velmi efektivni. Tyto Fesice
jsou ale relativné limitujici v tom smyslu, ze povoluji pouze proménné Boole-
ovského typu. V minulém desetileti zapocal fenomén zobecnéného problému,
ktery operuje i s dal$imi typy proménnych, zejména aritmetickych: (angl.
[Satisfiability Modulo Theories) [1][2]. Vstupni formule tohoto problému maji
vetsi vyjadrovaci schopnost a jsou lépe uchopitelné pro navrhare, jelikoz zpra-
vidla umoznuji pouziti aritmetickych rovnic a nerovnic. Takovymi formulemi
lze popsat velké mnozstvi modelu systémt, presto jsou vSak v nékterych
pripadech stale nedostatecné. A téchto pripadu rozhodné neni maélo: jedné
se prave o pripady, kdy je nutné do modelu zahrnout fyzikalni, chemické aj.
jevy z redlného svéta, pro které je zcela prirozené, ze jsou popsany obycejngmi
diferencidlnimi rovnicemi (ODE], angl. [Ordinary differential equation]) [3][4],
které v obecném pripadé problém [SMT] neovlada.

Takovy nastroj by mél mnoho moznych uplatnéni, napr. ovéireni modelu
regulatori, které maji udrzovat danou veli¢inu ve stanovenych mezich; navrh
modelt popisujicich dynamiku néjakych téles tak, aby nedochézelo ke kolizim
s ostatnimi; experimentovani se specifikacemi spolehlivostnich modelt, atd.
Ukazkovy motivaén{ pifklad je uveden v piiloze [E]

Cil prace

SMT]|tesice [5][6] a Fesice diferencidlnich rovnic [7][8] jiz existuji, ale vétsinou jen
separatné. Existuji i fesice, které jiz obé domény kombinuji (napf. dReal [9]),
nicméné zatim se jevi jako tézko uplatnitelné v praxi, protoze jsou prilis
pomalé. Pri¢inou je to, ze pouzivaji intervalovou aritmetiku, ¢imz kladou diraz
na presnost a umoznuji garanci maximalni chyby. Tento pristup se tyka strany
[ODE] resice.

Mym tkolem bylo ovétit odlisny ptistup v Feseni [ODE| pomoci klasickych
numerickych metod [10], které neposkytuji exaktni garance chyb a mohou
byt méné presné. Tyto metody pracuji s lohami, které maji presné vstupni
podminky . Od tohoto postupu se o¢ekdvalo, ze bude mnohem rychlejsi,
a tedy i lépe pouzitelny v praxi. Soucasti prace je prototyp nastroje, ktery
implementuje avizované postupy, pro ucely ovéreni zvoleného konceptu.



Pozadavky zadani

Vysledky. Navrzeny koncept se podarilo potvrdit. Nejvétsi rozdil byl pozo-
rovan obecné mezi tlohami @ a ulohami s intervaly (, a to bez ohledu
na pouzity resic. Ulohy @ se ukazaly jako mnohem snazsi pro vypocet, a jak
nas resic, tak resi¢ dReal, tyto tlohy pocital relativné rychle.

V prikladech, kde tomu nebranila nase nedostatec¢nd implementace, si
poc¢inalo nase feSeni rychleji, nez resi¢ dReal. Konkrétné se jednalo napf.
o modelovy priklad elektrického oscilatoru, jehoz zmény diskrétniho stavu
zavisi pouze na Case, v némz nase nejlepsi testovana konfigurace dosahla témeér
pétindsobné kratsitho ¢asu. Tim se potvrdilo, Ze je zvoleny koncept pro [ODE]
resic efektivnéjsi.

ﬁspéchu jsme doséhli i presto, ze se zatim jednd pouze o prototypovou
implementaci, zatimco dReal pochézi z diserta¢ni prace na Carnegie Mellon
University pod vedenim Edmund M. Clarka (nositel Turingovy ceny) a je jiz
nékolik let ve vyvoji.

Pozadavky zadani
Zadan{ pozaduje propojeni existujicich [SMT] a [ODE] fesi¢a a s tim souvisejici
ukoly:

e provést potFebnou resersi (viz. dale),

e navrhnout spoleéné rozhran{ a vstupni jazyk pro [SMT]i[ODE] na zékladé

[SMT}-LIB standardu [I1],

e pripojit [ODE] fesi¢ pouzivajici klasické numerické metody,

e navrhnout ridici algoritmus,

e implementovat navrh,

e srovnat vykonnost navrieného konceptu s existujicim fesicem dReal a
dosdhnout pokud mozno vétsi vykonnosti.

Reserse. Zadani vyzadovalo seznameni se s uvedenymi problémy a exis-
tujicimi nastroji:
e teoretické podklady problému [SAT] [SMT]|a [ODE],

e obecné moznosti feseni problémii,

e reserSe samostatnych [SAT] ¢i [SMT] fesica a analyza jejich pouziti,

e studovani [SMT}LIB standardu,

e reserse [ODE] fesict, které pouzivaji klasické numerické metody, a analyza
jejich pouziti,

e sezndmeni se se stavajicimi Fesi¢i kombinujicimi [SAT] a [ODE] které ale
pouzivaji pomalou intervalovou aritmetiku,

Vewve

algoritmu.
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Struktura a navaznost

Predpoklddanym postupem prace bylo vhodné zvolit oba jednotlivé existujici
resice, definovat spole¢ny vstupni jazyk, implementovat resice ¢i jejich adaptéry
s riznymi modely systémt a vysledky porovnat se stavajicim fesicem dReal.
Mou osobni motivaci k tématu bylo zejména mé zalibeni v resi¢ich, se
kterymi jsem v minulosti redlné pracoval, a obecné ve formalni verifikaci.
Text této prace postupuje od teoretickych podkladi pres rozbor moznych
reSeni formulovanych problémt, navrh a nasledné realizaci zvoleného reseni,
a konci experimentalni casti, ktera se zabyva konkrétnimi priklady modela,
mérenim vykonnosti a srovnanim nastroje s resicem dReal. Zvidavému ¢tenéri
by nemélo uniknout mnozstvi priloh obsahujicich pridavné informace a priklady.



KAPITOLA 1

V4 N 7

Teoreticka cast

V této kapitole se zabyvam teoretickymi podklady problému spjatymi s touto
praci. Pojmy neuvadim zcela presné, spise ddvam pTednost srozumitelnosti.
Tato prace klade vétsi diraz na praktickou ¢ast.

1.1 Formulace problémi

Tato sekce popisuje konkrétni problémy a jejich varianty, kterymi se v této
praci zabyvam. Moznosti jejich feSeni jsou uvedeny az v nasledujici kapitole.

1.1.1 Problém splnitelnosti:

Problém splnitelnosti Booleovské formule je zédkladnim problémem ze t¥idy
INPlapIngch problémil] v oboru teorie slozitosti. Jednd se o iroce studovany
problém implementovany v fadé velmi efektivnich specializovanych fesic, které
jsou vyuzivany v ruznych aplikacich, diky moznosti prevoditelnosti. Prestoze
se jednd o tézky problém, i rozséhlé praktické instance (napf. se stovkami tisic
proménnych) je mozné fesit rychle, nebot vyskyt instanci s témi nejobtizngjsimi
kombinacemi je v praxi nepravdépodobny.

je definovan jako tiloha nalezeni ohodnoceni Booleovskych proménnych
y ve formuli F' v Booleové algebre, tj.

Jy: F(y)=1 (1.1)

Vystupem je bud nalezené ohodnoceni y, nebo (typicky) unsat v piipadé, ze
formule neni splnitelnd.

Zékladni verze obsahuje existen¢ni kvantifikitor 3. Pokud je pouzit obecny
kvantifikator V, jedna se o problém tautologie, ktery je coﬁplny (doplnék
k ﬁplnému). Pokud je povolena kombinace obou kvantifikatort, hovorime

U tohoto problému bylo jako u prvniho prokazano, Ze na néj lze v polynomidlnim
Case prevést jakoukoli tlohu ze t¥idy [12].
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1. TEORETICKA CAST

o problému kvantifikované Booleovské proménné (angl. a dostavame se
o tridu slozitosti vyse.

Existuji i optimalizacni varianty tohoto problému, ¢asto ve formé vazené
splnitelnosti, kde proménné nebo klauzule maji pritazeny védhy a tkolem je
nalézt feSeni s maximalni vahou proménnych ¢i klauzuli, které jsou ¢i nejsou
splnény, apod.

[Bounded Model Checking] (BMC]) (omezené ovéreni modelu) je jedna
z hlavnich aplikaci [SAT] problému, které slouzi k automatizované formalni
verifikaci systému reprezentovaného prechodovym systémem [I3]. Hlavnim cilem
je dokazani spravnosti modelu, tj. zda neni mozné dospét do zakazanych stavi.
K 1celam specifikace takovych prechodovych systému lze pouzit temporalni
logiku, vétsinou [LTL] nebo [CTL

Zékladni myslenka techniky [BMC] spo¢ivé v symbolickém nalezeni pro-
tipiikladu, ktery ma omezenou délku, vuci zkoumané formuli ze specifikaci.
Vyuzivé [SAT] fesi¢e — nalezen{ ohodnocen{ proménnych znamena nalezeni
protipifkladu, neboli poruseni specifikaci. Opaény piipad je obtiznéjsi, nebot te-
prve projiti cest pokryvajicich vsechny dosazitelné stavy dokazuje, ze zakazané
stavy nemohou nastat, coz muze vyzadovat prohledani obrovského stavového
prostoru. Algoritmus se tedy opakuje se zvysujici délkou zkoumanych cest
dokud neni nalezen protipriklad, nebo dokud neni dosazeno maximalni meze.

Alternativni{ pouziti [ BMC]| spo¢ivd ve zkouméni{ negované formule — potom
nalezeni protiprikladu omezené délky naopak znamend, Ze formule je vzdy
splnéna.

1.1.2 [Satisfiability Modulo Theories| (SMT))

Jednd se o rozsiteni problému [SAT] o dals{ domény nez je Booleova algebra, tzn.
dokéze operovat i s proménnymi, jejichz definicni obor je rozsidhlejsi nez jen
{0, 1}, nemusi byt dokonce ani koneéngﬂ (napf. v nasem pripadé kombinovani
s jsou typickou doménou redlna ¢isla). Stéle je hlavnim zajmem ovéfovani
splnitelnosti vstupnich formuli.

Klicovym pojmem v je teorie, kterd je zodpovédnd za definovani
funkei a pravidel nad jejimi prvky. Specidlnim pripadem teorie je téz teorie
Booleovy algebry, kterd byva v [SMT] fesi¢ich implementovana jako teorie
zakladni.

Hlavn{ motivaci [SMT] oproti [SAT] je vyuziti aritmetickych funkef a pravidel,
které zlepsuji vyjadfovaci schopnosti daného jazyka. Reseni muze byt
také efektivnéjsi, nez kdyby byla formule celd zakédovéna do [SAT] Slozitost
rozhodovani [SMT]|se ale dramaticky lisi s ohledem na zvolenou teorii: muze
byt i polynomiélni, ale i horsi nez exponencialni [14].

2Zatim se bavime o matematickém modelu, v koneéném disledku jsou viak domény
v implementacich vzdy konec¢né, protoze pocitace maji omezenou velikost. Univerzum vsak

neni v M podstatné.
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1.1. Formulace problému

1.1.2.1 Teorie

Teorie prvniho tadu (angl. First-order theory) je vyjadiena v predikdtové logice
prvniho fédlﬁ. Teorie definuje kone¢né mnoho pravidel nad abstraktnimi prvky,
tj. aniz by definovala jejich univerzum; postup je opatny — pripustné prvky
jsou urceny vyhradné jako disledek pravidel teorie.

(Predikétova) logika prvniho ¥adu (angl. [First-order logid, [FOI]). Hlavn{
rozdil oproti Booleové algebre (resp. vyrokové logice) je ten, ze termy formuli
mohou byt hodnoty libovolné domény [14].

Formule [FOT] se sklddaji z proménnych a konstant, predikatu, funkef,
logickych operaci a kvantifikdtorti. Termy jsou konstanty, proménné a funkce.
Predikaty jsou funkce, které nabyvaji jen logickych hodnot. Literdl je logicka
proménna ¢i konstanta, predikat, nebo jejich negace.

Interpretace formule prifazuje elementy, funkce a predikaty nad néjakou
konkrétni doménou symbolim konstant ¢i proménnych, funkci a predikata
formule. Formule je nazyvana jako splnitelnd, pokud existuje interpretace, v niz
je formule vyhodnocena jako pravdiva. Splnitelnost je primarnim rozhodovacim
problémem ve [FOT]

Formélni jazyk [FOL] je definovédn jako mnozina spravné formovanych
formuli, které jsou splnitelné. Jazyk je rozhodnutelny, pokud existuje konecny
algoritmus, ktery korektné rozhoduje, zda libovolné slovo patti ¢i nepatii do
jazyka.

[FOL] obecné neni rozhodnutelnd, nékteré teorie viak ano. Dulezité u teorii
(¢i alespon nékterych jejich podmnozin) je zejména to, aby byly rozhodnutelné
efektivné, a ne nutné obecné, ale v praktickych pripadech. Diky rozhodnutelnosti
lze pak formule automatizované analyzovat.

Definice. Teorie je definovana znacenim a mnozinou axiomu. Znaceni je
mnozina symbolt konstant, funkci a predikatt bez konkrétniho vyznamu.
Axiom je uzaviena [FOL] formule obsahujici pouze prvky ze znaceni teorie.
Formule teorie mohou proti axiomum navic obsahovat proménné, logické
operace a kvantifikdatory.

Fragment teorie je jeji podmnozina pripustnych formuli. éastym fragmen-
tem teorii je fragment bez kvantiﬁkétorfﬁ. Fragmenty jsou uzite¢né zejména
v pripadech, kdy jsou lépe rozhodnutelné. Obecné lze Tici, Ze ¢im limitovanéjsi
teorie je, tim m4 blize k rozhodnutelnosti’}

3Vyssi fady povoluji predikéty uvniti predikéti & funkef apod.
4Tyto formule vSak stale implicitné obsahuji univerzalni kvantifikdtory pro vsechny
proménné.
FOL| je téz teorie, ale nijak limitovand — bez axiomi.



1. TEORETICKA CAST

Soucasti kazdé formule teorie jsou implicitné také vSechny jeji axiomy. Proto
je nutné vzdy uvést, jaka teorie ma byt pouzita. Priklady teorii jsou teorie
celych ¢i redlnych ¢isel a teorie ruznych datovych struktur (pole, seznam, bitovy
vektor, fronta, hash tabulka, ...) apod. Zékladni ptiklady jsou rozvedeny déle
podle [14].

Teorie rovnosti. Kromé symboli konstant, funkci a predikati obsahuje jen
jediny interpretovany bindrni predikat =, jehoz chovani je definovano axiomy:
1. Reflexivita: Vr : x = x
2. Symetrie:Vx,y: c=y=>y==x
3. Tranzitivita: Vx,y,z: c=y Ny=z=>x =2
4. Funkcni kongruence: Ve, y: Vi=1,...,n: z; =y;) = f(x) = f(y)
pro vsechna kladnd prirozena ¢isla n a n-arni funkce f.
5. Predikdtovd kongruence: Ve,y: (Vi=1,....,n: z; =1y;) = p(x) < p(y)
pro vsechna kladnd prirozend ¢isla n a n-arni predikaty p.

Teorie rovnosti je nerozhodnutelnd stejné jako [FOIL] protoze povoluje
vSechna znaceni (obsahujici =). Nicméné, fragment bez kvantifikidtoru uz je
efektivné rozhodnutelny.

Teorie celych éisel. Existuji tii zdkladni teorie celych c¢isel:
Peanova aritmetika mé znaceni {0, 1,+,-,=} (0,1 jsou konstanty; +, -
bindrni funkce; a = bindrni predikét) a nasledujici axiomy:
1. Vx: =(z+1=0)
Ve,y: v+1l=y+l=z=y
FO) A (Vz: F(z) = F(z+ 1)) = Vz: F(x)
Ve: z4+0==x
Ve,y: o+ (y+1)=(x+y) +1
Ve: z-0=0
T Ve,y:z-(y+1)=z-y+uz
Tyto axiomy definuji s¢itani, ndsobeni a rovnost pfirozenych ¢isel a také indukci

(axiom [3)). Tato teorie bohuzel neni rozhodnutelna (ani bez kvantifikdtort; na
viné je operace nasobeni) a dokonce neni ani ﬁplnéﬂ

A

Presburgerova aritmetika vychézi z Peanovy, ale vynechava operaci
ndsobeni, a tedy i axiomy [6]a [7} Tato teorie je jiz rozhodnutelnd, a to dokonce
i s kvantifikatory. Operace od¢itani a nerovnosti je mozné modelovalﬂ a je
tedy mozné vyjadrit celou teorii celych ¢isel bez nasobeni.

5Tj. existuji v ni formule, které nelze dokézat.
"Od¢éitani prevedenim na druhou stranu rovnosti, a nerovnosti pfi¢tenim nové konstanty
do rovnosti.



1.1. Formulace problému

Teorie celych éisel ma stejné vyjadrovaci schopnosti jako Presburgerova
aritmetika, ale ma prirozenéjsi a privétivéjsi znaceni: obsahuje vsechna celd
¢isla jako konstanty, operaci od¢itani a predikaty nerovnosti. Také obsahuje
unarni funkce umoznujici pouzivat celo¢iselné nasobky proménnych.

Nadale budou pouzivany dva pojmy: linedrni, resp. nelinedrni teorie celych
¢isel jako teorie celych ¢isel bez nasobeni, resp. s nasobenim.

Teorie redlnych cisel. I zde se teorie déli na linedrni a nelinedrni s ohledem
na pouziti operace nasobeni.

Nelinearni teorie realnych cisel byva také oznacovana jednoduse jako
teorie redlnych ¢isel. M4 znaceni {0,1,+, —,-,=,>} a obsahuje komplexni
axiomatizaci zahrnujici vSechny axiomy:

1. télesa nad (+,-) (tj. axiomy Abelovské grupy nad (4) a okruhu nad (-)),

2. uplného usporiddani >,

3. usporadaného télesa (navic usporadanost s¢itani a nasobeni),

4. existence kvadratického kofene pro vsechny elementy,

5. existence alespon jednoho kotene vSech polynomt lichého stupné.

Tato teorie je rozhodnutelnd i s nasobenim, nicméné asymptoticka slozitost
rozhodovaci procedury je dvojnédsobné exponencialni.

Linearni teorie reilnych cisel, také oznacovana jako teorie raciondlnich
éise]lﬂ7 omezuje nelinedrni teorii redlnych ¢isel vyjmutim operace nésobeni a
s tim i axiomu pro nasobeni a existenci kofent; k tomu pridava axiom, Ze
neutralni prvek (0) je jedinym prvkem s kone¢nym radem v Abelovské grupé
nad (+); a axiom o délitelnosti prvka (kazdy prvek je sumou jiného prvku).
Horni asymptoticka slozitost se u této teorie sice nezménila, ale v pruméru je
tato teorie efektivné rozhodnutelna, zejména jeji fragment bez kvantifikdtoru.

Teorie mohou byt navzdjem kombinovdny (napr. teorie poli spole¢né s teorii
celych ¢isel) pii splnénych ur¢itych podminek, napf. jejich znaceni by méla byt,
az na vyjimku predikdtu =, disjunktni (jinak je nutné spole¢né symboly zavést
nové). Tato moznost je pomérné dulezitd, jinak by bylo zavadéni kombinace
teorii jako explicitni nové teorie komplikované.

1.1.3 |Ordinary differential equation| (ODE)

Diferencidlni rovnice je rovnice pro néjakou nezndmou funkci a obsahujici jeji
derivace, coz je bézné pro fyzikalni vztahy redlného svéta. Obycejnd diferencidlni
rovnice obsahuje derivace vztazené pouze k jediné nezdvislé promenné,
coz je zpravidla cas. Reseni tohoto specialniho ptripadu je obecné mnohem

8Duvod je ten, Ze kazd4 interpretace teorie, vzhledem k jejim axiomtim, je ekvivalentni
s pouzitim jak domény redlnych, tak racionalnich ¢isel.
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jednodussi, presto vsak stale neni obecné mozné nalézt analytické Teseni, a
proto se pouzivaji numerické metody [8][4].

Kromé omezen{ na [ODE]| ddle vymezuji nasledujici vlastnosti: diferencidlni
rovnice je proniho fa’duﬂ mé pevné poc¢ateéni podminky — |Initial value problem|
, a je ezplicitnm

Existuje nékolik moznych formulaci tohoto problému, zde je definovan
jako hledani feSeni soustavy rovnic n nezndmych funkci (s vyse uvedenymi
vlastnostmi):

y(t) = f(t,y(t)

y(to) = yo
kde t € R je nezdvislda proménnd a R je mnozina redlnych cisel; Vi =1,...,n:
y' €y : R — R je neznamé diferencovatelné funkce ¢, ¢° € 9 je derivace 3
podle ¢, a fi € f: R"" — R je funkce Lipschitz-spojita v yEI; to € R je
pocateéni hodnota nezavislé proménné t, kterd spolecné s yg € R™ urcuje
pocatecni podminky. Pro jednoduchost nejsou uvazovany pripady, kdy néktera

funkce neni definovana na celé R.
Vztahy (1.2) lze prepsat do ekvivalentniho tvaru s integralem [3]:

(1.2)

y)=vo+ | () dr (1.3)

proto byvaji nékdy numerickd fesen{ [ODE]| nazyvény jako numerickd integrace.

1.2 Hybridni systémy

(Dynamicky) systém se nazyva hybridnim, pokud vykazuje jak diskrétni, tak
spojité zmény. Diskrétni zmény jsou charakterizovany skoky (angl. jumps),
spojité toky (angl. flows); tyto pojmy ale nebudou prilis pouzivany. Skoky jsou
obvykle popsény konecnym automatem, toky pomoci soustav [ODE]

Diskrétni systémy se pouzivaji pro jejich snadny navrh a analyzu; spojité
zejména proto, ze popisuji procesy z realného svéta (fyzikalni, chemické,
biologické, . .. ), jelikoz ¢as je spojity. VSechny digitdlni pocitace jsou diskrétnimi
systémy s omezenou presnosti, je na nich vSak mozné spojité jevy aproximovat.

Hybridni systémy museji interagovat s vnéjsim svétem, ¢asto v realném
Case. Jednd se tedy o reaktivni systémy. Obvyklymi pozadavky na tyto systémy
jsou (kromé jinych) spolehlivost a bezpeénostlﬂ Aby mohly byt tyto vlastnosti
do vysoké miry zaruceny, je nutné vyuzit matematicky aparat.

9Rovnice obsahuje pouze prvni derivace, coz vsak neni omezujici, nebof kazda rovnice
vyssich ¥ddu l1ze prepsat na soustavu rovnic prvniho fadu [I5][3].

Derivace funkce je fesena explicitné, tj. nevyskytuje se jako argument jiné funkce.

HPento piedpoklad podle Picard-Lindeléfova teorému zaruéuje, ze feseni takové
existuje pravé jedno; viz. [3].

12V tomto p¥{padé je minéna bezpeénost z hlediska spolehlivého selhéni neohrozujici
majetek ¢i lidi (angl. safety). Bezpeénost ve vyznamu zabezpeceni viéi neautorizovanému
pristupu (angl. security) je ¢asto také dulezita.
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1.2. Hybridni systémy

x> T7

Obrézek 1.1: Ukéazka hybridniho automatu modelu termostatu

x znaci teplotu.

Hybridni automat. Hybridni systém lze jako celek matematicky modelovat
jako hybridni automat. Stav hybridniho automatu je definovan diskrétnim
fidicim modem a spojitymi promennymsi. Diskrétni zména stavu odpovida skoku
(v kone¢ném automatu), spojitd zména pak toku (pribéhu . Médy mohou
mit také definovany invarianty. Jednoducha ukézka hybridniho automatu je
uvedena na obrazku (1.1)).

Déle budou v textu preferovany pojmy diskrétni stav pred médem a spojity
stav pred (spojitymi) proménnymi.

Analyza hybridniho systému pak spoc¢iva v rozhodovani o mnoziné stavi,
zda je dosazitelnd ¢i naopak a za jakych podminek.

Existuje nékolik nastroji analyzujicich hybridni systémy modelované jako
hybridn{ automaty, ale vétsinou nejsou zalozeny na problému [SAT]

Obé domény samostatné se dnes pouzivaji standardné pro modelovani
systému a jejich analyzu; k tomu jsou hojné vyuzivany [SAT] ¢i [SMT] fesice
pro diskrétni a fesice pro spojité systémy (a nebo i jiné postupy). Vyzvou
této prace je ovérit koncept, ktery obé domény kombinuje a soucasné vyuziva
ndstroju vychézejicich z fenoménu problému [SAT]| a pouzivd klasické numerické
metody pro Feseni [ODE]
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KAPITOLA 2

Moznosti reseni problematiky

V této kapitole rozebirdm moznosti reseni problémt uvedenych v kapitole [1] a
provadim resSersi existujicich Tesicti. V této kapitole rovnéz nezabihdm prilis
do detailt.

Uvedené Tesice jsou jak izolované (jen ¢i|ODE)), tak hybridni (kombi-
nuji oba problémy), ale s odlisSnym typem fesice, nez na jaky jsme cilili.
Pro tplnost také uvadim sekci ohledné feseni problému [SAT]

2.1 Fesice

A¢ zde uvadim tuto kategorii fesi¢il, pouzival jsem je jen nepfimo, nebot jsou
soucasti [SMT] resica.
7 dtuvodi implementacnich a konvence je vétsinou vstup do resict uvadén
v konjunktivni normalni formé (angl. , neboli jako konjunkce klauzuli, kde
klauzule je disjunkce literdlt. Standardné se pouziva [DIMACSHCNE] formét.
Vétsina dnesnich [SAT] Fesic¢tu vyuzivd v zdkladu algoritmus [Davis—Putnam-
[Logemann-—Loveland| (DPLL)), ktery pouziva nékolik hlavnich operaci [1]:

e zakladni simplifikace klauzuli,

o substituce — pritazeni hodnoty proménné,

e propagace — aplikace deduktivnich pravidel, zejména pravidla jednotkové
klauzul

e ndvrat — navraceni do néjakého predchoziho bodu substituce pri nalezeni
konfliktnich ohodnoceni.
Kazdy lepsi fesi¢ také implementuje néjakou formu uceni, které spociva
v pridavani dalsich klauzuli na zédkladé pribézné nachazenych konflikti.

BKlauzule s jedinym literdlem vynucuje jednoznaéné ohodnoceni této proménné, aby
mohla byt celd @ formule splnéna.
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2. MOZNOSTI RESEN{ PROBLEMATIKY

Znamymi feéiéi jsou napr-. Min [16}@ Pic a CryptoMin
Priklady pouziti [SAT] fesi¢u jsou:
e [Bounded Model Checking| (BMC]),
e funkéni testovani obvodu:
logicky obvod s injektovanou poruchou je preveden do Booleovské formule
a je ovérena jeji splnitelnost,

e statickd analyza kédu programu,

e planovani a grafové problémy
a mnoho dalsich. Obecné se vSak vétsinou jednd o néjakou formu formalni
verifikace.

2.2 ReSeni |SMT problému

Jak uz bylo zminéno v sekci zdsadni vliv na vypoctet m4 teorie pouziti
ve vstupni formuli. [SMT] fesice typicky ovladaji jen nékteré teorie a jejich
fragmenty, nebo nékteré rozhoduji jen s omezenou efektivitou.

Resi¢ m4 za tikol nalézt splnujici ohodnoceni pro vSechny termy vstupni
formule, které se nazyva model. Vystupem pak je zpravidla sat a (volitelné) mo-
del. Pokud formule neni splnitelna, fesice vétsinou umoznuji vygenerovat dukaz
jako certifikat dokladajici nesplnitelnost. Vystupem pak je zpravidla unsat
a (volitelné) dikaz. Také se muze stat, ze o splnitelnosti vstupu neni mozné
rozhodnout (napf. pokud resi¢ nemé implementovany vSechny funkcionality
nutné pro dany vstup). Vystupem pak muze byt napf. unknown.

Existuji dva zdkladni pristupy k feseni problému: pilng (angl. eager)
a ling (angl. lazy), nebo i jejich kombinace [17].

Pilny pristup soustfed{ vétSinu vypoctl do externiho feSice tak, Ze se
snazi v jediném kroku celou formuli zakédovat do formule (napf.
celd ¢isla pomoci bita jako Booleovskych proménnych).

Do [SAT] fesice jsou kédovany také axiomy teorie, coz mize potencialng
problém vytesit rychle. Slabinou této metody je hrozba exploze velikosti
prelozené formule [17].

Vykonnost tohoto postupu je kriticky zavisld na pouzitém [SAT] feSici.
Na druhou stranu je z hlediska rozhrani a vypoctu v podstaté nezavisly

Veve

pro teorii tvori ,,jen“ optimalizovany preklad formule, samotny vypocet uz ne.

Liny piistup spoc¢iva v pouZiti fesic¢e zalozeném na [DPLIJ] a T-TeSice
jako dvou vice ¢ méné spolupracujicich komponent (varianty online a of-
fline [17]), kde T je néjaka teorie.

MMin zvitézil ve vsech prumyslovych kategoriich v soutézi 2005 competition a

je Casto integrovan pro svuj minimalisticky a snadno rozsiritelny navrh.
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2.2. Regeni [SMT problému

Predikéty teorie (resp. omezeni, napt. linedrni nerovnice) jsou prekladény
T -fesicem na abstraktni Booleovské literdly, které je interni [SAT| fesi¢ schopen
pojmout. V piipadeé, Ze je takova formule splnitelnd (nutnd podminka), 7-
Tesi¢ je pouzit pro ovéreni vytvoreného modelu, zda je ohodnoceni predikatu
splnitelné i v dané teorii 7. Tento proces probihd opakované dokud neni
dosazeno konvergence [I]. Tedy, oba Fesice navzajem intenzivné komunikuji a
formovéani Booleovské formule probihé (typicky) inkrementélnﬂ s moznosti
navratu. V pripadé online varianty jsou oba TfeSi¢e vice propojeny a T-TeSi¢
vyuziva funkce [SAT]fesi¢e piimo.

T-fesi¢ musi byt navrzen specialné pro danou teorii 7, typicky ad hoc.

Dalsim hlediskem je, zda je [SMT] fesi¢ jako celek inkrementdini, ktery
umoznuje dynamické formovani vstupnich formuli a vicendsobné ovérovani
splnitelnosti nad rtiznymi kontexty. Neinkrementalni resi¢ pracuje jen nad je-
dinym statickym kontextem jakozto celym vstupem. Inkrementalni umoznuje
prubézné pridavat ¢i odebirat omezeni, ktera se typicky ukladaji do zdsobniku.
Ovéreni splnitelnosti pak lze provést kdykoliv nad obsahem vrcholu zasobniku.

fesice Casto pracuji nad kombinaci vice teoril kvili vétsi expresiviteé.
V takovém pripadé je z hlediska vykonu dilezité udrzovat teorie v hierarchii a
v kazdém kroku pouzit jen nezbytné nutnou troven [17].

2.2.1 [SMTILIB standard

[SMT}LIB je iniciativa zaloZend pro tcely rozvoje vyzkumu a vyvoje [SMT]|fesict,
jejiz nejvyznamnéjsi ¢innosti je standardizace teorii a vstupné-vystupniho
jazyka pro fesice [II]. S tim souvisi udrzovani komunity vyvojaiu a souboru
standardizovanych vykonnostnich dloh (benchmarkt), ve kterych jednotlivé
tymy soutézi napt. v rdmci [SMT} COMP, podobné jako tomu je u komunity
SAT] resica.

[SMTLLIB jako teorie oznacuje teorie v zdkladnim znén{ bez dalsich omezen.
Pro konkrétni fragment teorie, ve kterém je dana vstupni formule vyjadfena,
se pouziva termin logika. Tyto logiky se pak navzdjem kombinuji ¢i se redukuji
jejich restrikce. Z pohledu fesice (konformniho s timto standardem) se operuje
pouze s logikami; teorie slouzi pouze jako teoreticky zdklad.

Pro odliseni prvkia pochéazejicich z riznych teorii se pouzivaji druhy prvki
(angl. sort), které pripominaji datové typy programovacich jazyki. Proménné
ve formuli jsou oznacovany jako konstantylﬂ pojmy term a predikit nejsou
pouziviany — vSechny konstrukty formule [FOL] jsou vyjadfeny pomoci konstant
a funkci, které jsou pripadné logického druhu.

Momentalné existuje verze 2 standardu, ktera definuje hierarchii dil¢ich
logik, z divodu moznosti aplikace efektivnéjsich vypocti pro jednodussi formule,

15To také umoziuje dynamicky pfiddvat a odebirat formule s omezenimi.
16Proménnd by mohla vyvoldvat dojem, Ze lze do proménnych, podobné jako v programo-
vacich jazycich, dynamicky prifazovat hodnoty, coz nelze.
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2. MOZNOSTI RESEN{ PROBLEMATIKY

a protoze pak lze v ramci izolovanych logik efektivnéji srovnavat resice navzajem.
Logiky povoluji jen nékteré druhy konstant a funkei (podle pouzitych teorii) a
pripadné povoluji i definici volnych druhi.

Nazvoslovi logik. Standard definuje konvence pro pojmenovani jednotlivych
logik podle pouzitych teorii, napt.:

e BV (bit vectors) — teorie bitovych vektoru omezené sitky,

e IA (integer arithmetic) — teorie celych ¢isel,

e RA (reals arithmetic) — teorie redlnych ¢isel,

e TRA — kombinace IA a RA,
a jejich fragmentt jako predpony:

1. QF_ (quantifier-free) — fragment bez kvantifikdtor,

2. UF (uninterpreted functions) — fragment povolujici pouziti volnych druhu
prvki a neinterpretovanych funkei,

3. L, resp. N (linear, resp. non-linear) — linedrni, resp. nelinearni fragment
aritmetické logiky.

Pifklady nékterych logik: BV, UF, QF_LRA, QF_UFNRA, UFNIA, ...

Zékladni piikazy jazyka jsou deklarace ¢i definice konstant a funkci, novych
druht, a pridavani formuli do aserci, neboli podminek, které musi byt splnény.
Ovéreni splnitelnosti pak spocivd v hleddni ohodnoceni vsech konstant a funkci

Jazyk lze pouzit i pro inkrementalni fesice, pro které lze vyuzit operaci
pridavani a odebirani aserci ze zasobniku. Ovéfeni splnitelnosti pak vzdy
probiha nad vrcholem zasobniku.

Zakladni vlastnosti standardu verze 2 uvadi napft. tento tutorial [I8]. Po-
drobny popis [SMT}LIB standardu verze 2.6 je k nalezeni v referenénim doku-
mentu [19].

2.2.2 FeSice

Pouziti feSict se do znaéné miry kryje se fesici, ¢asto je nahradily,
resp. rozsitily. Uvddim jen malé mnozstvi fesicli, v porovnani s celkovym
poctem.

je inkrementalni fesi¢ [20][6] s otevienymi zdrojovymi kddy,
ktery je navrzen pro snadné rozsirovani a poskytuje rozhrani v C++ a také
rozhrani textové pres vstupni jazyk, tzn. ze ndstroj lze pouzit jak jako knihovnu,
tak samostatné, tj. jako cernou skrinku (angl. black box). Jedna se o pomérné
rozsdhly projekt.
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2.2. Regeni [SMT problému

[CVCH piijim4 vlastni vstupni jazyk, nebo standard [SMT}LIB verze 1 nebo
2. Podporuje fadu teorii (resp. logik): ¢iselné aritmetiky, bit vektory, pole,
retézce. . . Podporuje také kvantifikatory a nelinedrni logiky.

Néstroj puvodné pouzival vlastni fesi¢, nyni pouzivd Min [6].
K fesen{ [SMT] pouzivé liny pristup zalozeny na algoritmu [DPLIJ

Resi¢ se celkové umistil na 1. pozici v mezinarodni soutézi COMP [21][22]
v roce 2015 a 2017.

OpenSMT]| (konkrétné jeho druhd verze) je inkrementalni[SMT|fesi¢ s otevienymi
zdrojovymi kédy napsanymi v jazyce C++, ktery podporuje standardni inicia-
tivu [SMT}LIB [23][5]. Je postaven nad Fesicem MinfSATR. Néstroj byl
implementovan s durazem na snadnou rozsifitelnost o nové T-Tesice, soucasné
vSak zustava efektivn ReSi¢ neni tak rozsahly, jako napf. , a jeho
nasazeni muze byt snazsi.

OpenSMT] pouziva liny pristup. Jeho architektura je dekomponovéna do t¥{
hlavnich bloku: preprocesor a[SAT|a T-Fesi¢. T-TeSice maji standardizované
rozhrani, které slouzi ke komunikaci se [SAT] feSi¢em a také vzdjemné, je-li
pouzita kombinace vice logik, a tedy T-fesicl. T-fesice lze také prizpisobovat
konkrétnim problémum, v pripadé ze je lze fesit efektivnéji nez v obecném
pripadé.

Resi¢ lze v aplikacich pouzivat také oddélend jako ¢ernou skiitiku, a to bud
prostrednictvim programového rozhrani , nebo zpracovanim formule jako
textového vstupu (napft. ve formatu LIB). Mné se vsak nepodarilo fesi¢
v textovém maédu uspokojivé pouzivat.

Resi¢ mj. podporuje logiky QF_LRA, QF_UFLRA a QF_BV (podle LIB
standardu). Bohuzel nepodporuje zddnou nelinedrni logiku.

z3  je dikazni nastroj pochazejici od Microsoft ®Research, nicméné ma oteviené
zdrojové kédy a je publikovan pod licenci [24][25]. Je napsan prevazné
v jazyce C++ a podporuje vétsinu rozsifenych [OS] V Microsoftu se pouziva
pro ucely softwarové analyzy a verifikace a generovani testu.

Nastroj prijimé nékolik vstupnich textovych formata, mj. vlastni forméat a
[SMT}LIB. Je mozné jej pouzit také jako knihovnu s programovym rozhranim
v nékolika jazycich (C++, Java, Python, ...).

z3 provadi pomérné dikladné predzpracovani vstupu a podle povahy vstupu
pouzivd ruzné néstroje. Ovlad4 oba ptistupy k FeSeni [SMT} pilny i liny,
a zvoli ten, ktery usoudi jako vhodnéjsi. Napr. v teorii bit vektoru byva
mnohdy vhodnéjsi pouzit pilny pristup, protoze zakédovani do Booleovskych
proménnych je snadné.

17V letech 2008 a 2009 byl ocenén v soutézi :SM Z|»COMP [21][22] jako nejrychlejsi volné
dostupny [SMT] fesi¢ ve étyfech logikdch ze SMTILIB. V pozdgjsich ro¢nicich se uz ale vysoko
neumistoval.
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2. MOZNOSTI RESEN{ PROBLEMATIKY

Kromé komponent 7T-fesi¢t déle nastroj pouziva [SAT]| fesi¢ zalozeny
na [DPLI] algoritmu a také samostatnou komponentu pro praci s kvanti-
fikatory [24].

2.3 Numerické metody Feseni

Tyto metody numericky aprozimuji prubéh [ODE] Obecné pouzivaji néjaky
krok, ktery urcuje vzdalenost mezi sousednimi pocitanymi body. Krok muze
byt fixni ¢ variabilni. Nékteré metody pouzivaji vice kroki, coz kromé
riznych vzdalenosti také znamend, ze hodnota bodi zavisi na vice nez jednom
predchozim bodu. Obecné plati, Ze ¢im mensi je zvoleny krok, tim je mensi
odchylka od exaktniho reseni, ale vzrista vypocetni slozitost.

Znaceni. t, je hodnota nezdvislé proménné ¢t v n-tém kroku; h, = tp+1 — tn
je vzdalenost mezi kroky v n-tém kroku (h pokud je délka konstantni);
Yn ~ y(tn); Jn ~ f(tnvyn)‘

O metodé je volné feceno, zZe je (ma presnost) rddu p, pokud jeji odchylka
aproximace od exaktniho feseni konverguje k O(h9®))

Metody feSeni [ODE]se déli na explicitni a implicitni. Explicitn{ metody
pocitaji kazdy bod explicitné pouze na zakladé dosud zjisténych hodnot, napt.

Ynt1l = Yn + hfn (2'1)

kdezto implicitni ziskdvaji kazdy bod implicitné z feseni rovnice, kterd obsahuje
i dosud nezndmé hodnoty, napft.

Ynt1 = Yn + hfntr (2.2)

Explicitni metody jsou casové efektivnéjsi, ale nehodi se pro feSeni rovnic
se silngm tlumenim (angl. stiff equations)ﬂ u kterych je vypocet nestabilni.
Implicitni metody jsou mnohem pomalejsi, ale obecné stabilnéjsi a pravé vhodné
pro tyto tézké rovnice [10]. Mira nestability se odviji od nutnosti nastavit co
nejmensi krok tak, aby byla odchylka od exaktniho feSeni prijatelna.
Zakladni metodou pro feseni [ODE] je Fulerova metoda, kterd ma jak
explicitni (vztah (2.1))), tak implicitn{ (vztah (2.2))) variantu, kde h miize a
nemusi byt konstantni. Metoda vychazi ze standardni deriva¢ni aproximace [27]:

i(t) ~ W (2.3)

18 Jedn4, se o intuitivni definici, pFesné definice ¥adu metody, lokélni a globélni chyby a
dalsich terminii nalezne ¢tenaf napt. zde [10].

19Pro rovnice se silnym tlumenim neexistuje presné definice. Jsou volné definovany jako
takové, kde je pro explicitni metody bud nutné nastavit velmi malou velikost kroku, nebo
je Teseni nestabilni, na rozdil od implicitnich metod, které mohou naopak byt stabilni
i pro jakoukoli zvolenou velikost kroku [10][26]. Tyto rovnice ¢asto obsahuji funkce s nékolika
casovymi skalami s rozdilnymi granularitami.
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2.3. Numerické metody feseni |(ODE

I
A

0 2 4

Obrazek 2.1: Ukazka numerické integrace Eulerovy funkce s délkou kroku 1

Cervend Cara znaci exaktni reseni, modra explicitni Eulerovu metodu, zelend
lichobéznikovou metodu.
Zdroj: Krishnavedala (CCP), Wikimedia Commons, [26].

neboli posunu po tecné ke kiivce funkce. Tato metoda je pomérné nepresna,
ale je snadno pochopitelnd a vét$ina numerickych metod z ni vychazi [10].

Existuji dvé zndmé rodiny metod pro numerické feseni [ODE} linedrni
vicekrokové metody a metody Runge—Kutta. Obé skupiny souhrnné nazyvam
klasickymi numerickymi metodami a jsou uvedeny v nésledujici podsekci. Jiz
existujici hybridni resi¢e vsak pouzivaji jiné metody nez tyto, pripadné jejich
nadstavby. Lisi se tim, Ze na rozdil od klasickych [ODE] fesi¢t garantuji rozsah
chyby aproximace, ale jsou piilis pomalé. Jejich princip je popsédn v dalsi
podsekci.

Na obrazku je znazornén priklad numerické integrace Eulerovy funkce.
Pouzité metody jsou popsany v nasledujicich podsekcich.

2.3.1 Klasické numerické metody
Pouziti téchto metod bylo hlavnim cilem této prace, nebof jsou rychlejsi nez
metody pouzité ve stavajicich hybridnich resicich.
Linearni vicekrokové i Runge-Kutta metody sdileji nékolik spole¢nych ryst:
e ie§i [[VP]|[ODE] prvniho fddu,
e pritbéh funkce pocitaji na zakladé jedné a vice predchozich hodnot,
e vyskytuji se v nich jak explicitni, tak implicitni metody,

e spada do nich Eulerova metoda,
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2. MOZNOSTI RESEN{ PROBLEMATIKY

e garantuji konvergenci aproximacni chyby ve vztahu k velikosti kroku h a
k fadu p [27], nikoliv vsak jeji pfesny rozsah,

e vystupem jsou pary (tn, yn)-

Obé skupiny spadaji do obecnych linedrnich metod jako specidlni pripady [10],
toto zobecnéni ale nebude v tomto dokumentu diskutovano.

2.3.1.1 Linearni vicekrokové metody

Jednd se o obvyklou variantu (obecnych) vicekrokovych metod. Vicekrokové
metody pri vypoctech vyuzivaji hodnoty nékolika predchozich kroki, které se
uchovavaji a mohou byt pouzity i vicekrat. Linedrni varianta pouzivé linedrni
kombinaci téchto hodnot [28]:

k k
> yng; =hY_ Bifnsi (2.4)
=0 =0

kde k je pocet zpétné sledovanych krokil, a; € R a 8; € R jsou konstanty,
pricemz ap # 0 a ag # 0V By # 0. Pro £ = 0 je metoda explicitni, jinak je
implicitni. Podle k£ je konkrétni metoda nazyvéna jako k-krokova.

Funkce f je vycislovana v pravidelné rozlozenych bodech (vyskytuje se
vzdy ve formé f,,), coz umoznuje zpétné pouzivani téchto hodnot pti vétsim
poctu krokt. Je to hlavni divod, proc¢ je pocet vyhodnoceni f obecné mensi,
nez u Runge-Kutta metod, které hodnoty predchozich mezikrokt nevyuzivaji.
Pokud je vyéisleni f naro¢né, pak vyznamné zdvisi na jejim poctu — v téchto
pripadech jsou tyto metody vétsinou efektivnéjsi nez metody Runge-Kutta
v ramci pozadované presnosti. Nevyhodou téchto metod vsak je, ze je nutné
prvnich k£ — 1 kroku spocitat jinou metodou (kromé poc¢atecnich podminek
nejsou znamy) [27].

Nasleduji priklady téchto metod podle [28] a [27].

Eulerova metoda (vztahy (2.1) a (2.2))). Ziskdme ji dosazenim k = 1, a3 = 1,
ag=—1a B =0, By =1 pro explicitni, resp. f1 = 1, g = 0 pro implicitni
variantu, do (2.4). Jedna se o jednokrokovou metodu radu p = 1.

LichobézZnikova metoda:

(fos1 + fn) (2.5)

Yn+1 — Yn =

N

k=1, a1=1, p=-1, f1 =00 = %) je implicitni a jednokrokovd metoda
radu p = 2. Metoda je ilustrovana na obrazku (2.2]).
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2.3. Numerické metody feseni |(ODE

yn+1
Yn

| | -
S

tn hn tn+1
Obréazek 2.2: Tlustrace kroku lichobéznikové metody

Cervend krivka znaé¢i exaktni reseni.

Adams—Bashforthovy metody jsou tvaru ap =1, ap_1 = -1, ap_o =
- = a9 = P = 0, a Vjx B jsou zvolena jednoznac¢né pomoci interpolace
polynomemm stupné ¢ funkei f v bodech ¢, g _1,...,t, tak,aby ¢+ 1 =p = k.
Spada sem tedy i explicitni Eulerova metoda (¢ =0, k = p = 1, vztah )
Priklady dalsich metod:

h
q=1,k:p:2iyn+2—yn+1=§( 3fn+1_ fn)
h
q=2,k =p=3: Ynit3z — Yni2 ZE( 23 fnt2 — 16 fr1 + 5fn)
h

=3,k =p=4: Ynta — Yn+3 = 5;(55fnt3 — 59fnt2 + 37fnt1 — 9fn)

24
Jsou to efektivni explicitni k-krokové metody, Casto pouzivané pro rovnice
bez silného tlumeni.

Adams—Moultonovy metody maji shodny tvar s Adams—Bashforthovymi
metodami s témi rozdily, ze jsou implicitni, tj. b #0, a ¢+ 1=p=k+1
s vyjimkou pro ¢ = 0, kde k£ =1 (implicitni Eulerova metoda, vztah )
Spada sem i lichobéznikova metoda (¢ = k = 1,p = 2, vztah )

Dalsi priklady:

h
gq=k =2, p=3: yn+2—yn+1zﬁ( 5fnt2 + 8fnt1 — fn)

h
q=k =3, p=4: Yni3 —Yni2 = ﬂ(gfnﬁ% +19fni12 = 5fni1 + fn)

20Jedn4 se o aproximaci pritbéhu funkce y pomoci polynomu P tak, aby y(z;) = P(x;)
Pro To, ..., Tn.
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2. MOZNOSTI RESEN{ PROBLEMATIKY

[Backward differentiation formulal (BDF]) jsou implicitni k-krokové me-
tody Casto pouzivané pro rovnice se silnym tlumenim pro jejich vlastnosti
stability (a¢ jen pro k < 6).

Jejich tvar je fBr—1 =... = By =0, ostatni koeficienty (55 a Va;) jsou
zvoleny tak, aby ¢ = p = k (opét pomoci interpolace, tentokrat ale pro funkce
y). Spada sem opét implicitni Eulerova metoda (¢ =k =p=1 E[)

Priklady:

q=k =p=2: 3Yn+2 — 4Yn+1+ Yn =2hfni2
g=k =p=3: 1ly,3 —18yni2 + Wnt1 — 2yn = 6hfry3

2.3.1.2 Runge—Kutta metody

Tyto iterativni metody vychazeji z aproximace pomoci rozvoje Taylorova poly-
nomu, které jsou ale pomalé z duvodu pozadavku na vypocet derivaci vyssich
fada [27]. Runge—Kutta metody toto obchdzi vicendsobnym vycislovanim funkee
f v nékolika bodech (mezikrocich) z intervalu [t,,, t,,+1]. Tim je dosazeno vyssich
rada presnosti p.

Presto se jedna o metodu jednokrokovou, kde kazdy krok sestava z nékolika
mezikroki, fdzi. Jedna se o to, ze hodnoty mezikrokt jsou obecné rtizné a
nemohou byt znovu vyuzivany tak, jak tomu je u vicekrokovych metod, obecné
totiz plati, ze po kazdém kroku Runge-Kutta metod jsou vSechny mezikroky
zapomenuty.

To miiZe ¢init potiZe, pokud je vyéisleni funkce f ndrocné, nebot je
nutné ji pocitat casto. Nicméné, tyto metody maji odlisSné vlastnosti stability
od vicekrokovych metod a jejich pouziti mize byt mnohdy vyhodnéjsi, zejména
u rovnic se silnym tlumenim. Dale tyto metody umoznuji lepsi pribézné rizeni
chyby aproximace ¢i adaptaci na ni a mohou byt pouzity jako zaklad Tesicu
s garanci rozsahu chyby [15].

Obecna s-fazovd Runge-Kutta metoda je definovana podle [27][15] vztahy

Ynt1 =Yn + 0 Y bik;

i=1
ki = f(tn + cih, 2;)
S.
- 2.6
Z; :yn—i—hZamkj ( )
j=1

i—1
=Y i
j=1

21Pro vztah (2.2) jakozto Adams-Moultonovy metody platilo ¢ = 0, tentokréat se viak
jednd o polynom na levé strané rovnosti (2.4)), tedy ¢ = 1.
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2.3. Numerické metody feseni |(ODE

kde Vb;, c;, a; j jsou konstanty plné charakterizujici konkrétni Runge-Kutta
metodu, usporadané do tzv. Butcherovy tabulky:

Cci|ayr ai2 -+ Qigs

C2 | az1 a2 -+ (25
(2.7)

Cs | As1 As2 - Qs

bl b2 . bs

Jejich hodnoty jsou hledany podle Taylorova rozvoje a podle pozadovaného
radu metody p. Neni zndm presny vztah pro p a s, ale obecné plati p < s.

Hodnota S; ve vztahu pro z; rozlisuje typ metody:

o cxplicitni: S; =1 —1,tj. V; ;1 < j: a;; = 0; c1 = 0; Vk; zavisi pouze na
kj;, j < i; Butcherova tabulka je v striktné dolnim trojihelnikovém tvaru
s nulovou diagondlou; z toho vyplyva z1 = yp, k1 = fn;

o implicitni: S; :==s; 3; ;1 < j: a;; #0.
Priklady Runge-Kutta metod:

Eulerova metoda (vztahy (2.1) a (2.2)) —s=p=1,b1=1aci =a;; =0
pro explicitni; ¢; = a1,1 = 1 pro implicitni metodu:

Yntl = Yn + hk
k = f(tn+h,yn+hk ) = f(tnr1, Yns1)
= Yn+1 = Yn + hfnJrl

Jejich Butcherovy tabulky:

Lichobéznikova metoda (vztah (2.5)) — s = p = 2, je implicitni.
Tabulka:
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2. MOZNOSTI RESEN{ PROBLEMATIKY

Klasickd Runge—Kutta metoda (RK4):

h
Yn+l = Yn T g(kl + 2ko + 2k3 + kyq)
k'l = fn

h h

h h

ky = f(tn +h,yn + hkd)

je explicitni metoda s parametry s = p = 4.
Tabulka:

—_ NN O

Q| O O NI
Wi O =
(SIS Y

o=

Existuji také adaptivni Runge-Kutta metody, které v kazdém kroku pocitaji
odhad chyby aproximace, podle niz se dynamicky méni délka kroku h,, (napf.
Dormand—Prince 5).

2.3.1.3 |ODE resice

Nasleduji Tesice, které nékteré z uvedenych klasickych metod implementuji.
Nejen z vykonnostnich divodi jsem zkoumal pouze FeSice napsané v jazyce C
¢i C++.

SUNDIALS| (SUite of Nonlinear and DIfferential/ALgebraic Equation Solq
werd) je nastroj napsan v jazyce [ANSI| C [29], ktery je mozné pouzivat jak
v sériovych, tak v paralelnich prostredich. ,, Jedna se o soubor pokrocilych
néastroju pro reseni rozsahlych problému, které mohou byt modelovany jako
systémy nelinedrnich algebraickych rovnic, nebo jako [[VP| v rovnicich [ODE]
nebo diferencidlnich algebraickych rovnicich (DAE]).“ [7]. Tomu odpovidaji
nastroje KINSOL, CVIODE| a IDA. Nés zajimaji jen [ODE] a tedy jen CVODE]
ktery byl prepsan z Fortranu do C, poc¢inaje uz rokem 1993.

Nastroje operuji s uzivatelsky definovatelnymi strukturami datovych vek-
tori, nad kterymi lze rovnéz definovat potiebné operace. Tyto struktury maji
standardizované programové rozhrani. Je mozné také pouzit vychozi podoby
datovych struktur s definovanymi operacemi nad sdilenym (napf.
¢i distribuovanym (vychozi je modelem paméti. Veskery (pripadny)

24



2.3. Numerické metody feseni |(ODE

paralelismus je obsazen vyhradné v ramci vektorovych operaci, a tudiz neni
rozliSovano mezi sériovym a paralelnim kédem aplikace.

CVIODE] implementuje linedrni vicekrokové metody. Pro tlohy bez silného
tlumeni pouzivda Adams—Moultonovy metody, pro tlohy se silnym tlumenim
pak [BDE] Tzn. Ze pouzivd vyhradné implicitn{ metody, tj. pomalejsi, ale
presnéjsi nez explicitni.

odeint je flexibilni C++ knihovna pro numerické fesent [30]. Je navrzena
v duchu sablonového meta-programovani — veskeré jeji numerické al-
goritmy jsou nezavislé na pouzitych datovych kontejnerech a jejich vzajemnych
operacich [§]. Lze tak napt. pracovat i s maticemi, ¢i s poli umisténymi v
Operace lze napr. predefinovat na operace (napf. s pouzitim .
Nasazeni tesice je diky flexibilité rychlé a snadné.

je specifické tim, ze programové rozhrani neni definovano ve zdro-
jovych kddech, ale pouzivaji se jen koncepty popsané v dokumentaci, pti jejichz
dodrzeni se generuje kod primo adaptovany na konkrétni datové typy. Jedné
se o tzv. staticky polymorfismus [8].

Knihovna je soucasti rodiny C++ knihoven Boost [31]. Obsahuje pouze
hlavickové soubory, coz prodluzuje délku prekladu, ale umoznuje efektivnéjsi
statickou optimalizaci.

Regic se zaméruje zejména na explicitni Runge-Kutta metody (napr. RK4 a
Dormand—Prince 5), lze vsak implementovat i jiné, napt. vicekrokové. Integrace
je provadéna po krocich formou in-place, dle predlozeného konceptu; vychozi
variantou je projiti vSech kroka az do koncové hodnoty nezavislé proménné .
Lze také prubézné ukladat odhad chyby, ktery je nutny pro adaptivni metody.

2.3.2 (Garantovand reseni

Tato Tfeseni vyuzivaji intervalovou am’tmetikﬂ coz umoznuje jednak spe-
cifikovat pocateéni podminky s néjakou nejistotou jakozto intervalovy roz-
sah (pak problém nazyvam jako Interval [15]), druhak obaleni
useku vysledku do intervalovych uzaveéru, tzn. ze meze odchylky aproximace
od exaktniho feseni jsou presné znamy. Takova reSeni se nazyvaji jako garanto-
vand (angl. guaranteed nebo validated) [I5]. Garance rozsahu feSeni a moznost
pouzit{ intervalt jsou klicovymi rozdily téchto metod od klasickych resi¢i [ODE]

ze sekce 22311

Znadeni. [t,] je interval [t,, tni1] délky hn; [yn] je uzavér [y™", y™me*] v bodé
+ n n

tn (tj. garantované meze feseni v t,); [§n] je uzavér [§7", §m%] pro celé [t,].

22Nejsou nadm zndmy metody s garantovanym rozsahem aproximaéni chyby zaloZzend
na jiném principu, nez je intervalovéa aritmetika.

23Nékteré zdroje tento problém formuluji jako @ s tim, Ze pocatecni podminky jsou
néjakymi mnozinami, véetné intervali. J& budulIlP'I v nasem pojeti a ]@striktné rozliSovat.
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2. MOZNOSTI RESEN{ PROBLEMATIKY

y(t)A

— -t
tn hn tn+1

Obrézek 2.3: Ukdzka podoby kroku garantovaného feseni [ODE] s intervalovymi
uzaveéry

Cely vypocet je rozdélen do kroki v bodech t,,. Priblizna grafickd podoba
kroku je zndzornéna na obrazku (2.3)). Je-li metoda jednokrokova, je jeji prubéh
nésledujici [15]:

1. v kazdém kroku se operuje nad intervalem [t,],

2. nejprve je hleddn volnéjsi uzaver [g,],
3. Vt € [t,] je garantovana existence Yy, € [yy], pricemz [y,] C [Jn],

4. délka h,, je nejvétsi mozna v souladu s garantovanym fesenim,

5. vypocet [Yn41]-
Vystupem jsou trojice (tn, [yn], [Un]) obsahujici uzavéry (namisto diskrétnich
hodnot).

Tyto metody pouzivaji interni [ODE] fesice stdvajicich hybridnich Fesi¢t,
které jsou uvedeny v nasledujici sekci.

2.4 Hybridni resice

Regice, které umf analyzovat modely hybridnich systém, jiz existuji, nicméné
nezachézi dobfe s praktickymi tlohami z redlného svéta. A to proto, Ze
pouzivaji fesi¢e pro [ODE] s intervalovou aritmetikou, kterd je zbyteéné pfesnd
a ve vysledku pomal4, nebot je exaktni ve smyslu zaruc¢eni rozsahu chyby
aproximace (viz. sekce [2.3.2)).

Nasim cilem bylo sestrojit resi¢, ktery nemusi byt tolik presny, ale dokaze
analyzovat modely i rozsahlych systému v inosné kratké dobé, a tim by byl
pouzitelny i v praxi, pouzitim klasickych numerickych metod (viz. sekce [2.3.1)).

Zkoumané hybridni fesice nam vsak poslouzily jako zdroj cennych informaci
pramenicich z kombinovani s [ODE] a také nés inspirovaly v ndvrhu
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2.4. Hybridni resice

vstupniho jazyka. S feSicem dReal budou také srovnany vysledky naseho
produktu.
Uvedené hybridni Fesice se zaméruji zejména na analyzu hybridnich systémi

formou [BMC] [32][33].

iISATHODE]| . kombinuje {SAT] ktery resi rozsdhlé Boolovské kombinace arit-
metickych omezeni, s rovnicemi [ODEf* [34][35].

K feSeni interné pouziva ndstroj VLP [36], ktery se nejprve po-
kousi dokazat, ze existuje jediné feseni problému, a poté hleda meze, do kterych
toto Teseni spada.

Podobné jako v nasem pripadé kombinuje oba nastroje oddélené, tj. oba
jsou samostatné pouzitelné na svou podmnozinu tloh.

Projekt nezvetejnil zdrojové kédy, pristupny je jen dynamicky linkovany
bindrni soubor s externimi zavislostmi a je stdle ve stadiu vyvoje. Tento soubor
se mi nepodaftilo spustit.

hydlogic byl vyvinut zejména z duvodu podpory nelineadrnich hybridnich
systémi, se kterymi autori uvadi, Ze mély tehdejsi néstroje (véetné
potize [32].

Interni inkrementalni fesi¢ pouzivéa liny piistup (viz. sekce ,
pricemz T-Tesi¢ implementuje mj. veskerou spojitou ¢ast vypoctu, tj. véetné
integrace. Jako jedna z komponent je vyuzivan fesic VNODE}LP [36].

Software tohoto nastroje jsem netestoval.

dReal je nastroj s otevienymi zdrojovymi kédy napsanymi v jazyce C+—+,
ktery rozhoduje, zda je vstupni formule nesplnitelnd (unsat), nebo d-splnitelna
(6-sat) [9][33][37]. Nesplnitelnost je rozhodnuta exaktné a volitelné dolozena
dikazem; -splnitelnost je numericky aproximovéana (resp. exaktné rozhodnuta
na zjednodusené formuli) s nejistotou § (raciondlni ¢islo).

Diskutuji jen 3. verzi nastroje, ve vyvoji je vSak jiz i 4. verze.

dReal je postaven nad nékterymi existujicimi nastroji, zejména Ope [23]
a MiniSAT] [16] a na strané diferencidlnich rovnic pak CAPD (viz. [33][38]),
ktery pocita intervalové uzévéry [ODE| dReal zpracovavé nelinedrni logiky
realnych cisel, zejména nad polynomy, trigonometrickymi ¢i exponencialnimi
funkcemi, rozsitené o [ODE]

Propojeni nastroja je v implementaci reSeno interné. Zaklad tvofi linearni
T-tesi¢ v OpenSMT] ktery je doplnén o nelinedrni logiku a [ODE] Konkrétné
rozsifuje logiku QF_LRA na QF_NRA (podle SMT}LIB standardu) a jesté o dife-
rencialni rovnice, nazvanou QF_NRA[ODEl Z hlediska jazyka spociva rozsifeni
v pfiddni nékolika mélo piikazi pro definice ODE] nastaveni invariant, propo-
jeni diskrétnich stavii s [ODE]|apod. Nad timto vstupem operuje fesi¢ pfimo a
ODE] ¢ast je soucasti T-resice. Tento vstupni jazyk [38] byl hlavnim zdrojem
nasi inspirace pri ndvrhu vlastniho vstupniho jazyka.

27



2. MOZNOSTI RESEN{ PROBLEMATIKY

Program také pouziva vlastni specifikacni jazyk, ze kterého se generuji
néstrojem dReach [SMT] formule pro tcely [BMC]se zvolenym poctem kroku.
Tento predstupen je 1épe lidsky ¢itelny a navic brani chybam vzniklym z ruc¢niho
vytvéareni rozsahlych formuli.

Néstroj také explicitné umoznuje efektivneéjsi kédovani paralelni kompozice
vice systémil pomoci novych prikazu ve vstupnim jazyce.

dReal poskytuje nékteré pridavné heuristiky vypoctu (napf. , které
jsem ale nezkoumal.

V projektu je zahrnuto nékolik vykonnostnich tloh ve vstupnich jazycich
dReal (jako specifikace i formule). Nékteré tlohy jsem pozdéji
pouzil pro srovnani s nasim konceptem. Nékteré slozitéjsi ulohy (viz. napf.
[33]) se pocitaji velmi dlouho, v fddu hodin a vyse.

Za zminku stoji, ze dReal (jeho puvodni verze) pochézi z diserta¢ni préice
na Carnegie Mellon University pod vedenim Edmund M. Clarka, ktery je
nositelem Turingovy ceny v roce 2007.
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KAPITOLA 3

Navrh zvoleného reseni

V této kapitole rozebiram teoreticky navrh feseni problému zvoleny pred vlastni
implementaci. Zatim neuvadim implementacni detaily a konkrétni pouzivané
nastroje a programovaci jazyky. Nejprve popisi specifikaci celého néstroje a
jeho vstupy (vstupni jazyk, v némz budou prijimény textové vstupy) a vystupy.
Nasledné uvedu softwarovy model celého feSice.

3.1 Specifikace nastroje

Néastroj mé fungovat jako fesSi¢ kombinace dvou problémii: problému
podle piistupt diskutovanych v sekci a problému numerického TeSeni
diferencidlnich rovnic s pouzitim klasickych numerickych metod, jak bylo
diskutovano v sekei [2.3.1] Tvar pocéteénich podminek neni omezen, avsak
neni-li mnozina podminek kone¢né (tj. napf. intervaly), doba vypocétu neni
definovana a zpravidla neterminuje. Intervaly vsak lze aproximovat vyctem
hodnot z intervalu.

Néstroj ma slouzit jako prototyp odlisného pristupu ke zkouméani hybridnich
modell systémiu nez dosavadni fesice uvedené v sekci Hlavnim ucelem prace
je srovndni s nékterym stavajicim feSicem z hlediska efektivity i jinych vlastnosti.
Neformalnim pozadavkem pak je, aby pro alespon nékterou podmnozinu tloh,
s niz$imi pozadavky na presnost, byl nas prototyp rychlejsi nez stavajici fesice,
a to i presto, ze by nebyl prilis optimalizovan, jelikoz nas pristup klade mensi
pozadavky na presnost a mél by byt vypocetné vyrazné méné narocny.

Nastroj bude prijimat jako vstup textovy soubor spadajici do nami spe-
cifikovaného vstupniho jazyka. Vystupem bude zejména priznak tspéchu a
volitelné také néjaka forma vyslednych dat. Vstupy a vystupy jsou podrobnéji
popsény ve vlastnich podsekcich.

Jednim z pripada uziti nastroje je m (viz. sekce , u kterého se
velikost vstupu a délka vypoctu odviji od zvoleného poctu kroku ovérovani
modelu. Kroky jsou v tomto pripadé oddéleny skoky — zménami diskrétniho
stavu systému — ke kterym dochézi pti poruseni néjakého invariantu vizaného
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3. NAVRH ZVOLENEHO RESEN{

k aktudlnimu stavu. Jednd se o systém rizeny uddlostmi (angl. event trigerred).
Nemusi tedy byt predem zfejmé, ve kterych ¢asovych okamzicich bude dochazet
k integraci a ve kterém vypocet skonci. Tento zptisob pouziva napr. nastroj
dReal (viz. sekce [2.4)).

N4&s fesic ale s takovymi kroky nepracuje (alespon ne v této verzi), nybrz
pracuje s predem specifikovanymi ¢asovymi okamziky, mezi kterymi dochézi
k integraci po predem danou dobu, a poté se méni stav systému zavisle
na vystupech integrace pomoci ovéfeni splnitelnosti [SMT] fesicem. Jedn4 se
tedy o systém 7izeny casem (angl. time trz’gerred)@ Tyto tseky vypocétu
budu oznacovat jako fadze. N&S Tesi¢ kriticky zavisi na zvoleném rozlozeni fazi,
jak z hlediska presnosti, tak z hlediska délky vypoctu. Pokud zmény stavi
modelu zavisi na invariantech integrovanych funkei, je nutné zvolit délku fazi
co nejnizsi, aby bylo poruseni invariant detekovano co nejdrive. Invarianty totiz
nejsou kontrolovany v prubéhu integrace. V opa¢ném pripadé, nebo pokud
neni poruseni invariant kritické, postacuji vyssi délky fazi, ¢imz se urychluje
vypocet.

Nastroj neni koncipovan jako koneény produkt, neni prilis uzivatelsky
privétivy a muze obsahovat fadu chyb. Néstroj méa slouzit pro tcely experi-
mentovani s navrzenym zptisobem feseni tiloh, a ddle bud jako zdroj inspirace
pro vyvojare primyslového nastroje, anebo primo jako postupné se vyvijejici
projekt na bazi stavajicich otevienych zdrojovych kédi.

3.1.1 Vstupni jazyk

Vstupnim jazykem je zdhodno postihnout pouziti SMT] formuli a soucasné
umoznit definovat [ODE] a propojit je s diskrétnimi [SMT]| stavy. Vychdzel jsem
z jazyka LIB (viz. sekce a ze vstupniho jazyka nastroje dReal
(viz. sekce [2.4). Pouzité ndzvoslovi vychdzi z [SMT}LIB.

Ac¢ je nas vstupni jazyk podobny na ty referované, neni s nimi kompatibilni,
zejména neni konformni se standardem [SMT}LIB, ktery je relativné robustni,
umoznuje nastavovat parametry pro fesi¢, podporuje inkrementalni operace,
apod. Také definuje vystupni jazyk. Nas Tesi¢ sice interné tento jazyk hojné
vyuzivé, ale sviij vstup omezuje jen na nékteré ¢asti. Vstupni specifikace modeli
musi spadat do nékteré teorie redlngch cisel (konkrétni logiky jsou uvedeny
déle). Tyto logiky jsou pochopitelné rozsiteny o . Nad témito vstupy lze
provést pouze neinkrementéilni ovéreni splnitelnosti. Vétsina zodpovédnosti
pojend se vstupni specifikaci [SMT] ¢4sti vstupu je pfimo delegovana na [SMT]
resi¢, véetné kontroly validity vstupu.

Jazyk pouziva plné uzavorkovanou prefixovou notaci@ Podmnozina prikazi
tykajici se jen specifikace SMT] formuli je pfevzata z [SMT}LIB a k nim jsou

24V naSem piipadé vak (pochopitelné) odpads vyhoda systémi Fizenych ¢asem oproti
tém fizenych udédlostmi, Ze je porucha detekovéana na strané prijimace, jelikoz zde pracujeme
s ,,bezporuchovym* fesicem.

25Tato syntaxe je zndma zejména z jazyka Lisp.
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3.1. Specifikace néstroje

ortogonédlné doplnény pifkazy tykajici se nadstavby o [ODE] Obé skupiny jsou
popsany ve zvlastnich podsekcich.

Vstupni jazyky jsou obecné definovany tak, aby byly pokud mozno nezavislé
na konkrétné pouzitych resicich.

Znaceni. Znaky <> nejsou soucasti syntaxe a ohranicuji ¢i seskupuji argu-
menty (nejsou-li jiz néjak ohraniceny); * znaci, ze dotéeny retézec se muze
opakovat vicekrat nebo byt prazdny; + je jako *, ale zakazuje prazdny fetézec;
| znac¢i vice moznosti pro jednu pozici argumentu.

3.1.1.1 Syntaxe jazyka

Vstupni jazyk je sekvence tokeni, vyrazi, bilych znakd a komentari. U znakt
abecedy se rozlisuje velikost pismen.

Bilé znaky. Povolenymi bilymi znaky jsou:

Nazev ‘ mezera tabuldtor nova radka

ASCII| | 32 9 (13 +)10

S vyjimkou oddéleni dvojic tokentu jsou bilé znaky ignorovany.

Komentar. Jako komentar je interpretovan kazdy tsek radku zacinajici
znakem ; az po konec radku. Jejich obsah je ignorovan.

Token je sekvence znaki zavisle na typu tokenu, vzidy vSak bez bilych znaki,
které slouzi jako jejich oddélovace. Tokeny se déli na identifikdtory a literdly.
Identifikatory sestavaji z alfanumerickych znaki a znaku

+ - x / T = < > .7

Musi byt predem deklarovany, definovany nebo rezervovany a nesmi zacinat
éislicﬁ. Reprezentuji bud’ prikazy (pak se vzdy jedné o rezervovany token;
jsou interpretovéany vyhradné interné v fesi¢i), nebo funkce, které mohou byt
i uzivatelsky definované, ¢i druh prvki, vyrazi apod. (angl. sort). Specidlnim
pripadem funkce je konstanta, kterd nema zadné argumenty. Pojem proménnych
se nepouzivd, nebot hodnotdm identifikidtori nelze dynamicky prifazovat nové
hodnoty, stejné jako v [SMT}LIB.

Literaly jsou bezejmenné konstanty néjakého druhu. Numerické obsa-
huji ¢islice a pripadné desetinnou tecku (.) nebo zadporné znaménko (—)EI;
na zac¢atku nejsou povoleny pridavné O a kladné znaménko; desetinna ¢isla musi

26yzhledem k jen minim4lnim restrikcim na nézev identifikdtoru je vhodné, aby se uzivatel
vyvaroval zavadéjicich nézvu, napf. obsahujicich symboly operdtori (a<b apod.), a aby
dtsledné oddéloval tokeny bilymi znaky nebo do vyrazi.

2"Zaporné literaly v LIB povoleny nejsou, proto je nutné pfi zpracovani vstupu
provést transformaci na vyraz s unarni funkci - a kladnym literdlem.
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3. NAVRH ZVOLENEHO RESEN{

obsahovat ¢islici pred i po desetinné tecce; neni podporovan semilogaritmicky
tvar. Booleovské literaly jsou true a false.

Vyraz je vzdy uzavien v zavorkéch:
( <<token> | <expr>>* )

kde <expr> je vnofeny vyraz a <token> token. Pokud je vyraz umistén
v koTenové trovni vstupu, pak se musi jednat o prikaz. V prikazu musi byt
prvnim elementem vyrazu token s ndzvem prikazu. Obecné vyrazy toto omezeni
nemaji, ale pokud se jednd o funkci, plati pro ni totéz co pro prikazy. Prikazy
nemusi mit druh navratové hodnoty, funkce ano.

(Bilé znaky a komentafe nejsou v sekvenci zahrnuty; pii vyhodnoceni je
jejich obsah ignorovan.)

3.1.1.2 [SMT] konstrukty

Je pouzita pouze podmnozina konstruktt tykajicich se povolenych teorii
realnych ¢isel. Jedna se o druhy vyrazi a o rezervované prikazy a funkce.

Druhy prvkia:
e Bool — logicky typ,
e Real — typ redlnych cisel.

Celociselny druh neni akceptovan; pro diskrétni konstanty je nutno vyuzit
vyhradné druh Bool, typicky pro diskrétni stav systému, ktery je konecny.

Rezervované funkce. Zahrnuty jsou nasledujici funkce (resp. operatory)
se standardni sémantikou:

e Unarni: not
e Bindrni: /
e n-arni:
— leva asociativitas:
* n>1. - and or
*x n>2: + %
— prava asociativita, n > 2: =>
— se zfetézenim, n > 2: = < > <= >=
a dale tyto funkce:

e distinct — n-arni funkce s n > 2, kterd vraci nerovnost vsech dvojic
prvka,

e ite — ternarni funkce s prvnim argumentem druhu Bool, ktery kdyz je
pravdivy, vraci se druhy argument, jinak tfeti argument.
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3.1. Specifikace néstroje

set-logic nastavuje logiku pouzitou v FesSici:
(set-logic <logic name>)

kde <logic_name> je jedna z nasledujicich logik teorif redlnych ¢isel s volnymi
funkénimi symboly, podle SMT}LIB:
e QF_UFLRA — linearni bez kvantifikator,

e QF_UFNRA — nelinearni bez kvantifikatort,
e UFLRA — linearni s kvantifikatory.

Vliv pouziti kvantifikdtort jsme vsak dosud nezkoumali.

Priikaz smi byt volan nejvyse jednou a musi predchazet vSsem ostatnim
uvedenym prikaztim. Neni-li pfikaz uveden, je jako vychozi logika zvolena
QF_UFLRA.

Pokud to implementace umoznuje, smi byt také podporoviny zminéné
logiky bez volnych funkénich symboli (nézvy jsou bez znaku UF). Pak je jako
vychozi logika volena QF_LRA.

declare-fun slouzi k deklaraci nové funkce (resp. konstanty) bez jeji inter-
pretace. Je tvaru

(declare-fun <fun name> (<arg sort>*) <sort>)

Argumenty prikazu:

e <fun_name> — nézev identifikdtoru funkce,

e <arg sort>* — vycet identifikdtort druhu argumentu funkce (prézdné
v pripadé konstanty),

e <sort> — identifikator druhu navratové hodnoty.
Priklady:

(declare-fun y (Real) Real)

(declare-fun empty? () Bool)

Funkce a konstanty jsou deklarovany globalné a mohou byt za mistem
deklarace libovolné pouzivany uvnitt dalsich funkci.

define-fun rozsifujd® declare-fun o definici funkce:
(define-fun <fun name> ((<arg> <arg sort>)*) <sort> <expr>)
se shodnymi argumenty kromé:
o (<arg> <arg.sort>)* — vycet part identifikdtortt ndzvu argumentt
funkce a jejich druht,

e <expr> — vyraz nebo token definujici chovani funkce s druhem navratové
hodnoty <sort> a (ne nutné) obsahujici jednotlivé argumenty <arg>.

Priklad:

28Kazd4 funkce je bud jen deklarovéna, nebo definovéna, ne oboji.
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(define-fun v ((s Real) (t Real)) Real (/ s t))

assert zavadi formule modelu, které museji byt splnény:
(assert <expr>)
kde <expr> je vyraz nebo token s druhem navratové hodnoty Bool. Ptiklad:

(assert (or (= mode a) (= mode b) ))

3.1.1.3 Konstrukty [ODE]

V kontextu [ODE] 1ze zjednodusovat syntaxi prikazi s nasledujicimi pravidly:

e nizev nezavislé proménné v je vzdy t,

e druhy funkci i jejich derivaci a nezavislé proménné je Real.

Tyto skutecnosti nebudou nadéle zminovany.

Vstup miize obsahovat vicero zavislych ¢i nezavislych diferencidlnich rov-
nic, oznacovanych jako ode. Kazd4 ode déle sestava z jedné ¢i vice variant
derivaci, z nichz v kazdé fazi je pro kazdou ode platna praveé jedna varianta.
Varianty derivaci budou oznacovany jako dt. dt umoznuji volit rizné predpisy
pro derivace neznamych funkci zavisle na aktualnim stavu celého systému.

Nové druhy prvki:

e Dt — druh urcujici zvolenou variantu derivace dt.

Nové rezervované funkce. [SMT]|logiky neuméji dobte zachdzet s nékterymi
nelinedrnimi redlnymi funkcemi, k nimz lze vyuzit [ODE] fesi¢ a namisto
s funkcemi pracovat s konstantami, jimz jsou prirazeny vysledky integrovani.
Pfidény jsou nasledujici unarni funkce:

abs sqrt cbrt sin cos tan exp 1n
a bindrni funkce (resp. operator):
Tyto vSak mohou byt vyuzity pouze uvnitt piikazu define-dt (viz. dile).

define-dt slouzi k definici dt, tj. vyrazu popisujiciho variantu derivace
funkce, a soucasné k deklaraci ode neznamé funkce u prvni zminéné varianty
dt. VSechny dt musi v rdmci ode sdilet stejnou signaturu (viz. dale).

Tvar prikazu:

(define-dt <fun name> <dt_name> (<arg>*) <expr>)
s argumenty:

e <fun name> — nazev ode, tj. identifikdtoru neznamé funkce nezavislé
proménné t obsahujici vSechny varianty dt,

e <dt_name> — nazev dt, tj. identifikdtoru varianty derivace funkce <fun_-
name>,
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e <arg>* — identifikdtory argumentii vyrazu, které jsou druhu Real a
musi byt shodné u vSech variant dt; neobsahuji funkci <fun name> a
nezavislou proménnou t, které jsou zahrnuty implicitné; mohou obsahovat
i identifikatory jinych ode, vice viz. nize,

e <expr> — vyraz nebo token popisujici tvar derivace funkce, ktery muze
obsahovat funkci <fun name> a nezéavislou proménnou t@ a jednotlivé
argumenty <arg>. Na rozdil od funkci <expr> nepfijima globalni
funkce a konstanty.

Piiklady:

(define-dt x dx () 1)
(define-dt y dy-on OO (- (x (/ 3 t) y) 2))
(define-dt z dz_,a (k) (+ (/ 1 z) k))

Identifikdtory <fun name> je nutné pouzivat vyhradné uvnitf int-ode
prikazt. Identifikdtory <dt_name> jsou zavedeny jako konstanty druhu Dt,
které lze pouzivat uvniti prikazi assert pro ucely propojeni konstant druhu
Dt se stavem systému.

Argumenty <arg> vstupuji do vyrazu <expr> jako konstanty druhu Real
jakozto pocatecni podminky integrace a také jako vstupni hodnoty v kazdé
fazi integrace. Pokud je <arg> nepouzity identifikdtor (v kontextu argumentii
define-dt), jeji hodnota se neméni; pokud se vsak jednd o identifikdtor nékteré
ode (pochézejici z <fun name>), jeji hodnota se prubézné méni, jelikoz jsou
vSechna souvisejici [ODE] integrovana synchronné. Timto zptsobem se definuji

soustavy vice [ODH} pt.:

(define-dt x dx (y) (+ x y))
(define-dt y dy (x) (- x y))

int-ode obaluje vyraz integrace neznamé funkce v konkrétni fazi a dosazuje
do ode literaly ¢i konstanty. Navratova hodnota vyrazu je druhu Real a lze jej
pouzivat uvnitt prikazti assert.

Tento piikaz se chova jako funkce a musi byt umistén v misté, kde jsou
funkce povoleny, coz napt. neni vrcholova troven vstupu.

Na rozdil od prikazu define-dt pracuje tento vyhradné s identifikatory
konstant, ne s obecnymi kli¢i (resp. identifikatory ode). Slouzi k tomu, aby
dosazoval do rovnic definovanych prikazem define-dt konkrétni pocatecni a
koncové hodnoty a vybiral nékterou variantu dt.

Tvar prikazu:

(int-ode <fun name> <dt> (<init> <t_1> <t_2>) (<arg.val>*))

s argumenty:

29Funkce se uvad{ bez zavislosti na t, tj. jako konstanta.

3%Pokud chcete z néjakého davodu pouzit funkei nékteré ode jako konstantni vstup pro
jinou ode, zvolte pro tento argument <arg> nézev odlisSny od <fun_name>; vstupni konstanty
pro piikaz int-ode zustavaji stejné.
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e <fun name> — nazev ode, tj. identifikator neznamé derivované funkce
zavedeny piikazy define-dt,

e <dt> — konstanta druhu Dt, kterd urcuje nékterou z variant derivaci dt
definovanych prikazy def ine-thr],

e <init> — pocatecni hodnota funkce <fun_name> v bodé <t_1>,
e <t_1> <t_2> — pocatecni a koncova hodnota nezavislé proménné t,

e <arg val>x — pocatecni hodnoty argumentti druhu Real predané vyrazu
zvolené varianty derivace.

Néazvy vsech vstupnich konstant mohou byt libovolné identifikatory, jejich
struktura a navaznosti jsou zodpovédnosti uzivatele. Priklady:

(int-ode x dx 0 (x.0 t0 t_1) ())
(int-ode x dx_1 (x_1 t_.1 t.2) )
(int-ode y dy_1 (y_1 t.1 t2) ()
(int-ode y der_25 (var-3 tt_5 xy56) ()
(int-ode z dz_1 (z_1 t_1 t2) (k))
(int-ode z dz_2 (z_1 t_1 t.3) (k))

Je mozné pro stejnou [ODE] a pro stejny par konstant nezdvislé proménné t
pouzit i vice prikazti int-ode s odliSnymi argumenty:

(int-ode x dx.0_0 (x.0_0 t_ 0 t_1) ()
(int-ode x dx.1_0 (x.1_0 t_0 t_1) )

define-ode-step definuje (pocatecni) velikost kroku v internim fesici:
(define-ode-step <h>)
kde <h> je konstanta druhu Real.

3.1.1.4 Struktura a pouziti jazyka

V této podsekci je uveden tvar doporucené struktury vstupu, ktery by validné
popisoval model hybridniho systému a umoznoval jeho analyzu nasim nastrojem.

Vzhledem k tomu, Ze se v jazyce nevyskytuji zdadné proménné, neni mozné,
aby se priubéh stavu systému v rdmci jednoho ovéreni splnitelnosti dynamicky
ménil — vysledkem je vzdy statické ohodnoceni. Jelikoz je vstup staticky,
je pro modelovani prubéhu nutné pouzit mnoho konstant o predem znamém
poctu.

Rozlozeni fazi je uréeno obecné podle navazujicich ¢asovych mezi prikazu
int-ode (hodnoty konstant nezdvislé proménné t).

Nasleduji jednotlivé sekce, které by se mély objevit ve vstupech. Kromé
téchto smi uzivatel pouzivat i dalsi konstrukty tohoto jazyka.

31Nejedn4 se o konstanty pochézejici z pifkazu define-dt, ale o pomocné konstanty, které
jsou ohodnoceny feSicem na zdkladé aserci se stavem modelu.
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Deklarace a inicializace konstant. Vsechny konstanty museji byt de-
klarovany a konstanty pocateénich podminek musi byt definovany. Kazdé
konstanté se typicky dava jako pripona cislo faze, ale fesi¢ by na to nemél brat
zadny ohled.

Je vhodné deklarovat konstanty nezavislé proménné t, pribéhti neznamych
funkci, diskrétnich stavit a konstant voleb variant derivaci dtf*]

Intervalové pocatecni podminky lze aproximovat pomoci logického souctu
nékolika rovnosti.

Priklad:

;; Literals definition
(define-fun tO () Real 0)
(define-fun y0_O () Real 1) (define-fun yO_1 () Real 2)
(define-fun runO () Bool false)
;; Constants declaration
(declare-fun t_0 () Real) (declare-fun t_1 () Real)
(declare-fun y_0 () Real) (declare-fun y_1 () Real)
(declare-fun run_0 () Bool) (declare-fun run_1 () Bool)
(declare-fun dy_0 () Dt)
;; Initial conditions
(assert (and (= t_0 t0) (= run_O runO)

(or (= y_0 y0_0) (= y_0 yO_1))
))

Definice derivaci funkci se provadi pomoci prikazi define-dt. Priklad:

(define-dt y dy_run () 1)
(define-dt y dy_idle (OO (- 1))

Identifikdtory variant derivaci dt nesmi kolidovat s konstantami volenych
variant v jednotlivych fazich, pr.:

(declare-fun dy_0 () Dt) (declare-fun dy_1 () Dt)

(define-dt y dy_1 (O 1) ;; conflict !!

Invarianty znamenaji zavedeni podminek, které musi byt splnény mezi vSemi
fazemi, ale mohou byt poruseny v prubéhu integrace. Mohou a nemusi byt
zavislé na aktudlnim stavu systému.

Pokud to implementace explicitné sama neprovadi, je nutné omezit vSechny
konstanty jednotlivych faz{ druhu Dt pouze na vycet moznych variant derivaci
z prikazil define-dt.

Doporucujeme zkonstruovat pomocnou funkci invariant, pf.:

32Pozor na konflikt identifikitort konstant dt s identifikdtory variant derivaci z p¥ikazu
define-dt.
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(define-fun invariant ((dy Dt) (y Real)) Bool
(and (or (= dy dy_run) (= dy dy_idle))
(<= y ymax)
)

Priklad s pouzitim funkce invariant:

(assert (and (invariant dy_0 y_0)
(invariant dy_1 y_1)
)

Nastaveni voleb variant derivaci se provadi pomoci piikazu assert,
ve kterém se kombinuje libovolny stav systému a konstanty druhu Dt. Tim
dochéazi k propojeni diskrétni a spojité domény modelu.

Doporuc¢ujeme zkonstruovat pomocnou funkci connect, pr.:

(define-fun connect ((dy Dt) (run Bool)) Bool
(and (=> run (= dy dy_run ))
(=> (not run) (= dy dy_idle))
)

Priklad s pouzitim funkce connect:

(assert (and (connect dy_O run_0)
(connect dy_1 run_1)

)

Definice skoki. Skoky, tj. zmény diskrétniho stavu, lze definovat téz pomoci
aserci mezi sousednimi stavy a dalsimi konstantami.
Doporucujeme zkonstruovat pomocnou funkci jump, pi.:

(define-fun jump ((runl Bool) (run2 Bool) (y2 Real)) Bool

(and (=> (and runl (< y2 bound_1) ) run2 )
(=> (and runl (>= y2 bound_1) ) (not run2) )
(=> (and (not runl) (> y2 bound_2) ) (not run2) )
(=> (and (not runl) (<= y2 bound_2) ) run2 )

)
Priklad s pouzitim funkce jump:

(assert (and (jump run_O run_1 y_1)
(jump run_1 run_2 y_2)
)

Pokud je pozadavek na libovolnou zménu spojitého stavu modelu pii nékterém
skoku (napf. reset Casovace), je nutné tyto konstanty v jednotlivych fazich
zdvojit, kde prvni znaé¢i napt. hodnotu na zac¢étku fdze (napf. s priponou _0) a
drubd na konci faze (napf. s pfiponou _t). Priklad:
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(declare-fun tau 0 0 () Real) (declare-fun tau 0 1 () Real)
(declare-fun tau_t_0 () Real) (declare-fun tau_t_1 () Real)
(define-fun jump ( (runl Bool) (run2 Bool)

(tault Real) (tau20 Real)

) Bool
(and (=> (and runl (< tault 5) )
(and run2 (= tau20 tault) ))
(=> (and runl (>= tault 5) )

(and (not run2) (= tau20 0) ))

))

(assert (and (jump run_O run_1 tau_t_O tau_0_1)
(jump run_1 run_2 tau_t_1 tau_0_2)

))

Nastaveni fazi znamena definovat casové okamziky mezi integracemi, tj. napt.
hodnotami konstant t_i. Nejjednodussim zptsobem je zavedeni konstantni
periody T, napt.:

(define-fun T () Real 1)
(assert (and (=t 1 (+ t 0T)) (=t 2 (+ t_1T)) )

Integrace se provadi prikazy int-ode. Dochézi tim k propojeni konkrétnich
vstupnich a vystupnich konstant druhu Real a konstant druhu Dt. Podle
argumentd mezi nezavislé proménné t téchto prikazu je urceno rozlozeni fazi
vypoctu. Vsechna ktera jsou navzajem zavisla a nachazi se ve stejnych
casovych mezich, jsou integrovana synchronné.

Priklad:

(assert (and (= y_1 (int-ode y dy_0 (y_0 t_0 t_1) ())
(= y_2 (int-ode y dy_1 (y_1 t_1 t_2) O))
)

a pro pripad zdvojenych konstant fazi (viz. definice skoki):

(assert (and (= y_t_0 (int-ode y dy_0 (y_0_0 t_0 t_1) O))
(= y_t_1 (int-ode y dy_1 (y_0_1 t_1 t_2) (O))
)

3.1.1.5 Predzpracovani vstupu

Predzpracovani vstupu znamend jeho tpravu na trovni substituci textu, pred sa-
motnym zpracovanim, bez sémantické analyzy. Zakladni funkci predzpracovani
vstupu je odstranéni komentart.
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Protoze vstupy zpravidla obsahuji velké mnozstvi opakujiciho se kédu ply-
nouci z rozdéleni vypoctu do fazi, byla do moznosti predzpracovani vstupniho
jazyka pridana makra, kterd umoznuji parametrizované generovani textového
kédu. Princip se podobad makrim jazyka C. Rozlisuji se prikazovd a uzivatelskd
makra. Prikazova makra slouzi jako direktivy pro predzpracovac vstupu a lze
pomoci nich zavést uzivatelskd makra. Uzivatelskd makra umoznuji parametri-
zovanou textovou substituci.

Néazev kazdého makra musi byt urcen jedinym tokenem, ktery zacina
znakem #. Pokud je makro parametrizovano, musi byt token nésledovan
vyrazem s parametry. Pokud makro parametrizovano neni, token muze a
nemusi byt nasledovan prazdnym vyrazem (), doporucujeme vsak prazdny
vyraz pouzivat, ¢imz se zamezuje pripadné chybné interpretaci nasledujiciho
vyrazu, ktery neni (nemé byt) seznamem parametri. Parametry makra jsou
v jeho téle pouzita jako docasna uzivatelska makra. Pokud nézev parametru
koliduje s diive definovanym uzivatelskym makrem, ma parametr prednost.

Makra mohou obsahovat vnorend makra. Jsou-li makra expandovana,
vyhodnoceni je provedeno rekurzivné a neni kontrolovano, zda je rekurze
konecna.

Makra umi pracovat s numerickymi literdly (vCetné celo¢iselnych), ale ne
s literaly true a false druhu Bool.

Prikazova makra se nesmi nachdzet uvniti vstupnich vyrazi, ale mohou
se nachazet uvnitr jinych maker. Mezi tato makra patri:

e 1. #if <cond> <body> #endif
2. #if <cond> <bodyl> #else <body2> #endif
Podminéné expanduje text <body>, pokud je literdal <cond> vyhodnocen

jako pravdivy. Ve varianté [2] je navic pTi nesplnéni podminky <cond>
expandovana ¢ast <body2>. Vysledkem muze byt i prazdny text.

e 1. #def <name> <|(<arg>*)> <body> #enddef
2. #define <name> <|(<arg>*)> <body>

Zavadi globdlni uZivatelské makro s ndzvem <name>, s parametry, nebo
bez nich, s obsahem <body>. Je povolena nejvyse jedna definice globalniho
makra <name>. Makro <name> neni expandovdno v misté definice, ale
az v misté volani. <body> tedy muize obsahovat i libovolnd vnofena
makra véetné dalsich definic; korektnost zavisi az na kontextu mista
volani makra. Makro smi byt definovano i rekurzivné, ale uzivatel si musi
pohlidat koncové podminky.

Ve varianté [I| mize byt télo i vicefadkové; varianta[2] je zakoncena koncem
radku.

e #let <name> <<body>|(<body>)> <scope> <|#endlet <name>>
Zavadi lokalni uzZivatelské makro v ramci <scope> s nazvem <name>
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bez parametri. Smi byt definovano i nékolik lokalnich maker <name>,
platné je to naposledy definované. <body> je expandovano uz v misté
definice, vysledkem expanze smi byt i prazdny text. Neuzavorkované
<body> je interpretovano jako jediny token. #endlet ukoncuje platnost
aktualniho makra.

1. #for (<var> <init> <end>) <body> #endfor
2. #for (<var> <init> (<cond>) (<step>)) <body> #endfor
3. #for (<var> (<list>)) <body> #endfor
Expanduje text <body>, ktery miize zaviset na <var> jakozto lokalnim

uzivatelském makru. Text je opakované expandovan s ménici se hodnotou
<var> zavisle na uvedenych podminkach.

V téle smi byt obsazena vnorend makra #for.

Varianta[I]generuje <var> s celo¢iselnymi hodnotami od <init> do <end>
véetné, s jednotkovym krokem. Varianta [2| generuje <var> s pocéatecni
hodnotou <init> a ndsledujicimi hodnotami odpovidajici vyhodnoceni
vyrazu (<step>), dokud je vyraz (<cond>) vyhodnocovan jako pravdivy.
Varianta |3 generuje <var> postupné se vSemi hodnotami uvedenymi
ve vyctu (Klist>).

Priklady prikazovych maker:

#define TO_BOOL(cond) #if #cond true #else false

#tdefine N() 5
#def SUM_SQR() (+

#for (i O #N) ;; equiv. to: #for (i O (<= #i #N) (+ #i 1))
;3 equiv. to: #for (1 (0 1 2 3 4 5))
#let j ((+ #i 1)) ;; or #let j (+ #i 1)
(x #i #j)
#endlet j
#endfor
) #enddef

Uzivatelskd makra museji byt pfed pouzitim alespon jednou definovana
pomoci piikazovych maker #def, #define nebo #let, nebo jako parametry
makra. Parametry maker jsou interné zavedeny pomoci mechanismu lokalnich
uzivatelskych maker (s télem odpovidajicim hodnoté parametru v misté volani),
a proto mezi nimi nebude nadale rozliSovano. Nazvy lokalnich a globalnich
maker se mohou navzajem prekryvat, prednost méa vzdy naposledy definované
lokélni makro. (Lokalni makra mohou byt definovdna vicekrat.)

V kazdém misté volani jsou makra nahrazena za definovany text, ktery

muze byt zavisly na parametrech nebo i na samotném makru — pak hovorime
o rekurzi. Rekurze maji velkou vyjadirovaci schopnost, jelikoz lze pouzivat
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vnorenych podminénych maker #if. Pomoci téchto rekurzi lze napr. zavést
makra #for. Pribéh rekurzivnich expanzi ale neni nijak kontrolovan.

Expanze maker je provadéna i uvnitt tokenti. Kazdy token je rozdélen
na ¢asti podle znakt # a kaZda ¢4st je vyhodnocena zvl4st. Je-li token slozen
z vice nez jedné takové ¢asti, jsou vSechny expandované ¢asti slozeny do jediného
tokenu, a to i v pripadé, ze téla maker obsahuji vice nez jeden token; nesmi vsak
obsahovat vyrazy. Vnittni makra také nemohou mit zadné parametry, jelikoz
parametry maker nikdy nejsou soucasti tokenu, protoze se uvadi ve vyrazech.
Pouze posledni ¢ast tokenu smi obsahovat parametry umisténé v nasledujicim
vyrazu.

Nejen pro ucely oddéleni ¢asti maker a textu v ramci jednoho tokenu jsou
zavedena dvé rezervovand makra s prazdnym nazvem a s nazvem # (tj. volaji
se jako # a ##). # je z textu Smazzin(ff]; ## je expandovano na prazdny token.
Obé makra Ize pouzit na vynuceni slozeni expanze makra do jednoho tokenu.

Znak # je mozné pouzit jako escape sekvenci: \#, ¢imz se zamez{ expanzi
makra (nebo je odlozena) a znak # je ponechan nedotcen. Toto je uzitecné
pro ucely predavani tokent, které obsahuji lokalni uzivatelskd makra, jako
parametri globalniho uzivatelského makra, pokud je zadouci, aby bylo lokalni
makro expandovano az uvniti téla na zékladé lokalni definice. (Ptikazova
makra #def™* svd téla neexpanduji, proto v nich neni potieba escape sekvence
pouzivat.) Bez pouziti escape sekvenci neni mozné docilit toho, aby makro
vygenerovalo znak #, tj. jakékoli neexpandované makro.

Doporucujeme pouzivat tuto konvenci pro ndzvy uzivatelskych maker:
velkd pismena pro globalni makra (MACRO) a mald pismena pro lokalni makra
(macro).

Aritmetickd expanze je dal$im nastrojem v ramci predzpracovani vstupu,
ktery slouzi k nahrazeni vstupniho vyrazu rezervované funkce za jeho aritme-
tické vyhodnoceni. Vyraz nesmi obsahovat nepifimé argumenty, jinak dojde
k chybé pti vyhodnoceni. (Ve fazi pfedzpracovani lze pouzivat pouze literdly a
makra, ne konstanty a funkce.)

Expanze se provede predrazenim tokenu $ pred vyraz (bez #). (Vnotené
vyrazy uz pred sebou mit token $ nemusi.) Vychozim typem argumentu
vyhodnocovanych vyrazi jsou redlnéd ¢isla (resp. ¢isla s plovouci fadovou
¢arkou). Typ lze také uréit explicitné pridanim znaku do tokenu s $:

e <d | i> — celociselny typ,

e f — redlny typ.

Priklad pouziti maker:

33% muize byt pouZito pouze na konci tokenu, jinak je interpretovéno jako makro s ndzvem,
ktery nésleduje za #.
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#define STEPS() 10
#define STEPS-1() $d (- #STEPS 1)
#def INT ODE(f)
#for (i O #STEPS-1)
#let j $d(+ #i 1)
(= #f## #j (int-ode #f d#f## #i (#f## #i t_#i t #i) O))
#endlet j
#endfor
#enddef
(assert (and
#INT ODE(x) ;; (= x_1 (int-ode x dx 0 (x.0 t 0 t_1) O))
;3 (= x 2 (dnt-ode x dx_ 1 (x_1 t 1t 2) O))
#INT_ODE(y) ;; (= y_1 (int-ode y dy_0 (y_0 t_0 t_1) O))
))

Dalsi piiklady jsou uvedeny v piiloze [C| véetné piipadi uziti.

3.1.2 Vystupy

Vystupem ftesi¢e je predevsim priznak splnitelnosti. Je-li vstup splnitelny,
pak je volitelné také pocatecni a koncové ohodnoceni diferencovanych funkci.
Pokud je navic zadan vystupni soubor, jsou do néj zapsany celé trajektorie
diferencovanych funkci a z téchto dat je vykreslen spole¢ny graf.

V pripadé koneéné mnoziny pocatecnich podminek je vystupem sat nebo
unsat v pripadé splnitelného nebo nesplnitelného vstupu. S vyjimkou zanedbani
aproximacnich chyb fesice jsou tyto vystupy exaktni, jelikoz fesi¢ bud
nalezne splnujici ohodnoceni, nebo prozkouma vsechny moznosti a ovéri, ze
zadnda neni splnitelna.

V pripadé nekonecné mnoziny pocatecnich podminek je mozny vystup sat,
ale pokud je vstup nesplnitelny, vypocet pravdépodobné nikdy neskonéi.

Vystup unknown neni navrzen, a¢ by byl v nékterych pripadech vhodny,
napt. pro nesplnitelné intervalové pocatecni podminky.

3.2 Softwarova architektura

V naésledujici sekci popisi abstraktni ndvrh modelu komponent celého fesice,
jejich vztaht a rozhrani a rozdéleni zodpovédnosti. Poté rozeberu interni navrh
jednotlivych komponent.

3.2.1 Model komponent
Stézejnimi komponentami jsou a fesi¢. Ukolem je zajistit jejich

vzajemnou komunikaci a ridit centralni algoritmus celého procesu od prijmuti
vstupu ve vstupnim jazyce po vypis vysledk.
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Svym zplsobem lze tento postup pouzit i jako opakované generované
celistvé statické vstupy pro neinkrementalni [SMT] fesi¢, ale pfedpokldd4 se, ze
inkrementalni resi¢ si bude poc¢inat efektivnéji.

Timto je ziskdno velké flexibility ze strany [SMT] fesice, vzhledem k tomu,
ze SEMT}LIB standard podporuje vétSina fesictu. Jediné potencidlni riziko
je neefektivni po¢inani resica v inkrementilnim moédu, tj. pokud by obecné
operace ovéreni splnitelnosti byla vypocetné naroc¢na, vzhledem k tomu, ze
tato operace bude provdadéna casto. Predpoklada se vsak, ze doba vypoctu by
méla byt vyrazné nizsi v nasledujicich fazich, které pridavaji jen malé mnozstvi
novych aserci, oproti prvni fazi, ktery resi cely pocatecni vstup.

Pouzivéni textového rozhrani pomoci [SMT}LIB by mélo mit zanedbatelny
vliv na vykon oproti pouziti programového rozhrani, v porovnani s dobou
samotnych vypocti [SMT] a [ODE] fesi¢ti. Implementace si vSak musi poradit
s korektnimi konverzemi ¢isel s plovouci fadovou ¢arkou z textu ¢i do textu,
protoze [SMT] fesi¢ pracuje s exaktnimi hodnotami.

3.2.1.2 Fesic¢

[ODE] fesi¢ postacuje pouzit jako samostatnou komponentu, jelikoz ma fungovat
jako filtr — pro kazdy vstup vrati odpovidajici vystup. Vyjimkou je jen
jeho inicializace, kdy se musi nastavit tvary diferencidlnich rovnic. Konkrétni
rozhrani nehraje dilezitou roli, jen je dilezité davat pozor na nastaveni presnosti
¢isel s pohyblivou fddovou ¢drkou, protoze[SMT|fesi¢ pracuje s raciondlnimi ¢isly,
které jsou exaktni. To miuize ¢init potize zejména pri komunikaci prostrednictvim
znakovych fetézca.

Dulezitym pozadavkem je vsak to, aby byl fesi¢ schopen prijimat specifikace
diferencialnich rovnic dynamicky jako text, protoze tak jsou reprezentovany
ve vstupnim jazyce. Napf. fesi¢e odeint a [SUNDIALS| piijimaji specifikace
jako kompilované funkce piimo v programovacim jazyce, coz je efektivni, ale
pro tento tcel nevhodna varianta. f{eéiée, které to uméji, existuji (napf.
Plotutils, Octave, SageMath; nemluvé o komercénich néstrojich), ale
problém je napt. v tom, ze (pochopitelné) nemaji navzajem nijak standardizovan
vstupni formét, jako tomu je t¥eba u [SMT] fesi¢u s [SMT}LIB standardem.
Pokud bychom zvolili néktery z nich, mohlo by byt nasledné pomérné obtizné
umoznit nasazeni jiného resice.

Komponentu s [ODE] feSi¢em by bylo mozné navrhnout tak, aby néjakym
zpusobem obalovala obecné funkcionality resice bez ohledu na konkrétni pouzity
nastroj. Toho lze docilit navrzenim komponenty jako abstraktni tfidy ob-
stardvajici vefejné rozhrani a konkrétni implementaci prenechat na odvozenych
tridach. Pokud by byl zvoleny [ODE] fesi¢ implementovén v jazyce C++ nebo
C, méla by byt jeho implementace uvniti odvozené t¥idy snadnd, a navic by
takové Teseni mélo byt efektivni.

Po Tesici je vSak obecné (prozatim) vyzadovéna pouze integrace na zdkladé
exaktnich poc¢ate¢nich podminek (tj. a koncovych podminek urcenych
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predem danou délkou integrace, bez reseni jakychkoli invariant.

3.2.1.3 Zpracovani vstupu

Vstupni jazyk je navrzen podobné jako jazyk SMT}LIB standardu, coz zna¢né
usnadiiuje zpracovani vstupu, jelikoz staéi zpracovat jen pridané [ODE] kon-
strukty a cely zbytek vstupu delegovat s jen minimalnimi zménami na [SMT]
fesi¢ jako inicializaci. [ODE] fesi¢ je nutné inicializovat definicemi vSech dife-
rencidlnich rovnic a jejich argumenti.

Pridanou hodnotou je umoznéni pouziti maker, pomoci nichz lze vstupy
parametrizovat a ke generovani neni zapotiebi dalsiho nastroje. Predzpracovani
vstupu, tak jak je navrzeno, je zcela nezavislé na sémantice vstupniho jazyka a
mélo by byt implementovano jako samostatnd komponenta.

Komponenta zpracovani vstupu bude s konstantami a funkcemi pracovat
vyhradné na trovni jejich identifikator a nebude Tesit jejich mozné hodnoty;
to bude zodpovédnost centralni komponenty a [SMT] fesice.

3.2.1.4 Centralni komponenta

Zodpovédnosti centralniho bodu je na zakladé zpracovaného vstupu nastavit
diferencialni rovnice a ty souvisejici sjednotit, inicializovat oba TeSi¢e a urcit
faze vypoctu. Nasledné pak ridit pribéh vypoctu a komunikaci mezi obéma

Diky nékolika moznym rozhranim u obou feSic¢u je navrh pomérné volny
a duraz je kladen hlavné na zvoleny ridici algoritmus, ktery musi korektné
overit vSechny moznosti ohodnoceni vstupnich konstant a funkci a primérené
efektivné zachdzet s inkrementalnim [SMT]| fesi¢em, zejména s navraty. Navrh
algoritmu je uveden v samostatné sekci.

3.2.2 Navrh |[ODE resice

Problém s dynamickymi textovymi specifikacemi diferencidlnich rovnic a sesta-
veni odpovidajicich funkci jsem se rozhodl Tesit formou stromovych struktur
vyrazu a jejich transformaci na funkce s argumenty. Tyto struktury pak lze
pouzit jako vstupni specifikace pri inicializaci a vytvorené funkce volat ve fazich
integrace.

Nejprve popisi navrh avizované struktury a poté navrh abstraktniho resice.

3.2.2.1 Vyrazy a jejich vyhodnoceni

Tato datova struktura sestava z vgrazu a z jejich i nékolika vyhodnocend.

Vyraz je obecna stromova struktura sestavena z prefixovych textovych
vyrazi. Kazdy vyraz obsahuje spojovy seznam potomki, z nichZ kazdy je bud
dalsi podvyraz, nebo token s textovou hodnotou. Seznam je pouzit proto, zZe se
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predpokladé sekvenéni prichod jeho strukturou, a aby bylo mozné efektivné
odkudkoli odebirat ¢i pridavat prvky.

Vyraz ve vychozi formé nema urcen zadny datovy typ a pouziva pouze znaky.
Muze byt tedy pouzit pro libovolné tcely vyzadujici vytvoreni hierarchické
struktury z (ne zcela nutné) prefixového vstupu, napr. i pro ucely syntaktického
rozboru textového vstupu, ktery ani neni vyrazem, ale pouziva prefixovou
notaci.

Po této strukture je vyzadovano, aby co nejvice zpristupnila sekvencni ¢teni
i zapis, coz budou velmi ¢asté operace.

Vyhodnoceni se vzdy vztahuje k jedinému vyrazu, ale vyraz mize mit
pridruzenych i nékolik vyhodnoceni. Uloha vyhodnoceni je vytvofit z obecné
textové struktury vyrazu strom konkrétnich funkci s pfimymi ¢i neprimymi
argumenty konkrétniho aritmetického typu, ktery lze v inicializaci volit riazné.
Tato struktura musi umoznovat volani jako funkce, pripadné i s parametry,
pokud vyraz obsahuje nepfimé argumenty.

Kdyz je vyraz transformovan na vyhodnoceni, musi byt jeho prvni prvek
token s nazvem néjaké funkce, typicky aritmetickym operatorem. Nasledujici
prvky nemaji zddna omezeni (kromé toho zminéného pro podvyrazy) a plati
pro né nasledujici:

e je-li prvek dalsi podvyraz, vytvaii se dalsi vyhodnoceni,

e je-li prvek token, provede se konverze na datovy typ; pokud konverze
selze (token nereprezentuje hodnotu daného typu), je token povazovan
za nepiimy argument.

Neprimé argumenty se pozdéji dosadi jako parametry pri volani vyhodnoceni
a textové hodnoty tokentu jsou ulozeny jako klice argumenti. Neprimych
argumentu se stejnym klicem muze byt ve vyrazu obsazeno vice.

3.2.2.2 Abstraktni resic

Resi¢ bude implementovan abstraktni t¥idou tak, aby umoznoval snadné odvo-
zeni na konkrétni [ODE] fesi¢ s implementaci riznych metod integrace funkei.
Odvozené tiidy by mély fesSit pouze implementaci konkrétnich metod, ale
verejné i neverejné rozhrani by méla resit abstraktni tfida, véetné stanoveni
pouzitych datovych struktur. Odvozenou tiidu by mélo byt mozné implemento-
vat pro jakykoli[ODE]fesi¢, ktery fesi[[VP|s koncovymi podminkami zdvisejicich
na case.

Resi¢ bude umoziiovat inicializaci specifikaci diferencidlnich rovnic primarné
pomoci datovych struktur vyrazi uvedenych v sekci [3:2.2.1] K témto vyrazim
si Tesi¢ interné sestavi odpovidajici vyhodnoceni tak, jak jsou uvedeny v sekci
[3:2:2.1] Uzivatel bude pracovat pouze s vyrazy, od vyhodnoceni bude odstinén.
Naopak implementace odvozenych resici budou pracovat pouze se sestavenymi
vyhodnocenimi. Vyhodnoceni budou vzdy obsahovat i nepfimé argumenty,

47



3. NAVRH ZVOLENEHO RESEN{

implicitné alespon argument integrované funkce a volitelné také argument
nezévislé proménné t (viz. vztah (1.2)).

Specifikované diferencidlni rovnice bude mozné pocitat opakované s riznymi
vstupnimi argumenty podle konstant aktualnich prikazi int-ode. Pti vypoctech
budou v implementaci interné volana sestavena vyhodnoceni v kazdém kroku in-
tegrace, coz vyzaduje, aby bylo volani vyhodnoceni primérené efektivni, jelikoz
kroku integrace bude fadové stovky az statisice (podle délky fazi vypoctu).

Ttida by se vSak méla pokud mozno chovat jako obecny [ODE|fesi¢ bez uzsich
vazeb na problém [SMT] Tuto zodpovédnost by méla fesit centralni komponenta.

Resi¢ bude také podporovat uklédéni pritbéhu integracf viech [ODE|a jejich
vypis.

Takovy fesi¢ bude mozné pouzivat jako filtr (s vyjimkou inicializace) —
na kazdy vstup odpovi vystupnimi hodnotami.

3.2.3 Navrh zpracovani vstupu

Ukolem komponenty pro zpracovani vstupu je nalézt pifkazy vstupniho
jazyka (viz. a Castefné také konstrukty (viz. , zpracovat
je a nahradit je za konstrukce vyhradné [SMT}LIB standardu, nebo je zcela
vytadit. Postup je nésledujici:

1. Nastaven{ [SMT] vstupu: zvoleni logiky, definice druhu Dt, ad.

2. Zpracovani definic diferencidlnich rovnic: nac¢teni definic diferencidlnich
rovnic do vyrazi a nacten{ seznamu kli¢i nepf{mych argumenti pro[ODE]
fesi¢ z prikazu define-dt; definice konstant variant derivaci druhu Dt
s nazvy podle identifikdtora z define-dt.

3. Substituce prikazl integraci int-ode za pomocné konstanty nebo funkce
druhu Real; sekven¢ni ulozeni identifikdtord argumentt prikazi int-ode
a rozti{déni podle jednotlivych [ODE] a podle unikdtnich part identi-
fikdtortu nezavislych proménnych t. (Nastaveni fazi je zodpovédnost
centralni komponenty.)

4. (Volitelné) nastaveni poc¢atecni délky kroku integraci z prikazu define-
-ode-step a jeho smazéni.

5. Transformace zbylych konstrukti nekompatibilnich s [SMT}LIB standar-
dem, které jsou povoleny ve vstupnim jazyce (napft. zdporné numerické
literdly).

Ke zpracovani vstupu lze s vyhodou pouzit struktury vyrazu ze sekce

jelikoZ vstupni jazyk pouziva prefixovou notaci.

3.2.4 Navrh predzpracovani vstupu

Tato komponenta mé fungovat samostatné pro libovolny prefixovy vstup, tak
jak je definovana v sekci ale bez ohledu na sémantiku tokenu a vyrazi,
s vyjimkou komentaia a maker. Navrh maker je uveden v podsekei [3.1.1.5
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V prvni fadé se provedou nejjednodussi substituce textu na trovni fadkd,
bez ohledu na strukturu vyrazi i maker. V této fazi dojde ke smazani ko-
mentara a k nahrazeni radkovych maker #define za jejich uzavreny ekvivalent
ve tvaru makra #def. Poté je vstup nezavisly na fadcich a je zavisly vyhradné
na struktufe vyrazii a maker.

Nésledné zpracovani textu bude (opét) zalozeno na tridach vyrazi ze sekce
[3:2:271] Vyrazy a makra budou prochdzeny rekurzivné a kazdy token obsa-
hujici makro bude nélezité zpracovan, coz bude vyzadovat operace vkladani a
odstranovani potomku vyrazu.

3.2.5 Ridici algoritmus

Ulohou algoritmu je dospét vfeéiéi k ohodnoceni vsech konstant na zakladé
vysledkt rovnic z [ODE] fesi¢e. Hlavni vyzvou je problém s navraty, kdy
v pribéhu vypoctu dochazi k tomu, ze vstup v aktualni podobé neni spl-
nitelny. Ndvraty ma efektivné implementovén [SMT]esi¢, ale je otdzkou, jakym
zpusobem je na néj delegovat.

Slozitost roste s poc¢tem fazi vypoctu a s poctem vSech moznych voleb
derivaci. V nejhorsim ptipadé se musi projit vSechny moznosti, tomu se nelze
vyhnout, kromé pouziti néjakych heuristik, které ale nebudou uvazovany.
Rovnéz nebudou uvazovany moznosti paralelizace.

Diskuze redukce ovéreni splnitelnosti. Dulezitym aspektem je pomér
vypocetnich narocénost{ operaci ovéreni splnitelnosti [SMT] fesi¢em a vypoctu
diferencidlnich rovnic [ODE] fesi¢em. Vzhledem k tomu, Ze cely vypocet je
rozdélen do mnoha relativné malo vzdalenych fazi, je délka integraci pomérné
mald oproti béznym pripadtim uziti. Navic integrace pocita jen s malym
mnozstvim vstupnich hodnot, oproti [SMT] fesi¢i, ktery musi v kazdé fazi ovérit
splnitelnost kompletné celého vstupu, a¢ v inkrementalnim médu. D4 se tedy
ocekavat, ze [ODE] fesi¢ bude rychlejsi nez [SMT]| fesi¢, a efektivn{ algoritmus by
meél redukovat pocet operaci ovéreni splnitelnosti a ¢dstecné do nich delegovat
navraty.

Névraty na [SMT] fesi¢ bohuzel neni v rozumné mife mozné delegovat
zcela, protoze takovy postup by vyzadoval spocitat iplné vSsechny moznosti
prichodi. Divod je ten, ze kazdé dil¢i integrace zavisi na konkrétnich vstupnich
hodnotach, a tyto zase tranzitivné zavisi na vSech predeslych. Tudiz neni mozné
mit v kazdé fazi pokryty vsechny moznosti, napr. pomoci podminénych klauzuli,
aniz by slozitost rostla exponencidlné.

Césteén4 redukce ovéfent splnitelnosti je mozna pomoci zpusobu, kdy se
v kazdé fazi vyfesi kromé [SMT] feSi¢em zvolené varianty derivaci navic také
vSechny ostatni kombinace voleb variant v ramci aktualni faze a pridaji se
jako podminéné klauzule. Tim by se pokrylo lokalni okoli aktualni faze a
pocet nutnych ovétreni splnitelnosti by se redukovalo o jednu droven stromu

49



3. NAVRH ZVOLENEHO RESEN{

Obrazek 3.2: Ilustrace postupu zakladniho algoritmu prohleddvanym prostorem

Je uvedena jen zjednoduSend varianta o jediné [ODE] se dvéma variantami
derivaci. Hodnoty _x0, x1, ... predstavuji vyéet moznych pocatecnich hodnot.

prohleddvaného prostoru, a pomoci podminénych klauzuli by se ¢asti navrati
zabyval Fesic.

Pocet vSech kombinaci variant derivaci zavisi na produktu poc¢tu variant
derivaci kazdé [ODE] kterych je omezeny pocet a nezdvisi na velikosti vstupu
(pottu fazi), ale vyhradné na obecné specifikaci modelu. Tento pocet by tedy
nemél byt velky a pokud by byl[ODE]|fesi¢ vyrazné rychlejsi nez[SMT]fesi¢, méla
by redukce poc¢tu ovéreni splnitelnosti prevazit nad nadbyteénym vypoctem
diferencidlnich rovnic. Takovy algoritmus by si vSak v pripadé navratt musel
néjakym zptusobem pamatovat, které vypoctené varianty uz prochazel a které
jesté ne.

Postup Tesenim vice variant derivaci lze dale modifikovat — Tesit jich vice
¢i méné, o vice fazi napted, apod. Efektivita zvoleného Teseni by zavisela
na empirickém meéreni slozitosti, analyticky ji lze tézko predpoveédét.

Zékladni algoritmus. Pro icely prototypu navrhnu zatim alesporn zakladni
algoritmus, ktery postupuje jen po jednotlivych cestach ve stromu prohleddvaného
prostoru, vyhradné na zakladé aktudlniho ohodnoceni konstant, bez predbéznych
vypoctu jinych variant. Takovy postup je jednodussi implementovat, ale v kazdé
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fazi vyzaduje ovéreni splnitelnosti, a tedy vyznamné zavisi na jeji vykonnosti.
Nastin postupu je znazornén na obrazku .

7 obrazku vidime, ze v nékterych pripadech se v uzlech ovéruje splnitelnost
zbyteé¢né mnohokrat a pokud by se naraz predpocitavaly vSechny varianty,
mohla by se napt. celkové ve fazi 1 ovérovat splnitelnost jen dva krat, ne pét
krat.

V této varianté ztraci smysl pridavat nové hodnoty jako podminéné klau-
zule, namisto toho stac¢i aserce jen vkladat do zasobniku aserci. Divod, proc
samotné podminéné klauzule nefunguji, je ten, ze nové vypoctené hodnoty jsou
podminény jejich vstupnimi podminkami, ale SMT]fesi¢ nic nenuti tyto vstupni
podminky zvolit a smi si zvolit i jiné varianty derivaci, které ale jesté nejsou
spoctené, a tudiz si za vysledek integrace smi dosadit libovolnou hodnotu. Tudiz
by bylo nutné kromé podminéné klauzule navic explicitné pridat klauzule, které
vyzaduji vstupni hodnoty v predpokladech. Tim ale podminéné klauzule ztraci
smysl a staci jen rovnou pridat predpoklady i vysledky do aserci bez podminek.

Bez pouziti podminénych klauzuli je vsak nutné pti ndvratu pridané aserce
odebrat, coz umoziiuji operace se zasobnikem aserci. Je nutné priddvat konfliktni
klauzule, tim se definitivné uzaviraji vétve ve stromu prohleddavaného prostoru
a algoritmus tak konverguje k vysledku. Se vzristajicim mnozstvim konfliktnich
klauzuli vsak roste slozitost dil¢ich operaci ovéreni splnitelnosti.

Postup je nasledujici:

1. Preklad vstupni formule:

i. Ulozeni definic diferencidlnich rovnic ze zpracovaného vstupu, urceni
rozlozeni fazi vypoctuP

ii. Slouceni vsech [ODE] které obsahuji spoleéné klice nepfimych argu-
mentt, do soustav [ODE]

iii. Inicializace [SMT] fesice, tj. zaslani modifikovaného vstupu bez spe-
cifikaci diferencidlnich rovnic.

iv. Inicializacefeéiée, tj. zaslani specifikaci (soustav) diferencidlnich
rovnic.
2. Nastav pocatecni ¢islo faze na 0: s := 0.
3. Ovéfeni splnitelnosti [SMT] formule:
e Je-li splnitelna, ziskej model, tj. ohodnoceni vsech konstant.
e Neni-li splniteln4, proved navrat:
i. Pokud s = 0, vstup neni splnitelny. Konec.

ii. Odeber vrchni troven zasobniku aserci: (pop 1).

34Tato operace neni diskutovéna, nicméné ve zcela obecném pifpadé se miZe jednat
0 pomérné naro¢nou ulohu.
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3. NAVRH ZVOLENEHO RESEN{

iii. Pridej konfliktni klauzuli (aserci) znemoznujici vstupni (nikoli
Vystupn@ ohodnoceni predchozi faze.

iv. Vrat se do piedchozi fize: s--, jdi na bod .

4. Pokud je dosazeno celkového poctu fézi, jdi na bod [9}

5. Vyber ohodnocené konstanty, které do faze vstupuji jako vstupni argu-
menty.

6. Proved vypocet viech diferencidlnich rovnic v ramci aktudlni fize a uloz
vystupy.

7. Pridej vystupni i vstupni hodnoty této faze jako aserce do nové trovné
zasobniku aserci: (push 1).

8. Prejdi do dalsi faze: s++, jdi na bod

9. Vypis ziskany model. Konec.
ento postup se diky konfliktnim klauzulim podobd algoritmu [DPLI]

hodnoty a tim zneplatnit celou klauzuli.
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KAPITOLA 4

Realizace

V implementaci fesi¢e jsem postupoval po jednotlivych softwarovych kom-
ponentach podle jejich ndvrhu. V nékterych piipadech, zejména u centralni
komponenty, je realizace oproti navrhu zjednodusena, coz je v odpovidajici sekci
explicitné zminéno. Vysledny prototyp lze pouzit pro tcely experimentovani
s riznymi modely hybridnich systémi a pro tucely srovnani s Fesicem pracujicim
s intervalovou metrikou, konkrétné dReal (viz. sekce [2.4)).

Nejprve popisi projekt jako celek, poté rozeberu implementaci jednotlivych
komponent, centralni komponentou konce. Na zavér uvedu vycet nékterych
nedostatkl a dosud chybéjicich funkcionalit jako seznam tkolt do budoucna.

4.1 Struktura a vlastnosti projektu

Projekt jsem nazval [SMTIHODH Solver| (SOS). Resi¢ je koncipovan jako sou-
bor knihoven, appletti a hlavnich aplikaci, implementovanych v jazyce C++.
Prestoze se jedna o prototyp, je projekt strukturné koncipovan tak, aby byla
jeho pripadnd rozsireni a dalsi vyvoj moznd provést snadno primo v ném. Pro-
jekt je zamyslen jako soubor knihoven umoziujici pouziti riznych [SMT| a[ODE]|
resicl jak jako samostatnych aplikaci, tak jako C++ knihoven. Projekt pouziva
verzovaci systém git, mé oteviené zdrojové kody a je vefejné dostupny véetné
tohoto textu prace na adrese https://github.com/Tomaqga/sos pod tolerantni
licenci

Zdrojové kédy napsané v C++ pouzivaji standard C++14 (nejsou zpétné
kompatibilni se starsimi standardy) a jsou umistény ve jmenném prostoru
S0S. Moduly, které zprosttedkovavaji néktery z [SMT] ¢i [ODE] fesicu, jsou
izolovany od dalsich zodpovédnosti. Tyto moduly jsou pochopitelné zavislé
na knihovnach tfetich stran. Kromé téchto (vyménitelnych) modula je vsak
cely projekt se zakladnimi funkcemi nezavisly od externich knihoven a vyuziva

vyhradné vlastn{ a standardni knihovny a[POSIX] C++ zdrojové kody
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4.2. Realizace vyrazl a jejich vyhodnoceni

tridou Expr_value<Arg>, kterd mize jako sablonovy parametr obsahovat i ne-
textovy typ (coz je vlastné v rozporu s navrhem). Jako jeji specidlni odvozena
tfida je zavedena tfida Expr_token, kterd obsahuje textovou hodnotu. Po-
kud uzivatel nepouziva objekty Expr_value<Arg>, pak je struktura nezavisla
od interpretace.

Expr_token umoziuje Sablonovou interpretaci svého textového obsahu jako
aritmetického typu pomoci get_value, a také nastaveni podle aritmetické
hodnoty pomoci set_value. Tyto konverze vSsak mohou byt nepresné, napft.
v pripadé cisel s plovouci fadovou ¢arkou. V takovém pripadé mtze byt
vhodnéjsi pouzit Expr_value<Arg>.

Zjisténi typu ukazatele je doporuceno provadét pomoci funkei is_evalue,
is_etoken a is_expr. Pfetypovani ukazateli na néktery odvozeny typ je
rovnéz doporuceno provadeét pomoci explicitnich funkei (ptr_to_expr, apod.).

Expr se typicky sestavuje z textového vstupu: std: :string nebo std::-
istream. Jedinymi specidlnimi znaky textového vstupu jsou znaky kulatych
zavorek ( a ), které interpretuji argument jako (pod)vyraz. VSechny ostatni
znaky jsou interpretovany jako tokeny oddélené bilymi znaky, jez nikdy nejsou
soucasti tokenii. Pro listy jsou pouzity pouze objekty textového typu — Expr_-
token.

Kazdy objekt tridy obsahuje interni iterator indikujici pozici v seznamu
potomki a s nim souvisejici funkce umoznujici sekvencni ¢teni i zdpis, pripadné
spojené i s pretypovanim, napr. peek, get, extract, get_token, extract_expr,
add_new_expr_at_pos, erase_at_pos, ...

Struktura objektu tiidy Expr je ilustroviana na obrazku .

Dale jsou vrazeny sablonové funkce, které provedou konverzi potomka
libovolného typu na aritmeticky typ (ptr_to_value, get_value apod.).

Nad sestavenymi vyrazy lze provést nékteré zakladni operace:

e simplify — vSechny (pod)vyrazy (vCetné kofenového), které obsahuji

jen jediny argument typu token, jsou prevedeny na token.

e to_binary — vyraz je transformovan tak, aby kazdy (pod)vyraz (véetné

kotenového) obsahoval nejvyse tii argumenty, z nichZ prvni musi byt
token s libovolnym nazvem funkce bez ohledu na jeji interpretaci.

e flatten — vSechny vnorené tokeny jsou presunuty do korenového vyrazu
a podvyrazy jsou smazany.

e transform to_args<Arg> — vyraz, ktery obsahuje vyhradné tokeny, je

transformovan na pole prvki typu Arg.

e get_eval<Arg> — provede se to_binary a vrati se objekt typu Expr: :-

Eval<Arg> sestaveny z polozek vyrazu.

Vyhodnoceni vyrazu je vzdy externim objektem, neni obsazeno jako ¢lenska
proménna. Dokud neni pouzita operace get_eval, je objekt zcela nezavisly
na svém vyhodnoceni a implementace tiidy Expr: :Eval<Arg> ani nemusi byt
pritomna. Ttidu Expr je tedy mozné pouzit i pro libovolné ticely vytvoreni
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(fun (2 3.14 ) x)

Expr_token Expr_token

Ilfunll IIX

Expr_value<int> }|—>] Expr_value<float>

2 3.14
Obrazek 4.2: Ukazka struktury objektu t¥idy Expr

Obrazek zanedbava informaci o tom, ze kazdy potomek Expr je ulozen jako
ukazatel na abstraktni tfidu Expr_place. Cervené sipky ukazuji na pocatecniho
potomka. pos znadi interni ukazatel na aktualni pozici v ramci sekvenéniho
prichodu potomky kazdého objektu Expr.

hierarchické struktury z prefixového textového vstupu bez jakékoli spojitosti
s aritmetickym vyhodnocenim.

Expr::Eval<Arg>. Nové objekty vyhodnoceni se konstruuji z objektt t¥idy
Expr, které musi byt v bindrnim ¢i unarnim tvaru, ¢i v jejich kombinaci.
Vytvoreni objektu vyhodnoceni s pfimymi a nepfimymi argumenty se déje
podle ndvrhu uvedeném v sekci

Klice neprimych argumentt jsou ukladany dynamicky bez duplikaci v poradi
prefixového prichodu vyrazem. Objekty tridy Expr: :Eval<Arg> maji pretizen
operator volani funkce, tj. (), s pozi¢nimi parametry s hodnotami pro nepfimé
argumenty v poradi, v jakém byly ulozeny jejich klice.

Aby bylo poradi parametru vyhodnoceni jednoznacné, je mozné mu je
explicitné prifadit pti konstrukci. Pokud vyraz obsahuje dalsi klice, které dosud
nejsou obsazeny, jsou umistény na konec seznamu klici. Mohou byt obsazeny
i redundantni klice, které ve vyrazu obsazeny nejsou, ale hodnota jim pfti volani
prifazena byt musi (ac libovolnd).

V undrnich a binarnich funkcich jsou pritomny vsechny rezervované funkce
specifikované ve vstupnim jazyce v sekcich [3.1.1.2] a [3.1.1.3]

Expr: :Eval<Arg> obsahuje stromovou strukturu objekt tiidy Eval: : Oper
reprezentujici hierarchii vyhodnoceni vyrazti Expr, dédle pole kli¢i neptimych
argumentu a pole jejich hodnot. Pole hodnot je nastaveno pfi volani celého
vyhodnoceni jako funkce.
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Eval: :Oper predstavuje binarni nebo unarni funkci s argumenty t¥ moznych
typu:

e piimy argument — hodnota,

e neprimy argument — ukazatel do pole hodnot kli¢,

e podvyraz — ukazatel na dalsi objekt typu Eval: :Oper.

Argumenty je nutné vyhodnotit az v momenté voldni funkce, proto je pouzit
princip liného vyhodnoceni (angl. lazy evaluation) — argumenty jsou uloZeny
jako nularni funkce, které jsou volany spolecné s volanim vyhodnoceni ob-
jektu Eval: :0Oper. Cely vyraz Expr: :Eval<Arg> je pak vyhodnocen volanim
kofenového objektu Eval: :Oper.

Priklady vyhodnoceni vyrazu:

(+ 5 (x 2 x)) -—> f(x) =5 + 2xx
(sin (* 2 £)) [x t] -—> f(x, t) = sin(2*t)
+y (xxx)) [x] ——> £(x, y) =y + x*x

kde f naznacuje vytvorenou funkci a [] explicitni nastaveni kli¢i neprimych
argumentu.

Obé tiidy jsou dostupné jako knihovny. Také je mozné je vyuzit pomoci
aplikace bin/applet/eval, kterd vyhodnocuje vstupni vyrazy, které mohou
obsahovat i nepfimé argumenty.

4.3 Implementace adaptéru resice

[SMT] fesi¢ je vhodné mit implementovén flexibilné tak, aby byla snadnd jeho
vyména, jak bylo diskutovéno v sekei[3.:2.1.1} V nasem prototypu je Fesi¢ pouzit
jako samostatna aplikace s textovym rozhranim podle [SMT}LIB standardu
verze 2. N&s néstroj byl testovan s resici a z3 (viz. sekce a .

[SMT] fesi¢ reprezentuje tfida SMT: :Solver, kterd momentélné zahrnuje
jak potrebné rozhrani, tak implementaci souvisejici s propojenim textového
rozhrani se synovskym procesem [SMT] fesi¢e. Vyhledové by bylo vhodné
rozhrani a implementaci oddélit, tj. tfidu realizovat jako abstraktni, ktera
poskytuje operace obecné potrebné k reseni hybridnich modela bez ohledu
na konkrétni implementaci. K této tfidé by byla poskytnuta jako zakladni
implementace odvozena tiida s nazvem napi. SMT: :Smtlib, kterd by operace
delegovala pres textové rozhrani. Bylo by vSak mozné zvolit libovolnou jinou
tfidu, ktera by napt. operovala primo s programovym rozhranim konkrétniho
Tesice jako knihovnym

Komponenta zahrnuje i ¢ast zodpovédnosti, které nesouvisi vyhradné jen
s [SMT] fesicem, ale jsou ¢dstetné spjaty s kombinovanim Fesice s diferencidlnimi

37TOba zminéné fesice jsou implementovany v jazyce C++. Pokud by byly vyssi
pozadavky na vykon nastroje, bylo by mozné je pouzit jako externi knihovnu s C++ rozhranim.
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Tabulka 4.1: Struktura Const_ids_rows pro s klicem x

Time_const_ids H Const_ids_entry 1 | Const_ids_entry 2 ‘

£.0,t1 || dx.1.0,%x.1.0,k0 | dx.2.0,x.2.0, k0
t1,t2 || dx.11,x.1.1, k1 |dx.2.1,x.2.1, k.1

Néazvy identifikdtora jsou jen priklady (nicméné maji typicky tvar), smi byt
libovolné. V tomto pripadé obsahuje model dva nezavislé systémy pouzivajici
definici [ODE] x. Kazd4 [ODE] obsahuje vlastni takovou tabulku.

rovnicemi. Ulohou komponenty je zprostiedkovani resice pro tcely tohoto
nastroje, ne implementace nezavislého resice.

Identifikatory a hodnoty vstupnich konstant jsou uloZeny podle prikazi
int-ode po radcich reprezentovanych strukturou Const_ids_rows, resp. Const_-
values_rows (pole struktur Const_ids_row, resp. Const_values_row) pro kazdou
ODE] zv14st. Klicem kazdého fadku identifikdtorii je unikatni dvojice konstant
pocatecni a koncové hodnoty nezdvislého parametru t (Time _const_ids) a hod-
notou je Const_ids_entries (pole struktur Const_ids_entry), tj. pole identi-
fikatort voleb derivaci, poc¢atecnich hodnot a vstupnich parametri kazdého
jednotlivého systému, ktery pouzivd danou [ODE] v daném okamziku. Pouziti
pole umoznuje, aby definovanou [ODE| mohlo soucasné pouzivat vice systému
nezavisle, napt. v pripadé kaskadni kompozice. Struktury hodnot konstant
jsou analogické.

Struktura Const_ids_rows pro jednu je naznacena v tabulce .

SMT: :Solver komunikuje s [SMT]fesi¢em pomoci operaci definovanych [SMT}
LIB standardem (viz. sekce , nicméné jednd se o obecny koncept operaci
pouzitelny pro rtizné implementace. Kazda uvedena operace je pozdéji roz-
vedena veetné konkrétnich pouzitych funkei. Realizace komunikace s [SMT]
feSicem je uvedena az v dalsi ¢asti.
Kromeé inicializace se jedna o tyto operace:

(check_sat) — ovéreni splnitelnosti aktudlnich aserci; vystupem je sat
nebo unsat (nebo unknown, coz je povazovano za chybu),

(get_value) — ziskani hodnot konkrétnich konstant, cemuz musi predchéazet
check_sat; vystupem jsou exaktni racionalni ¢isla zpravidla ve tvaru
zlomk,

(assert) — pridani hodnot konstant spjatych s aktualni fazi vypoctu,
jako podminky nebo jako konfliktu, do vrcholové irovné zasobniku aserci,

(push) a (pop) — pridani ¢i odebrani trovné zasobniku aserci.
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Ziskavani hodnot se vzdy vztahuje pouze ke vstupnim konstantam dané
faze. Pokud je vystup reprezentovan vyrazem, je vyhodnocen pomoci objektu
t¥idy Expr::Eval. Tyto vyrazy mohou mit teoreticky neomezenou piesnost,
coz by vyzadovalo pouziti dynamickych struktur s moznosti rozsitujici presnosti.
Implementovany jsou ale jen statické typy cisel s plovouci radovou carkou.
Problém nastava v momenté, kdy je potreba takové Cislo vypsat zpét ve tvaru
textu, aby hodnota zustala stejna. Vypis fesim zjednodusené pomoci fixniho
poctu desetinnych mist a ofezanim vyslednych hodnot integraci na jesté mensi
pocet, abych ponechal urcity prostor pro pripadné navyseni desetinnych mist
nachylné reseni, lepsim zptisobem by bylo pamatovani si nacitanych textovych
reprezentaci hodnot konstant a jejich opétovné pouziti pri vypise.
se strukturami (¢i jejimi ¢astmi) Const_* row pomoci funkci get_step_time -
values pocinaje a get_step_row_values konce. Vzdy vsSak jen v ramci jediné
faze i

Aserce lze priddavat obecné pomoci funkce assert, ale praktic¢téjsi je pouziti
funkce assert_step_row, kterd vytvori formule s veskerym obsahem struktur
Const_ids_row, Const_values_row a vysledku integrace [ODE|l Soucasné se
provede operace push. Vlozené aserce jsou interné ukladany do zasobniku, aby
bylo mozné v pripadé konfliktu provést i vice navrati v radé. Navrat provede
prostfednictvim funkce assert_last_step_row_conflict operaci pop a pridd
negaci vSech formuli se vstupnimi konstantami féze ze zadsobniku (tj. nevyzaduje
zddné argumenty).

Rozhrani vSech dosud zminénych funkci by mélo byt nezavislé na konkrétni
implementaci adaptéru [SMT] fesice.

Komunikace s FeSi¢em je zprostredkovéana pomoci dvojice nepojme-
novanych rour (angl. unnamed ¢i anonymous pipes) standardu [POSIX| Kazda
roura je jednosmérnd a je realizovdna v paméti, tj. mimo souborovy systém.
Cilovou platformou tohoto feseni jsou systémy z rodiny Unix, v ramci nichz by
mélo fungovat standardné.

Nastaveni komunikace provadi funkce fork_solver technikou fork-exec:

1. Vytvoreni dvou rour: funkce pipe.

2. Vytvoreni synovského procesu [SMT] fesice: funkce fork.

3. Synovsky proces presméruje standardni vstup a vystup do rour: funkce

dup2.
4. Synovsky proces se nahradi procesem [SMT]fesice: funkce execlp.
Poté rodicovsky proces komunikuje prostrednictvim rour pres jejich ziskané

deskriptory. K tomu slouzi standardni funkce write a read, které pracuji
na drovni (binarnich) bytt. V takové komunikaci je nutné mit dohodnuty
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néjaky protokol. V nasem piipadé staci jako zpravy prijimat bud celistvé
vyrazy, pokud zprava zacind zavorkou, nebo radky.

Prijimani zprav je implementovano sekvencné po jednom znaku, aby
bylo mozné detekovat konec zpravy a necist zadné znaky navic. To je po-
tencidlné neefektivni — lepsim feSenim by bylo vyhradit samostatné vlakno
pro prijimani blokia dat poskytovanych jako jednotlivé zpravy. Takové reseni

vevs

4.4 TImplementace adaptéru fesice

V sekei [3.2.1.2] jsem rozebral a odtvodnil ndvrh adaptéru pro [ODE] fesice
pomoci abstraktni tfidy a odvozenych t¥id. Podrobnéjsi navrh komponenty
[ODE] fesice jsem uvedl v sekei [3.2.2] Jako primdrni fesice jsem zvolil odeint a
[SUNDIALS] které je mozné pouzit jako externi knihovny uvniti odvozenych
tFid bez nutnosti dalsich rozhrani, jelikoz jsou napsény v jazyce C++, resp. v C.
jsem ale nakonec neimplementoval, jelikoZ nepodporuje nékteré
funkcionality jazyka C++, napt. objektové zapouzdreni, pretézovani operatoru,
Sablonové programovani. Jeho nasazeni by vyzadovalo ve srovnani s fesicem
odeint zavddéni dodatecnych ttid, které by poskytovaly néjakou abstrakci
nad strukturami a funkcemi. Proto jsem zvolil pouze Tesi¢ odeint.

Realizaci dynamickych specifikaci diferencialnich rovnic z textovych retézct
a jejich vyhodnoceni jsem provedl prostrednictvim vlastnich tfid pro vyrazy a
jejich vyhodnoceni podle avizovaného navrhu v sekci [3.2.2.1] Realizace téchto
ti{d byla popsdna v sekci [4.2}

Nejprve popisi abstraktni tfidu[ODE]|fesice, a poté odvozené t¥idy s konkrétnimi
implementacemi FeSen{ [ODE]

4.4.1 Abstraktni trida feSice

Abstraktni tfida [0DEJ: :Solver poskytuje vétSinu potfebnych funkcionalit
pro obecny [ODE] fesi¢, ktery pfijimé vstupni specifikace diferencidlnich rov-
nic prostfednictvim objektd ttidy Expr a jejich vyhodnoceni provadi interné
pomoci objekti tiidy Expr: :Eval. Externi [ODE] fesi¢ m4 na starosti pouze sa-
motné feseni rovnic na zakladé konkrétné definovanych vyrazi, ostatni operace
deleguje na abstraktni tiidu.

Trida neni zavisld na navrzeném vstupnim jazyce a celkové na kombinovani
s [SMT] fesicem. Méla by byt pouzitelnd jako obecny [ODE] fesi¢, jen s tim
rozdilem, ze je mozné pro kazdou [ODE]| nastavit vice variant derivaci.

4.4.1.1 Specifikace rovnic

Zakladni forma inicializace TesSice se provadi z paru objektt typu [ODE): : Odes_-
spec a [0DE]: : Param_keyss.
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Param keys, nebo pokud jsou vsechny polozky identické. Pak je prvni polozka
interpretovana jako sjednocené kli¢e pro vsechny [ODE]

Sjednoceni kli¢i 1ze také explicitné vynutit, ale to je mozné pouze pti kon-
strukci resice. V tomto pripadé se vytvori mapovani nesjednocenych kli¢t na vy-
tvorené sjednocené pomoci ¢iselnych indexi, které je pristupné z funkce cunif -
param keyss_ids. Druha strana si tak miize pomoci tohoto pieorganizovat
své specifikace rovnic a nadale pouzivat pouze sjednocenych kli¢t. To je sice
efektivni varianta, ale relativné nepohodlna. Proto je umoznéno i nadale pfi
feSeni rovnic poskytovat vstupni hodnoty v nesjednoceném tvaru, které resic¢
interné sjednoti sdm aplikaci mapovani.

Kazdé pole kli¢i musi splnovat nasledujici pravidla:
e Pokud je pritomen kli¢ nezavislé proménné t, musi byt umistén na po-
sledni pozici.

e Musi byt obsazen alespon jeden kli¢ ruzny od t, ktery je interpretovan
jako kli¢ integrované funkce. Jeho pozice musi byt nasledujici:

— nezavisly stav — prvni pozice,

— sjednoceny stav — pozice na diagondle, tj. pozice klice odpovida
pozici Ode_spec v ramci Odes_spec.

Jinou formou inicializace fesice je pomoci textového vstupu (std::string
nebo std: :istream), které jsou delegovany na konstrukei pomoci Expr. Vstupni
Fetézec je forméatovan jako dvojice vyrazu, které maji strukturné shodny tvar
s dvojici [ODE]: : 0des_spec a [0DE|: : Param_keyss, s jedinou vyjimkou: pokud je
explicitni pozadavek na sjednoceni kli¢l, je navic mezi dvojici vyrazi nutné
vlozit token *.

4.4.1.2 Redeni rovnic

Podobné jako u specifikaci rovnic je mozné provést vypocet rovnic bud’ pfimo
s parametry pozadovanych typt, nebo z textového vstupu. Zakladni vstup
tvori dvojice objektd typu ODE: :Dt_ids a Solver::Contexts.

Dt_ids reprezentuje pole indext zvolenych variant derivaci Dt_spec pro toto
feseni. Tento parametr neni zavisly na stavu resice, zda je ¢i neni sjednoceny.

Contexts je pole objektl typu Context. Pokud je voldno reseni rovnic jako
sjednocenych, je nutné predat jen jediny Context, jelikoz maji vSechny [ODE]
sjednocené klice a tedy i hodnoty jim prifazené. Lze vSak pouzit i obecnou
funkci feseni rovnic (prijimajici Contexts), kterd, v piipadé, Ze se fesi¢ nachdzi
ve sjednoceném stavu, se pokusi aplikovat interni mapovani nesjednocenych
pozic na sjednocené (jak bylo popsano v ¢asti o sjednocenych kli¢ich). (Nebo
lze predat Contexts se shodnymi polozkami.)

Context je t¥ida obalujici po¢dtecni a koncové podminky fesen{[ODE] Pocdtecnimi
podminkami jsou po¢éteéni hodnoty vSech parametri[ODE|a nezdvislé proménné

62



4.4. Implementace adaptéru |ODE]| fesice

t (viz. vztah ) Jako koncové podminky se (zatim) fixné povazuje jen
koncova hodnota nezavislé proménné t.

Pocateéni hodnota t se vzdy uvadi oddélené od vsech ostatnich parametri
a nesmi byt v nich duplicitné obsazena. V ptipadé, ze je dana [ODE] zavisla
na t, je jeji hodnota pridavana automaticky uvnitt resice Solver.

Resen{ rovnic se provad{ riznymi ¢lenskymi funkcemi Solver: :solve*
zavisle na predavanych parametrech a na pozadavek sjednoceni kli¢i. Pro reseni
jen jediné [ODE] slouzi solve_ode. Pro feSeni vSech rovnic slouz{ solve_-
odes, ktera samostatné detekuje, zda zvolit sjednoceny vypocet. Pro explicitni
pozadavek na sjednoceny vypocet slouzi solve unif odes, ktera selze pokud
kli¢e rovnic nejsou sjednoceny. Posledni moznosti je funkce solve, kterd prijima
textovy vstup ve tvaru dvojice vyrazi se stejnou strukturou jako maji typy Dt_-
ids a Context(s). Pokud je v druhém vyrazu specifikovan jen jeden Context,
jsou rovnice Teseny sjednocené.

4.4.1.3 Dalsi operace

Dalsimi operacemi obsazenymi ve verejném rozhrani tfidy jsou:
e set_step_size — nastavi (poc¢atecni) velikost kroku integraci,
e add_ode_spec — prida specifikaci dalsi [ODE]s kli¢i parametri,
e is unified — vrati priznak, zda je TesSi¢ ve sjednoceném stavu; pokud
neni a dosud to nebylo ovéreno, je ovéreno, zda skutec¢né sjednoceny nend,

e cparam keyss — zkonstruuje objekt typu [ODE]: : Param_keyss s klic¢i pa-
rametri vsech zvlast,

e cunif_param keys — vrdti referenci na sjednocené kli¢e vSech [ODE] typu
ODE|: : Param_keys; selze, pokud is_unified neni pravdivé,

e ctrajects, cunif _traject — vrati referenci na objekt typu Solver: :-
Traject(s) (viz. ddle),

e lidsky citelny vypis vSech obsazenych rovnic fesice.

Traject je tiida, kterd shromazduje prubéh (trajektorii) integrace jedné
[ODE] tj. obsahuje pole hodnot nezdvislé proménné t a hodnot vSech parametri
[ODE] Tyto jsou platné jen v ramci jednoho feSeni rovnic — hodnoty jsou
pii kazdém volani funkce solve* z kapacitnich divodi resetovany.
Trajects je pole objektd Traject o velikosti po¢tu [ODE] fesice.

Ttida Solver (a jeji odvozené t¥idy) je dostupnd jako knihovna. Také je
mozné ji vyuzit jako aplikaci, k cemuz poskytuje sablonovou tiidu Solver: : -
Run<S>, kde S je konkrétni odvozend trida s implementaci integrace. Aplikace
pouzivé inicializaci a feseni rovnic s textovymi vstupy a chova se jako filtr:
na inicializaci odpovi vypisem cparam keyss nebo cunif_param keys a na
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kazdé Feseni (solve) vypisem vysledku. Je-li specifikovan vystupni soubor,
jsou do néj prubézné ukladany vypisy objekti Traject(s).

4.4.2 Odvozené tridy

Ttidy odvozené od [ODE): : Solver musi dodat implementace integrace rovnic.
Solver obsahuje tfi virtudlni neverejné metody: eval_ode, eval_odes a eval -
unif_odes. eval_odes ve vychozim tvaru jen vyplni pole vysledkti pomoci
jednotlivych volani eval_ode; zbylé dvé funkce nejsou implementovany. Odvo-
zend trida tedy musi definovat jak nezavislé integrovani jednotlivych rovnic,
tak synchronni integraci vSech rovnic, maji-li sjednocené klice.

Euler poskytuje trividlni implementaci integrace pomoci explicitni Eulerovy
metody (viz. vztah (2.1))). Tato ti{da slouzi zejména k demonstracnim a
testovacim ucelim, jelikoZ je Eulerova metoda nepresné. Trida neni zavisla
na externich knihovnéch.

Spustitelna aplikace tfidy je umisténa v souboru bin/applet/euler.

Odeint vyuzivd nékterych funkei fesice odeint (viz. sekce [2.3.1.3)).
Odeint je realizovan vyhradné uvniti hlavickovych soubortd v ramci C++
knihoven Boost, které tfida Odeint ¢astecné zahrnuje. Zatim je pouzita pouze
vychozi funkce odeint: :integrate, které jsou z t¥idy Solver v kazdém kroku
integrace poskytovany vypoctené hodnoty z objektti typu Dt_eval. Funkce
pouzivd metodu Dormand—Prince 5, coz je explicitni adaptivni Runge-Kutta
metoda (viz. sekce [2.3.1.2)).

Implementace tiidy Odeint je trividlni, nebot feSi¢ odeint nevyzaduje
zadnou inicializaci a pouze se vola funkce integrate s pocatecnimi a koncovymi
hodnotami a s funkénimi objekty.

Spustitelna aplikace tfidy je umisténa v souboru bin/applet/odeint.

4.5 Implementace zpracovani vstupu

Navrh zpracovani vstupu je uveden v sekci Pro tyto ucely byla vytvorena
tfida Parser. V prvni fadé je vstup predzpracovan (viz. dalsi sekce). Poté
je ke zpracovani vstupu pouzit objekt t¥idy Expr, ktery by mél jako piimé
potomky obsahovat pouze dalsi vyrazy Expr, jelikoz v kofenové tirovni nejsou
tokeny povoleny (po predzpracovani). Vyrazy v prvni drovni predstavuji prikazy,
které jsou prochazeny rekurzivné, pokud se néjak dotykaji resice. Ostatni
vyrazy, zejména ty tykajici se vyhradné [SMT]|fesice, jsou ponechdny ¢asteéné
nebo zcela nezpracovany.

Hlavnim tkolem je zpracovani prikazt define-dt a int-ode, z nichz je
nutné shromazdit specifikace vSech a nazvy konstant vstupujici do int-
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-ode jako vstupni argumenty. K tomu slouzi struktura Odes, coz je pole struktur

Ode.
1.

2.
3.

Ode je pétice téchto struktur:
Ode_key — Kkli¢ (identifikator)

/v o

Dt_keys — pole kli¢u (identifikdtori) variant derivaci,

0de_spec — pole specifikaci rovnic derivaci (viz. sekce |4.4.1.1)) ve stejném
poradi, jako Dt_keys,

Param keys — spolecné klice nepfimych argumentii pro vSechny rovnice
v Ode_spec; neni kontrolovano, zda jsou klice nap¥i¢ vSemi rovnicemi
dané [ODE] shodné,

Const_ids_rows — pole identifikdtort vstupnich konstant jednoho prikazu

int-ode — viz. sekce [4.3|a tabulka (4.1]).

S vyjimkou Const_ids_rows pochdazi vSechny ostatni hodnoty z prikazi define-

-dt. Polozky Const_ids_row jsou v ramci pfislusného klice 0de_key uklddany

v poradi, v jakém jsou ve vstupu ¢teny prikazy int-ode. (Urceni fazi podle

konstant nezavislych proménnych t neni zodpovédnosti zpracovani vstupu.)
Hodnoty kli¢t, véetné téch z Const_ids_rows, jsou také duplicitné ukladany

do vyhledavacich stromovych struktur, aby byly rychle dohledatelné.
Prikazy, které jsou zpracovany, jsou:

e set-logic — povoleny jsou vSechny logiky zminéné v sekci[3.1.1.2] a to

vcetne logik bez volnych funkénich symbold,

define-dt — uloz se specifikace varianty derivace dané[ODE} pii prvnim
vyskytu kli¢e 0de_key dojde k deklaraci [ODE] tj. uloZeni kli¢e Ode_key a
kli¢i nepfimych argumentti Param keys spoleénych pro vsechny varianty
derivaci,

define-ode-step,

int-ode — ze vstupnich argumentt prikazu se vytvori jedna polozka
Const_ids_row pro odpovidajici kli¢ 0de_key, kterd je vlozena na konec
pole Const_ids_rows; pifkaz je do [SMT] vstupu transformovan jako
konstanta (¢emuz predchézi jeji deklarace); vstupni argumenty prikazu
must byt globdlni identifikatory.

Dale je zpracovan kazdy token. Dosud se provadi jen transformace zdpornych
numerickych literali na vyrazy.

Komponentu je mozné pouzit jako knihovnu, nebo pomoci textové aplikace
bin/applet/parser, kterd na standardni vystup vypiSe vstup pro [SMT]|fesic¢ a
na chybovy vystup vstup pro [ODE] fesi¢. Pomoci pfepinace -E lze také provést
pouze predzpracovani vstupu a vysledek vypsat na standardni vystup.

4.6 Implementace predzpracovani vstupu

Realizace predzpracovani vstupu navazuje na navrh uvedeny v sekei [3.2.4]
Vysledkem je tiida Preprocess, kterd je implementovana uvniti tfidy Expr
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(viz. sekce7 jelikoz 1ze predzpracovani pouzit pro libovolny textovy prefixovy
vstup obsahujici komentare a makra stejné se vstupnim jazykem (viz. sekce
, a protoze je celé zpracovani silné vazano na interni objekt t¥idy Expr.
Samotna tfida Expr je vSak nezavisla na implementaci tfidy Preprocess.

Globalni a lokalni makra jsou uloZena zvl4st ve vyhleddvacich stromech
Macros map a Lets_map. Macros_map obsahuje jako hodnoty dvojice Macro_-
param keys (ndzvy parametri makra) a Macro_body (alias pro Expr). Lets map
obsahuje jako hodnoty zasobniky objekti Let_body (alias pro Macro_body).

Prikazové makro #for je zatim implementovano jen ve formé celociselného
vzestupného rozsahu fidici proménné s jednotkovym krokem (varianta [1f).
Pro ostatni pripady lze vyuzit rekurzivnich volani uzivatelskych maker.

Aritmetické expanze vyrazi jsou implementovany pomoci t¥idy Expr: :-
Eval (viz. sekce . Ve skutecnosti se jedna o expanzi tokenu, jelikoz vyrazy
jsou predchazeny tokenem $. Makra #if a #for pouzivaji ke svému vyhodnoceni
aritmetickou interpretaci tokenti, k ¢emuZ je pouZita bud aritmetickd expanze
vyrazu, nebo, v pripadé, ze se jedna o literal, ziskdni aritmetické hodnoty
z objektu t¥idy Expr_token pomoci get_value (viz. sekce .

Vzhledem k tomu, ze C++ neni dynamicky typovany jazyk, a pozadovany
typ argumentii je zjistovan dynamicky z textového vstupu, bylo nutné progra-
mové odlisit pripady pouziti redlnych a celych ¢isel. K reprezentaci hodnoty
jsem pouzil konstrukt union, ktery umoziiuje pamétovou oblast interpretovat
jako ruzné typy (ackoli pouze staticky).

Zpracovani maker v ramci tokenu je provedeno tak, ze se token rozdéli
na ¢asti podle znaku #@ Pokud jsou obsazeny alespon dvé takové éasti, prida
se kazd4 do vyrazu jako novy token a zpracuje se zvlast, a poté je vysledek
vSech expanzi spojen do pravé jednoho tokenu, ktery muze byt i prazdny.
Rezervovand makra voland jako # a ## jsou implementovana takto:

e je pridano globalni makro s prazdnym nazvem,

e pii rozdéleni tokenu na ¢ésti je pro kazdou nalezenou ¢ast (kromé té po-
sledni), ktera je rovna jedinému znaku #, odmazan prvni znak z nasledujici
casti, ktery nutné musi byt roven #. Tim je simulovano volani makra ##.

Escape sekvence \# je implementovana tak, ze se do ¢asti tokenu, kterd
zacind znakem #, a kterd nasleduje za ¢ésti, kterd kon¢i znakem \, prida dalsi
znak # na zacatek. Pokud je nasledné pri zpracovani expanze makra toto
detekovano, odmaze se prvni znak a expanze neni provedena.

Komponentu lze pouzit jako knihovnu nebo pomoci aplikace bin/applet/-

parser (viz. sekce [4.5)).

38Kazda &4st muze obsahovat nejvyse jeden znak # pravé na prvni pozici.
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4.7 Realizace tridici komponenty

Ulohou centralni komponenty je ridit a reSi¢ (sekce a a

prabéh kombinovaného vypoctu. Postupoval jsem dle navrhu komponenty
uvedeném v sekci a navrhu fdiciho algoritmu ze sekce Kompo-
nenta je vsak realizovana jako prototyp, nékteré funkcionality chybi nebo jsou
zjednoduseny.

Ridici komponenta je umisténa v sablonové tiidé Solver<0Solver>, kterd

veve

Vewve

konkrétni implementaci obsahuje zvolend odvozend tfida 0Solver. Vyhledové
by bylo lépe pouzit také t¥idu [SMT]fesic¢e jako rozhrani s volitelnou implemen-
taci (jak bylo uvedeno v sekci jako sablonového parametru.

Oproti navrzenému zdkladnimu fidicimu algoritmu byla aplikovana nésledujici

zjednoduseni:

e Faze vypoctu jsou brany v poradi, ve kterém se nachazi prikazy int-ode;
je zodpovédnost uzivatele, aby hodnoty vstupnich konstant nezavislé
proménné t tvorily neklesajici posloupnost. Pocet piikazi int-ode
na jednu fazi, véetné shodnych [ODE] vsak neni omezen.

e Rozlozeni vSech faz{ musi navic byt pro vSechny [ODE] stejné. To prakticky
znamena to, ze vSechny prikazy int-ode musi pouzivat pouze jednu
spolec¢nou sadu konstant nezavislé proménné t.

e Podle poradi vyskytu se také sestavuji soustavy [ODE} pro kazdy piikaz
int-ode se v rdmci dané [ODE]a féze vlozi soubor vstupnich identifikdtorta
na posledni pozici f"édkulﬂ; soustavy se pak berou podle shodnych
pozic v téchto Faddcich. Soustavy [ODE] jsou integrovény sjednocené, ale
navzdjem oddélené (vice je uvedeno v samostatné ¢dsti).

Vypocet se provadi funkei solve, ktera zavola funkci do_step pro pocatecni
fazi a pocitd se dokud neni dosazeno posledni faze (pak bylo nalezeno spliujici
ohodnoceni vstupu), nebo dokud neni proveden navrat z poc¢ateéni faze (pak
vstup nenf splnitelny).

Vv

vstupnich struktur.

Inicializace resice spocivé v zaslani specifikaci rovnic a kli¢i neptimych
argumentd v nezavislém tvaru. S vyhodou je vyuzito toho, ze ODE: : Solver
umi explicitné vynutit sjednoceni klici a také pozdéji sém provadét mapovani
pozic hodnot nezavislych kontextii do sjednoceného. Ridici komponenta tedy
kromé priznaku v konstruktoru fesice, ktery vyzaduje sjednoceni, je zcela
oprosténa od této skutecnosti a pracuje s rovnicemi jako s nezavislymi.

39Ve struktufe Const_ids_rows v Fadku s kli¢em Time_const_ids na konec pole Const_-
ids_entries, viz. @
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Reseni dil¢ich Regi¢ ODE: : Solver je vzdy pouzivan ve sjednoceném
stavu v rdmci kazdé soustavy [ODE] Soustavy nemohou byt navzijem zdvislé
jinak, nez jako konstantni Vstupy@

Soustavy casto reprezentuji néjakou kompozici vice systému, které maji
shodné specifikace rovnic, ale riizné vstupni a vystupni konstanty. Vznikaji
pouze v pripadech, kdy je pfikaz int-ode pouzit vicekrat pro stejny iden-
tifikdtor [ODE] a soucasné stejnou fazi, tj. dvojici identifikdtort nezavislé
promeénné t.

Soustavy nejsou ulozeny souvisle, nebot prvnim kritériem rozdéleni
téchto dat ve zpracovani vstupu je identifikdtor [ODE] poté faze a az nésledné
soustava, tj. poradi v faddku. Ve vnéjsi smycce se iteruje pfes soustavy a
ve vnitin{ pres diléi[ODE] Tim se pro kazdou soustavu vypocte vysledny vektor
integrace (vystupni hodnoty vsech dané soustavy).

[SMT] fesi¢ ale ptijima hodnoty organizované nejprve podle [ODE| a poté
podle soustav. Je tedy jesté nutné provést transpozici matice vysledkii.

Cely nastroj 1ze pouzit jako knihovnu, nebo jako aplikaci. Aktualni podoba
aplikace je umisténa v souboru bin/sos_odeint, kterd pro feSeni [ODE| pouzivé
odeint (tfida ODE: :0deint).

4.8 Seznam dalsich ukola

e Doplnit dokumentaci zdrojovych kédua.
e Implementace ridiciho makra #for ve vSech variantach.

e Kontrola piikazii define-dt, zda maji v rdmci dané [ODE| vSechny shodné
kli¢e neprimych argumentt.

e Lepsi zachdzen{ s vystupnimi textovymi hodnotami z [SMT] fesice, pokud
se do néj nasledné posilaji zpét jako podminky.

e Oddéleni rozhrani od implementace ve t¥idé SMT: : Solver; odvozenou
tfidu zavést jako druhy Sablonovy parametr t¥idy Solver.

e Vyhrazeni samostatného vldkna pro piijem odchozich zprav [SMT]fesice
po blocich.

e Realizace odvozené t¥idy pro implementaci [ODE] feSice SUNDIALS]

e Umoznit obecnéjsi nastaveni fazi vypoctu v fidici komponenteé.

e Umoznit obecnéjsi koncové podminky diferencialnich rovnic, napt. podle
koncové hodnoty funkce, nebo pfimo umoznit pritbéznou kontrolu obecnych
invariant.

40Pokud je nutné synchronné integrovat vice soustav soucasné, je nutné provést duplikaci
definic (pfikazy define-dt) s odlisnymi ndzvy jejich klicd (ndzev identifikdtoru [ODE]
pripadné i parametri).
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e Implementace efektivnéjsiho algoritmu redukujiciho pocet operaci ovéreni
splnitelnosti vstupu.

e Implementace vystupu unknown pro pripady, kdy vypocet pravdépodobné
nikdy neskoné¢i (napf. pro intervalové pocateéni podminky).

e V pripadé poptavky umoznit i synchronni vzajemnou zavislost soustav
[ODE] bez nutnosti redundantnich specifikaci diferencidlnich rovnic, které
v/ . . . 7’ V]
se lisi jen v identifikdtoru [ODE!

e Piepsat funkci fidici komponenty do_step tak, aby bud vyuZivala ex-
plicitni zasobnik, nebo jesté 1épe byla zaloZena jen na itera¢ni smycce.
(Jinak hrozi preteceni systémového zasobniku u rozsdhlych tloh s velkym
mnozstvim navrati.)

' Moznym navrhem budiz zaveden{ pifkazu declare-ode se zavedenim identifikdtoru
[ODE] a prifazenim identifikdtord variant derivaci, které by se mohly objevovat vicekrdt nap¥{c
témito prikazy.
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KAPITOLA 5

Experimentalni cast

V této kapitole aplikuji realizovany koncept na vybranych praktickych tlohach
a srovnavam vysledny vykon s fesicem dReal. Nejprve uvedu metodiku, dle
které jsem pii méreni postupoval, a poté jednotlivé piiklady. Na zavér uvedu
nékteré pripady uziti, na které by bylo mozné resi¢ pouzit.

5.1 Metodika

U kazdého prikladu jsem méril jednak celkovy ¢as naseho postupu a reSice
dReal pro srovnani, a dale jsem zvlast u naseho kédu provadél profilaci ¢4sti
vypoctu spadajicich jen do[SMT|a do |[ODE]fesice (resp. jejich adaptéru).

Je zahodno zdlraznit, ze srovnani s fesicem dReal neni piesné, protoze
dReal je robustnéjsi a poskytuje relevantnéjsi vysledky, které az na zvolenou
odchylku presné dodrzuji vSechny invarianty po celou dobu integrace. (Je vsak
otazkou, nakolik je to v daném piikladé uzitetné.) NS koncept pracuje pouze
na principu diskretizace ¢asu, a ke kontrole invariant dochézi jen v téchto
bodech. Pocéteéni podminky jsem ale nastavoval stejné (neni-li fe¢eno jinak),
tj. i v Tesi¢i dReal jsem intervalové podminky jen aproximoval — tlohy jsem
koncipoval jako [[VP] aby bylo srovnéni v tomto ohledu relevantni.

Déle je potieba, aby oba fesice pocitaly podobny rozsah nezdvislé proménné
t. To jsem Tesil tak, ze jsem dReal spustil po urcity pocet kroku (tj. kroky
BMC| zmény diskrétniho stavu), a podle koncové hodnoty proménné t nastavil
vstup do naseho resice.

dReal jsem spoustél jen se zdkladnimi parametry, nestudoval jsem moznosti
pouziti riznych tamnich heuristik (napf. heuristika). Déle v pfipadech,
kdy jsem prevadél priklady modeli do formatu dReal, nemohu zarucit, Ze jsem
ucinil natolik efektivné, jak by mohla ucinit osoba podrobnéji znald tohoto
programu.
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5.1.1 Meérici prostredky

Vsechna méreni byla provedena na Intel®Core™ i7-4702MQ o (zékladni)
taktovaci frekvenci 2,6 GHz na [OS| Arch Linux. Paralelismu nebylo vyuZito.

Vlastni projekt jsem prelozil programem g++ s optimalizaci -01.

K meéteni celkového casu pro srovnani s resicem dReal byl pouzit piikaz
time (ktery zahrnuje i systémové rezie spojené s procesem).

K profilaci vlastniho kédu byly pouzity funkce omp_get _wtime standardu
OpenMP)

Z [SMT]fesi¢u jsem pouzival FeSi¢ z3, ktery si pocinal efektivnéji nez[CVCH.

5.2 Srovnavaci ulohy

Vewve

Vv

nebot prozradi nékterd prvni zjisténi, kterd se budou v dalich tlohdch opakovat.
Posledni srovnéni je obsazeno v ukézkové tloze v piiloze [E]

V priloze [D] uvadim tlohy, které se mi podafilo realizovat pouze v nasem
nastroji.

5.2.1 Skakajici mic

Jedna se o jednoduchy demonstraéni priklad, ktery vyzaduje dodrzeni invariantu
hodnoty integrované funkce. Ptiklad je prevzat z dReal, s jedinou tpravou —
aproximace intervalovych pocate¢nich podminek (pfevedeni na .

Diskrétni stav modelu je trividlni: obsahuje jedinou Booleovskou proménnou,
ktera indikuje, zda mi¢ pada k zemi, nebo se odrazi vzhiru.

Spojity stav je reprezentovan proménnymi x (vyska, resp. vertikalni po-
zice) a v (rychlost). Vyska musi spliiovat invariant, Ze neni zdpornd: x >= 0.
Znaménko rychlosti musi odpovidat diskrétnimu stavu.

Pocateéni podminky jsou nasledujici: v = 0 a interval 5 <= x <= 15
vyjadren jako vycet hodnot s krokem 0.25 ((or (x = 5) (x = 5.25) ...)).

V nasem pripadé nam invariant vysky pusobi potize, jelikoz jej nejsme
schopni zaruc¢it. Budeme jej nuceni néjakym zptsobem relaxovat: invariant
jsem modifikoval na tvar x >= -1. Je nutno nastavit velky pocet fazi (tj. ma-
lou vzdélenost mezi ovéfenim invarianti), aby se minimalizovalo poruseni
puvodniho invariantu (kdy je mi¢ pod tirovni podlozky).

Pouzita byla zakladni varianta fixni délky faze, kterd v tomto pripadé neni
ptilis efektivni, nebot v drtivé vétsiné faz{ ke zméné diskrétniho stavu nedochdzi.
Lepsi variantou by bylo dynamické nastavovani délky faze podle néjakého
odhadu doby, po kterou by se zarucené védélo, Ze jesté ke zméné nemuze dojit.
Tyto odhady by bylo mozné pridat do vstupu jako formule popisujici nasledné
casové okamziky. V kazdém pripadé je pouziti naseho nastroje pro tento priklad,
bez kontrolovani invariant v rdmci integraci, neperspektivni.
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0 6

SN

Obrazek 5.1: Skakajici mi¢ v dReal (s aproximovanymi intervalovymi

podminkami)

Oranzova Cara prestavuje funkei x (vyska), modra ¢ara funkei v (rychlost).

State
o

0 1 2 3 4 5 6 7

Time [s]

Obrazek 5.2: Skakajici mi¢ s délkou faze 0,05 s.

Funkce x znaci vysku, v rychlost.
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State
Y
/
/
\

N S SR S S NS S S S S S S SO S S NS S S S
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Time [s]
Obrézek 5.3: Skakajici mi¢ s délkou faze 0,2 s.

Funkce x znaci vysku, v rychlost.

Tabulka 5.1: Skakajici mi¢: srovnani délky vypoctu

Varianta || Délka vypoctu [s] | Vystup
dReal 0,10 sat
T = 0.025 8,3 sat
T= 0.05 1,96 sat
T= 0.1 0,54 sat
T= 0.2 1,04 sat

Radky s T se tykaji naseho nastroje s fixni délkou féze T [s].

Na obrazku je uveden graficky vystup piikladu v dReal, na obrazcich
a pak vystupy naseho nastroje, s odliSnymi délkami fazi. S kratsi
délkou faze dojde k méné vyraznému poruseni invariantu, kdy vyska mice
klesne pod nulu.

Tabulka zachycuje namérené délky vypoctu naseho nastroje s rozdilnymi
délkami fazi a vysledek fesice dReal. Tabulka uvadi rozlozeni celkové

doby vypoctu mezi fesice [SMT] a [ODE]

Diskuze vysledkt. Z tabulky vyplyva, ze zvolena délka fazi drama-
ticky ovliviuje celkovou délku vypoctu. Soucasné se vyskytl parazitni jev, kdy
je pripad s T = 0.2 pomalejsi nez T = 0.1. To je zptsobeno tim, Ze v prvnim
jmenovaném pripadé dochéazi k navratim z divodu poruseni i relaxovaného
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Tabulka 5.2: Skakajici mic: profilace ¢asti vypoctu

T [s] || Pomér lm‘ (%] | Pomér Iﬁ' [%]
0,025 99,9 0,1
0,05 99,9 0,1
0,1 99,8 0,2
0,2 99.7 0.3

Poméry znadi relativni dobu vypoctu dotcené ¢asti vzhledem k celkovému casu.
T znadi fixni délku faze.

invariantu x >= -1, k ¢emuz u kratsich délek fazi nedochazi.

Smutnou zpravou je, ze je dReal vyrazné rychlejsi. Nase feseni je v tomto
piipadé nevhodné, nebot vyzaduje mnoho fazi a pii zvoleni malého mnozstvi
dochéazi k prilisSnému porusovani invariantt, a tedy néavratim.

Nejedné se vsak o neprekonatelny problém, jelikoz nedostatek plynouci
z ignorovani invariant v priibéhu integraci je pouze zélezitosti nedostatecné im-
plementace, z hlediska navrzeného konceptu feseni [[VP] se nejednd o prekdzku.

Tabulka ukazuje, ze predpoklady uvedené v ndvrhu ridiciho algoritmu
v sekei [3.2.5] byly spravné: doba strdvend operacemi ovéren{ splnitelnosti vstupu
zdsadné prevysuje dobu integraci. To je dobra zprava, nebot je zde prostor
pro optimalizaci pomoci maximéalni redukce téchto operaci a pripadného vétsiho

vytizeni [ODE] fesice.

dReal si s timto prikladem poradil velmi dobie. Pfipomenme, zZe jsme
vytadili vSechny intervalové podminky a nahradily je vyc¢ty hodnot. Jak se
dReal chova v pripadé, ze pracuje s intervalovymi podminkami, pro které byl
navrzen?

dReal s intervalovymi podminkami. Resi¢i dReal jsem dlohu piedlozil
také v pivodni formé s intervalovymi pocatecnimi podminkami 5 <= x <= 15,
tj. nekoneCnou mnozinou pocatecnich stavi.

dReal samoztejmé nepracuje s nekonecnou mnozinou, ale umoziuje nastavit
velikost nejistoty 9, o kterou jsou vstupni formule zjednoduseny. Obrazky a
ukazuji vyslednou trajektorii funkce x s riznymi volbami §. (V predchozim
pripadé s aproximovanymi intervaly jsem ¢ nastavil na néjakou vysokou hodnotu
(napf. 1000), protoze nizké hodnoty pouze negativné ovliviiovaly dobu vypoctu,
aniz by mély pozitivni vliv na presnost vysledku.)

Tabulka navzdjem srovnava délku vypoctu pro rizné volby § spole¢né
s variantou aproximovanych intervalovych podminek.

7 vysledného méreni to vypada, ze nejlepsi variantou z hlediska délky
vypoctu je vycet vstupnich hodnot, tj. vyhnuti se pouziti intervalu. To je
zéroven hlavni rozdil mezi pouzitim naseho Fesice a dReal (pouziti klasickych
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Obréazek 5.4: Skakajici mi¢ v dReal s intervalovymi podminkami s § = 0,01

0 znadi vstupni velikost nejistoty. Znazornéna je jen funkce x (vyska).

Obrazek 5.5: Skakajici mi¢ v dReal s intervalovymi podminkami s § = 1

0 znad¢i vstupni velikost nejistoty. Zndzornéna je jen funkce x (vyska).
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Tabulka 5.3: Skdkajici mi¢: srovnani délky vypoctu fesice dReal s intervalovymi
podminkami

d || Délka vypoctu [s] | Vystup
0 0,10 sat
0,001 0,58 sat
0,01 0,46 sat
0,1 0,36 sat
1 0,25 sat
10 0,12 sat

0 znaci vstupni velikost nejistoty. Rédek s 6§ = 0 reprezentuje variantu s apro-
ximovanymi intervalovymi podminkami.

numerickych metod implikuje exaktni poc¢dteéni podminky), nicméné v dReal
je zlejmé nas zpusob také dobre pouzitelny.

Jako neformélni zavér z tohoto experimentu bych uvedl, Ze je obecné
efektivnéjsi tlohu koncipovat jako [[VP] nez jako (intervalové varianta),
coz nakonec neni nic prekvapivého.

5.2.2 Elektricky oscilator

Jedna se opét o priklad prevzaty z dReal, ktery modeluje elektricky oscilator.
Priklad je jen demonstra¢ni, nemé zadny vyssi smysl a neslouzi k modelovani
realného systému.

Model se skldd4 z nékolika nelinedrnich X, y a z, které predstavuji
oscilujici funkce, om1 (w1) a om2 (wy), coz jsou ménici se féze@ a tau (7),
ktery slouzi jako ¢asova¢ pro prepinani diskrétnich stavu.

Jednotliva jsou priblizné popsana takto (lisi se v konstantiach a
v ruznych diskrétnich stavech):

&= —az-sin(w- 1)

Yy = —ay-sin (w; - 7) - sin (we) - 2
Z=—az-sin(wg - T) - cos(wy) -2
Wi = —wq

Wy = —wy

=1

kde w je konstanta.
Diskrétni stav je tvoren tfemi stavy, mezi kterymi se cyklicky prepina
podle casovace tau a nezavisi na zadnych jinych invariantech. Jedna se tedy

42Mysleno jako fize vlny; termin je v konfliktu s fazi vipoctu naseho fesice.
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Obrazek 5.6: Elektricky oscilator v dReal (s aproximovanymi intervalovymi
podminkami)

Funkce x mé ¢ervenou barvu, y fialovou, z hnédou, om1 modrou, om2 oranzovou
a tau zelenou.

10
8 |- —
P
1
6 | 0", ]
om2
ay i———
4 ]
2
] 2 ]
@
0 < .
) A
2 N e NN T N
4 —
-6
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Time [s]

Obrézek 5.7: Elektricky oscilator s délkou faze 0,5 s.

Funkce tau je ¢asovac slouzici k cyklickému prepinani diskrétnich stava.

Cisté o systém rizeny ¢asem, coz hraje v nas prospéch. Podminky prechodu ale
nezavisi na presné hodnoté tau, ale na intervalech (jsou tedy nedeterministické).
Ty jsou aproximovany s krokem 0. 1.

Pocatecni podminky: y = 0,z = 0, oml = 2, om2 = 2.5, tau = 0 a inter-
val -0.2 <= x <= 0.1, ktery je aproximovan s krokem 0.25.

Je nutné dodrzet nasledujici invarianty: -5 <= x <= 5, -5 <= y <= b,
-5 <= z <= 5, a prechody provést vzdy jen v ramci vymezenych intervala
pro tau:stav 1: 4 <= tau <= 5,stav2:8 <= tau <= 10,stav3:5 <= tau <= 6.

Na obrazku je uveden graficky vystup prikladu v dReal, na obrazcich
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State

0
o\ SR

Time [s]

Obrazek 5.8: Elektricky oscilator s délkou faze 5 s.

Funkce tau je casovac slouzici k cyklickému prepindni diskrétnich stavi. Tra-
jektorie funkci jsou v tomto piipadé méné hladké.

Tabulka 5.4: Elektricky oscilator: srovnani délky vypoctu

Varianta || Délka vypoctu [s] | Vystup
dReal 0,47 sat

T =0.25 14,5 sat

T= 0.5 4.5 sat

T = 1 0,83 sat

T = 2 10,1 unsat

T = 4 1,26 unsat

T = 5 0,47 sat

T = 5 0,21 sat

T = 0 0,10 sat

Radky s T se tykaji naseho nastroje s fixni délkou faze T [s].

a pak vystupy naseho néastroje, s odliSnymi délkami fazi. Z graft
je patrné, ze trajektorie funkei jsou nejvice hladké (tj. vice presné) v pripadé
fesice dReal.

Tabulka (5.4) zachycuje vystupy a namérené délky vypoctu fesice dReal
a naseho nastroje s rozdilnymi délkami fazi. Tabulka uvadi rozlozeni
celkové doby vypoctu mezi Fesice a[ODE]
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Tabulka 5.5: Elektricky oscilator: profilace ¢asti vypoctu

T [s] || Pomér |SM_T| [%)] | Pomér |OE| (%]
0,25 99.9 0,1
0,5 99,9 0,1
1 99,7 0,3
15 995 0.4
2 99,5 0,5
25 99,1 0.8
4 98,9 11
5.0 98,1 17

Poméry znaci relativni dobu vypoctu dotcené ¢asti vzhledem k celkovému ¢asu.
T znadi fixni délku faze.

Obrazek 5.9: Elektricky oscildtor v dReal s intervalovymi podminkami s § = 10

6 znaCi vstupni velikost nejistoty.

Diskuze vysledkti. Tento priklad prindsi potésujici zpréavy, konkrétné ta-
bulka . Opét vyznamné zavisi na volbé (fixni) délky féze T, to je zfejmé a
bude to platit pro vSechny (splnitelné) vstupy. Tentokrat byly mozné i volby
vy$sich hodnot T, nebot bezprostiedné nehrozilo poruseni invariant béhem
integrace a prechody mezi diskrétnimi stavy zavisely pouze na ¢ase. V ptipadé
T = 5 jsme témér dosahli minimélniho poc¢tu potiebnych ovéreni splnitelnosti,
tj. jen v okamzicich prechodu. (Tak se priblizné chova také dReal.)

Tim jsme se vice priblizili pfimému srovnani integracnich metod — kla-
sickych numerickych metod a metod s intervalovou aritmetikou. V tomto
pripadé je nase reseni rychlejsi. Nutno vsak podotknout, ze vysledné trajekto-
rie jsou méné presné.

Pro nékteré volby hodnot T neni mozné invarianty splnit.

Tabulka opét potvrzuje, ze délka vypocétu stravena fesicem stéle
vysoce prevySuje [ODE] fesi¢, a to i v pfipadé T = 5.

Pro tplnost jesté uvadim vystupy resice dReal za pouziti intervalovych
podminek pro x a tau v tabulce (5.6). V tomto pripadé jsou rozdily oproti
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Tabulka 5.6: Elektricky oscilator: srovnani délky vypoctu resice dReal s inter-
valovymi podminkami

d || Délka vypoctu [s] | Vystup
0 0,47 sat
0,001 22.3 sat
0,01 19,4 sat
0,1 11,0 sat
1 6,6 sat
10 0,5 sat

0 znaci vstupni velikost nejistoty. Rédek s 6§ = 0 reprezentuje variantu s apro-
ximovanymi intervalovymi podminkami.

aproximovanym intervalovym podminkam mnohem vyssi, nez v predchozi tloze,
kromé pripadu ¢ = 10, ktery je vSak vici vstupu hodné tolerantni (viz. obrazek

(5.9).

5.2.3 Zavér experimentia

Tento zavér vychdzi také z tloh uvedenych v piflohéch [D] a [E}

Nékteré tlohy potvrdily, Ze nas zvoleny koncept je nadéjny pro uplatnéni
v praxi. Pouzit{ klasickych numerickych metod v [ODE] fesici je rychlejsi nez
pouziti intervalové aritmetiky, kterou pouziva resi¢ dReal. I tento Tesi¢ si vsak
nékdy dokéze pocinat relativné efektivné, pokud pracuje s ilohou [[VP] a ne
s intervaly (IIVP)). Intervaly lze efektivné aproximovat vy¢tem hodnot jako

N4s ndstroj drtivou vétsinu doby vypoétu stravi na strané[SMT]fesice. Proto
bude naslednou snahou tyto operace maximalné redukovat, zejména umoznénim
kontrolovéni invariant v rdmci integraci (coz se nevylucuje s konceptem feseni
a aplikovanim sofistikovanéjsiho ridictho algoritmu, ktery by efektivnéji
zachézel s navraty.

S naro¢nosti [SMT] operaci souvisi to, Ze vykon naseho postupu vyrazné
z4visi na zvoleném poctu fazi, tj. pottem preruseni integraci [ODE] fesice a
kontrolovan{ splnitelnosti celého vstupu [SMT] fesicem. Pokud se zvoleny pocet
fazi blizi minimu — poctu zmén diskrétniho stavu — pak je nase feseni nasobné
rychlejsi nez dReal, a to i v tomto raném stadiu vyvoje.

5.3 Pripady uziti

VSechny zminované hybridni feSice (nés, dReal, atd.) mohou byt pouzity
pro ucely modelovani hybridnich systému a ovéreni jejich specifikaci.
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Uvedu par praktickych prikladd, k ¢emu by mélo byt mozné tyto nastroje

vyuzit:

e Obecné modely regulatort: je pozadavek udrzovat nékterou velic¢inu

v rdmci stanovenych mezi, coz periodicky kontroluje fidici systém a
zapind nebo vypind regulaci (napf. termostat, vodni nadrz, . ..).

Model autonomniho tizeni dopravniho prostfedku: zkuseny inzenyr na-
vrhne diferencialni rovnice tak, ze dobie popisuji dynamiku prostiedku,
a vsechny diskrétni stavy; testuji se modelové situace, zda se prostredek
chova dle oéekavani: objeti prekazky, udrzovani vzdélenosti, zaparkovani,

Modelovani ridiciho systému serveru: na server prichazi pozadavky podle
definované statistické distribu¢ni funkce obecné do vice vyrovnavacich
pameéti; ovéreni, s jakymi prostredky je systém schopen prichozi pozadavky
obslouzit.

Spolehlivostni modely (blokové, Markovské): moznost experimentovani

se vstupnimi parametry tak, aby model splioval néjaké pozadavky (napft.
stfedni doba do poruchy).

a dale uvadim jen nékteré uvahy a napady:
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e Motorika robota: motorickym pohybim roboti, zejména tém neupevnénym

k podlozce, muze pusobit potize udrzet rovnovahu kvuli setrvaénosti
vlastnich pohybu (napt. prudké pohyby pazi humanoidniho robota). To
je mozné tesit napft. protipohyby. Neslo by pro obecny pohyb (v rdmci
daného systému) vypocitat odpovidajici protipohyb, aby zustal robot
stabilni?

e Jeden ze zpusobu testovani logickych obvodu vyuziva fesice [SAT] Tes-

tovani spolecné s analogovymi obvody je vSak problematické. Nebylo by
k tomu mozné vyuzit hybridniho fesice?



Zaver

Cilem prace bylo aplikovat odlisny pfistup v analyze systémii modelovanych
v [SMT] a [ODE] ktery klade p¥i integracich vétsi diraz na rychlost, nez na
presnost, a tim byl 1épe pouzitelny v praxi.

Stavajici Fesi¢e pouzivaji pfi feseni [ODE] intervalovou aritmetiku, kterd
poskytuje garanci maximalni chyby, ale je pomala. Separatné jsem zkoumal
[SMT]resice a [ODE] fesice, které pouzivaji klasické numerické metody, a vybiral
vhodnou kombinaci pro novy nastroj.

Vysledky prace splnuji predsevzaté cile: zvoleny koncept se ukazal jako
nadéjna alternativa ke stavajicim resicim. Experimenty na praktickych tlohach
ukazaly, ze pouziti naseho Teseni je ¢asto rychlejsi, nez v pripadé stavajiciho
fesice dReal. Konkrétné se jednalo napi. o modelovy pfiklad elektrického
oscildtoru, v némz nase nejlepsi konfigurace dosahla témér pétinasobné kratstho
vypocetniho ¢asu. A to i presto, ze implementovany nastroj je pouhym pro-
totypem. Vykonnost naseho postupu vyrazné zavisi na zvoleném poctu fazi
vypoctu, tj. Cetnosti sti{dani vypoctu [SMT]a [ODE] fesice.

s intervaly ( Intervaly lze efektivné aproximovat pomoci vy¢tu hodnot
v logickém souctu. S takovym vstupem si i fesi¢ dReal nékdy pocind relativné
rychle.

Pridanou hodnotou je pouzity prototyp nastroje, ktery zahrnuje spolec¢ny
vstupni jazyk, ve kterém lze vstup parametrizovat pomoci maker. Navic je
mozné flexibilné nasazovat rtzné [SMT] a [ODE] fesice. Pozadavky na rozhranf
[SMT] fesice jsou minimalni: staci, aby byl inkrementélni{ a byl konformni
se standardem [SMT}LIB; pak lze Fesi¢ pouzit jako samostatny proces. U [ODE]
fesice staci, aby fesil a koncové podminky zavisely (zatim) jen na case,
ale vyzaduje implementaci odvozené tfidy a dodrzeni programového rozhrani.
Aktudlné je pouzivan fesi¢ odeint. Z [SMT] fesi¢a byly testovany [CVCH a z3,
ale z3 si pocind efektivnéji.

Novy koncept byl provéren a nyni ¢eka na radnou implementaci, jelikoz
nas prototyp zatim obsahuje radu nedostatki a zjednoduseni. Muze poslouzit
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jako inspirace pro budouci vyvojare prumyslovych nastroja. Druhou, jesté
vice uspokojivou moznosti by bylo pokracovani ve vyvoji stavajicitho pro-
jektu s otevienymi zdrojovymi kédy, at uz samostatné & v tymu, smérem
ke kone¢nému produktu pouzitelném v praxi.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych symbolii a
zkratek

ANSI American National Standards Institute. 24]
API Application programming interface.

ASCII American Standard Code for Information Interchange.
BDF Backward differentiation formula.

BMC Bounded Model Checking. [6] [71],

CC Creative Commons. 19

CNF Conjunctive normal form.

CPU Central processing unit.

CTL Computation tree logic. [0]
CVC Cooperating Validity Checker. 17, b7

DAE Differential-algebraic equation.

DIMACS Center for Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science.
13

DPLL Davis-Putnam-Logemann—Loveland. [13] [14]

FOL First-order logic.
GNU GNU’s Not Unix!. 45]
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

GPU Graphics processing unit.

IVP Iignitlig;glsd value problem. [vii [viii [2] 3}, [IO} [I9} 24}, [25] 5}, (47}, [71] [72} [75} [77]

LTL Linear time logic. [f]

MIT Massachusetts Institute of Technology. [I7] 53] 01

MPI Message Passing Interface. [24]

NP Nondeterministic polynomial time. [2] [5]

ODE Ordinary differential equation. [viiHix], [ [xiid, [2], [3] [6] [9
21}, 23127, [30} 31}, 3436}, B9}, Fi3 511 53} (B4}, B3HE5 67169, [71} [74), [75)
[T} B3, B0} P2

OpenMP Open Multi-Processing.
OS Operacni systém.

B

POSIX Portable Operating System Interface.

QBF Quantified Boolean formulas. [6]

SAT Boolean satisfiability problem. [2He}, 11}, [T3HI8] [26] 27] [82]

SIMD Single instruction multiple data.

SMT Satisfiability Modulo Theories. [viiHix] [6] 11}
B3B1) B3} B4, B7HET, [64} [65, [67} 68, [71}, [72} [74}, [75, [T91{8T}, [83}

SOS BMT}HODH Solver. [}, 78 [
STL Standard Template Library. 53|

46

ElE
kx

52

SUNDIALS SUite of Nonlinear and DIfferential/ALgebraic Equation Solvers.
24, F5, 60} [68]

TMP Template Metaprogramming.
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PRILOHA B

Navod k pouziti programu

Program, vcetné zdrojovych kédu a textu prace, je verejné pristupny v git
repositari na adrese https://github.com/Tomaqa/sos| pod tolerantni licenci
MITL

Nejprve uvedu obsah projektu, at uz pofizeného z ptilozeného CD nebo
primo z git repositare, poté navod k sestaveni projektu ze zdrojovych kédu
a nasledné navod k pouziti spustitelné aplikace. Prototyp aplikace necili
na uzivatelskou privétivost, proto neocekavejte vzdy intuitivni chovani pro-
gramu.

B.1 Obsah projektu

LICENSE.MA « .ttt obsah pouzité licence
| README .md. ..ottt it iieeeiaeeiaeennnnn struc¢ny popis projektu
| bin........iiiiia.. adresar se spustitelnymi soubory implementace

L applet c oo spustitelné diléi applety
L data ... adresar s uzivatelskymi datovymi soubory

Losmto..oooooo soubory ve formatu vstupniho jazyka
I Lo Yo adresar dokumentace projektu

| articles...................... adresar pro tematické védecké ¢lanky

| thesis....ovveevuiiiieiiiiin.. adresar s textem diplomové préce

| _include ................. adresar s hlavickovymi a sablonovymi soubory
tsos ...................... soubory tykajici se knihovny implementace
177 AP soubory pro testy

| local ................ lokélni uzivatelské soubory nezavislé na repositaii
= o PP adresar se zdrojovymi kédy
MAIM ¢ vee et eiae e, soubory tykajici se aplikaci a appletu

SOS ¢ttt soubory tykajici se knihovny implementace

TeSt soubory pro testy

I =T P spustitelné soubory testu
| B00LS it e adresaf s pomocnymi skripty


https://github.com/Tomaqa/sos

B. NAvVOD K POUZITI PROGRAMU

B.2 Navod k sestaveni

Standardni sestaveni programu se provede jedinym prikazem:

$ make
Standardni verze programu zavisi na knihovnach Boost (odeint) a na

Veve

gnuplot, pokud mé uzivatel zdjem o generovani vystupnich grafu.

Pro pouziti jiného FeSice je nutné pred sestavenim rucné upravit
zdrojovy soubor src/sos/smt/solver.cpp na fddku s funkei execlp. Bud lze
odkomentovat fddek s fesi¢em [CVCH, nebo pridat novy fadek s jinym fesi¢em.

Pokud uzivatel nemé dostupné knihovny Boost, miize pred sestavenim sma-
zat vSechny zdrojové soubory *odeint* a pouzivat jen implementaci Eulerovy
metody.

B.3 Spusténi programu

Hlavni aplikace je umisténa v souborech bin/sos_odeint a bin/sos_euler,
které pouzivaji jako fesi¢ odeint, resp. vlastni implementaci Eulerovy me-
tody. bin/sos_euler je vhodnd z hlediska nezavislosti na externich knihovnach,
jinak je témeér vzdy lepsi pouzit bin/sos_odeint.

Zobrazeni zpravy s povolenymi vstupnimi parametry aplikace se provede
pomoci

$ bin/sos_odeint -h

Priklad pouziti se vstupnim i vystupnim souborem:

$ bin/sos_odeint data/smto/ball.smto -o local/out

po ¢emz se do souboru local/out zapisi textova data pro generovani grafu a
do souboru local/out_plot.svg bude vygenerovan graf nastrojem gnuplot.
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PRILOHA C

Priklady pouziti maker

Tato priloha uvadi dalsi priklady pouziti maker. Prvni sekce uvadi pouziti
primo v textovém koédu vstupu, druhé sekce komentuje piipady uziti maker
jako celku v kontextu tématu prace.

C.1 Ukazky pouziti a chovani maker

#def SEQ(n)
#if $(C > #n 0 )
#SEQ( $d(- #n 1) ) #n
#endif
#enddef
#define FACT(n) * #SEQ(#n)
(assert (= $(#FACT(5)) 120) ) ;; $(x 1 2 3 4 5) == 120 => true

#define NUMS() 1 2 3

( #NUMS ) ;5 (1 2 3)

( #NUMS# ) ;; (123)

( #FACT#(3) ) ;; error: missing parameters for ’FACT’ !
( #FACT()# ) ;; (x 1 2 3)

( ##FACT(3) ) ;; (FACT(3))

( ###FACT(3) ) ;; (*123)

($f (-3.51.9 ) ;3 (1.6
($d (- 3.51.9)) 5 (2
($d (+ $£f(- 3.5 1.9) )) ;; (1)

0000... )
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C. PRIKLADY POUZITI MAKER

#define N 5
#define N5 1
#def PRINT(x)
#let i 1
#let j 2

#x
#endlet i
#endlet j
#tenddef
#PRINT(N) ) N
#PRINT (#N) ) A
#PRINT (\#N) ) ¢
#PRINT(\#N5) )  ;; (
#PRINT (\#N#N) ) ;; (
#PRINT (\#N\#N) ) ;; ( 55 )
#PRINT (N#i) ) ;; error: user macro i’ was not defined !
#PRINT(N\#i) )  ;; (N1 )
#PRINT(#N\#i) ) ;; ( 51 )
#PRINT (\#N\#i) ) ;; ( 51 )
#PRINT (\#i\##_\#j) ) ;; (1.2 )

R = OO0 =
N N

AN AN AN NN AN AN AN

C.2 Pripady uziti maker ve vstupnim jazyce
e Definice numerickych literala, které lze pouzit i v prikazech define-dt:

#define K() 5
(define-dt x dx () (x #K t))

e Nastaveni fazi vypoctu:

#define T() 0.5
#define T_MIN() O
#define T_MAX() 10
#define STEPS() $d(+ $£f(/ (- #T_MAX #T_MIN) #T) )
#def T_STEPS()
#for (j 1 #STEPS)
#let i $d(- #j 1)

(= t_#j (+ t_#i #T))
#endlet j
#endfor
#enddef

e Deklarace vSech konstant fazi:
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C.2. Pripady uziti maker ve vstupnim jazyce

#def DECL_CONSTS(const type)
#for (i O #STEPS)
(declare-fun #const##_#i () #type)
#endfor
#enddef
#DECL_CONSTS(t Real)

0

Stejny zpusob lze pouzit pro invarianty, volby variant derivaci, skoky a
integrace.

Aproximace intervalovych poc¢atecnich podminek:

#def INIT_INTERVAL(var min max step) (or

#for (i #min (<= #i #max) (+ #i #step))
(= #var #i)

#endfor

) #enddef

Kaskadni kompozice systémii: kazdy systém reprezentovat vlastni sadou
konstant s néjakou Ciselnou priponou a vstup generovat pomoci maker
#for nebo rekurzivnich maker. Krajni systémy generovat zv1ast, nebo po-
moci makra #if, a ostatni propojit pomoci parametrickych uzivatelskych
maker, napf. s parametrem #i a #let j $d(+ #i 1).

95






PRILOHA D

Dalsi ulohy

Zde uvadim tlohu, kterou se mi nepodarilo srovnat s fesicem dReal.

D.1 Uzavrena funkce

Tato modelova tloha ma zcela nedeterministické prechody mezi diskrétnimi
stavy a slouzi pro ovéfeni zachdzeni s navraty.
Jsou dény dvé schodovité funkce jako horni (high) a dolni (low) mez:

high =t — high - sin(high)

low = % — low - sin(low - K)
kde jsem v tomto pripadé zvolil K = 2,5.

Dale je ddna funkce y s variantami derivaci y = y a y = —y. Ukolem je
zarucit invariant low <= y <= high, pfi¢emz je nutné vzdy integrovat po fixné
danou dobu T (to odpovida fixni délce faze naseho Fesice).

Pokousel jsem se tllohu modelovat v dReal, ale nebyl jsem schopen dosdhnout
dokonceni vypoctu ani do iseku t = 5 (do té doby je tiloha nezajimava, protoze
napf. témér stac¢i jen setrvat na hodnoté 0). Konkrétné vypocet selhal uz
ve stddiu generovani vstupu néstrojem dReach, ktery soucasné s generovanim
ovéruje splnitelnost zvolené cesty (prechody mezi diskrétnimi stavy). Po¢ina
si vSak dle mého nazoru velmi neefektivné: postupné zkousi vsechny mozné
kombinace nezdvisle na sobé, dokud nenarazi na splnitelnou. Pro t = 5 a
rozumné malé T (napf. 0,25; jinak neni mozné invarianty dodrzet) to déld cestu
o 20 piechodech, coz je 220 kombinaci. Po dvou a ptil hodinach se dReach
nedostal ani do 400. kombinace (a vSechny byly do té doby nesplnitelné).

Vypocet jsem provedl az do t = 30. V tabulce (D.1)) jsou zaznamendny
nameétené vysledky a na obrazcich a vysledné podoby feseni.
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D. DaLSi ULony

Tabulka D.1: Uzaviena funkce: srovnani vystupt

T [s] || Délka vypoctu [s|] | Vystup
0,2 X X

0,25 4.8 sat

0,33 1,3 sat
0,4 0,73 sat
0,5 34 unsat

T znac¢i fixni délku faze. Pro T = 0.2 program po delsi dobé spadl

(pravdépodobné pretekl systémovy zdsobnik).

State

10 15

Time [s]

20

25 30

Obrazek D.1: Uzaviend funkce y s délkou faze 0,25 s.
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D.1. Uzavrena funkce

State

Time [s]

Obrazek D.2: Uzaviena funkce y s délkou faze 0,4 s.
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PRILOHA E

Kompletni motivacni priklad
uziti

V této priloze uvedu kompletni piiklad od navrhu specifikace systému pres se-
staveni textového vstupu az po vyhodnoceni nasim nastrojem.

V sekci vysledku také uvedu srovnani s resicem dReal.

E.1 Popis sytému

Mame halu s blize nespecifikovanou automatickou linkou na vyrobu a montaz
kovovych dili. Jedna jednotka linky vyzaduje pro svoji praci dodrzeni okolni
teploty, aby fungovala spravné. Vyrobce ¢asti linky garantuje jeji autonomni
spolehlivou ¢innost pfi dodrzeni provoznich podminek, coz by znamenalo, ze
bychom nepotiebovali zaméstnance, ktery zde linku obsluhuje. To by nés
nadfizeny ocenil zejména na nocnich sménach. Proto bude nasi snahou zarucit
provozni teplotu, k ¢emuz vyuzijeme automaticky rizeného termostatu.

Specifikace vyZzaduji, aby se provozni teplota (veli¢ina z) pohybovala
v nasledujicim rozmezi:

70 <z <80

Jedna se o jednoduchy systém, ktery lze modelovat dvoustavovym hybridnim
automatem. Po usilovné praci nasi inZenyti navrhli shodou okolnosti stejny
model, jako je uveden na obrazku . Pokles teploty pri vypnutém topeni je
modelovan rovnici £ = 50 — x a néarust pri zapnutém topeni rovnici £ = 100 — x.
(Zda je takovy model realisticky ¢i snad redlny nyni nechme stranou.) Nasim
ukolem je ovérit, zda bude mozné teplotu udrzet v rdamci stanovenych mezi a
jaka bude nutnd perioda fidiciho systému.
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E. KOMPLETNI MOTIVACNI PRIKLAD UZITI

E.2 Tvar vstupu

Rozhodli jsme se provést verifikaci na zakladé uvedeného modelu po dobu
jedné minuty.

Po nastudovani vstupniho jazyka ze sekce vcetné maker ze sekce
jsme vytvorili nasledujici vstup pro Fesic:

#define DT_OFF_X_MIN 50 ;; lower bound ignoring invariants
#define DT_ON_X_MAX 100 ;; upper bound ignoring invariants

#define X_MIN 70 ;; minimum permitted temperature
#define X_MAX 80 ;; maximum permitted temperature

#define SWITCH_X_MIN 73 ;; lower switching threshold
#define SWITCH_X_MAX 77 ;; upper switching threshold

;; Fixed period of checking invariants... which value to choose?
#define T 777 ;; experiment with this

(define-ode-step $(/ #T 5)) ;; some permissive integration step size
#define T_MIN() 0 ;; time at which to start the verification
#define T_MAX() 60 ;; time until which to provide verification

#define STEPS $d(+ $(/ (- #T_MAX #T_MIN) #T) )
#define STEPS-1 $d(- #STEPS 1)

;33 Declarations
#def DECL_CONSTS(const type)
#for (i O #STEPS)
(declare-fun #const##_#i () #type)

#endfor

#enddef

#DECL_CONSTS (t Real)
#DECL_CONSTS (x Real)
#DECL_CONSTS (on Bool)
#DECL_CONSTS (dx Dt)
;35 Initializations

;3 ... definition of #INIT_INTERVAL is ommited ...
;; Choose some initial value between the permitted bounds
#define INIT_X() #INIT_INTERVAL(x_O #X_MIN #X_MAX 0.25)
(assert (and (= t_0 #T_MIN)

#INIT_X

(not on_0)
))
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E.2. Tvar vstupu

;33 Derivatives definition
(define-dt x dx_on () (- #DT_ON_X_MAX x))
(define-dt x dx_off () (- #DT_OFF_X_MIN x))

;33 Invariants
(define-fun invariant ( (t Real) (x Real) (dx Dt) ) Bool
(and (<= #X_MIN x #X_MAX)
(or (= dx dx_on) (= dx dx_off))
))
#def INVARIANTS
#for (i O #STEPS)
(invariant t_#i x_#i dx_#i)
#endfor
#enddef
(assert (and #INVARIANTS ))

;33 Derivatives connection
(define-fun connect ((dx Dt) (on Bool)) Bool
(and (=> on (= dx dx_on ))
(=> (not on) (= dx dx_off))
))
#def CONNECTS
#for (i O #STEPS)
(connect dx_#i on_#i)
#endfor
#enddef
(assert (and #CONNECTS ))

;55 Jump conditions
(define-fun jump ((onl Bool) (on2 Bool) (x2 Real)) Bool

(and (=> (and onl (< x2 #SWITCH_X_MAX) )
(=> (and onl (>= x2 #SWITCH_X_MAX) ) (not
(=> (and (not onl) (> x2 #SWITCH X MIN) ) (not
(=> (and (not oni) (<= x2 #SWITCH X _MIN) )
))
#def JUMPS

#for (i O #STEPS-1)
#let j $d(+ #i 1)
(jump on_#i on_#j x_#j)
#endlet j
#endfor
#enddef
(assert (and #JUMPS ))

on2

)

on2) )
on2) )

on2

)
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Tabulka E.1: Termostat: srovnani vystupt

T [s] || Délka vypoctu [s|] | Vystup

0,25 1,25 sat

0,33 0,75 sat
0,4 0,52 sat
0,5 0,20 unsat

T znadi fixni délku faze. (V tomto pripadé nas prilis doba vypoctu nezajima.)

;35 Steps definition
#def T_STEPS
#for (i O #STEPS-1)
#let j $d(+ #i 1)
(= t_#j (+ t_#i #T))
#endlet j
#endfor
#enddef
(assert (and #T_STEPS ))

;55 Integration
#def INT_ODE(var)
#for (i O #STEPS-1)
#let j $d(+ #i 1)
(= #var##_#j (int-ode #var d#tvar##_#i (#var##_#i t_#i t_#j) O)
#endlet j
#endfor
#tenddef
(assert (and #INT_ODE(x) ))

eV

systém, ale v prvni fadé musi byt splnény invarianty. Musime ru¢né experi-
mentovat s riznymi hodnotami.

E.3 Vysledky

Experimentovali jsme s riznymi hodnotami pro #T a ovérili, pro které mizeme
zadané specifikace zarucit. Po sestaveni vstupu uz to byla rychlé préce.

Do tabulky jsme zaznamenali namérené vysledky. Pro T = 0.5 jsme
zjistili, ze jiz specifikace neni mozné zarucit.
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E.3. Vysledky

State

30 40 50 60

Time [s]

Obrazek E.1: Termostat s délkou faze 0,25 s.

Veli¢ina x znaci teplotu.

State

71

70
30 40 50 60

Time [s]
Obréazek E.2: Termostat s délkou faze 0,4 s.

Veli¢ina x znaci teplotu. Meze pro x byly splnény velmi tésné.
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X

Y

Obrazek E.3: Termostat v dReal s délkou faze 0,4

Veli¢ina x znadi teplotu. (Délka faze odpovida fixni periodé, ktera je v této
tloze explicitné zadana.)

Také jsme si na obrazky a vykreslili podobu mozného feseni.
Pro T = 0.4 jsou specifikace splnény tésné, a je na nasem zvazeni, zda radéji
nezvolit nizsi hodnotu, aby zbyla néjaka rezerva.

Tim jsme uspésné ovérili specifikaci naseho modelu termostatu a mtzeme
se nyni pustit do fyzické realizace, a umoznit tak automatizované fizeni nasi
casti montazni linky.

Srovnani s dReal. Tato tloha je opét orientovana na cas, takze se dalo
ocekavat, ze si povede fesi¢c dReal hiife nez nas. Navic je pfimo nutné zvolit
konkrétni fixni délku periody T. Zvolil jsem tu nejjednodussi variantu, kterou
jsem pouzil v méfeni vlastniho fesice: T = 0.4, a pouzil jsem aproximované
intervaly, stejné jako v nasem zadani. Tuto tlohu fesil dReal 46,3 sekund a
vyzadoval vice nez 2 GB pameéti. To je vyrazné horsi vysledek nez nas.

Vysledné trajektorie z resice dReal je zachycena na obrazku .

Navic jsem mél opét podobné problémy s néastrojem dReach, jaké jsem
popisoval v sekci Tentokrat se pocet kroki [BMC| rovnal 150 a dReach ani
nebyl schopen spustit prvni kombinaci, protoze predtim generuje vSechny mozné
kombinace (tj. 2!°°) do souboru a vy¢erpal pamét. Lze mu vSak explicitné
nastavit konkrétni kombinaci, po které se ma vydat, a zadal jsem mu sekvenci,
ktera jen cyklicky prechazela z jednoho stavu do druhého, a tato cesta byla
(nastésti) splnitelna.
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