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Abstrakt

Diplomova préace popisuje vzorkovani grafti a metody, které jsou schopny vytvaret vzorky z redl-
nych siti. Hlavnim cilem prace jsou experimenty nad riznymi grafovymi datovymi sadami, jenz
jsou vzorkovany popsanymi metodami a vyhodnoceni vysledki experimenti. Vzorkovani grafa
je technika vybéru podgrafu z ptvodniho grafu. V nékterych pripadech je dostupny cely graf
a cilem je ziskat vzorek pomoci metod zalozenych na vybéru vrcholi nebo hran. V nékterych
pripadech neni cely graf dostupny a vzorkovani se provadi s metodami zalozenymi na prochizeni
grafu. Existuje mnoho algoritmii pro vypocet riznych metrik grafu, které jsou v pripadé rozsah-
Iych grafi vypocetné narocné. V takovém piipadé je vhodné vytvorit vzorek ptivodniho grafu a
spustit algoritmus nad timto vzorkem. Vzorek musi mit obdobné vlastnosti jako ptvodni graf.
Sledované vlastnosti grafu a postup méfeni Uspésnosti metod na zdkladé porovnani vlastnosti

ptvodniho grafu a vzorku jsou rovnéz v této praci popsany.

Klicova slova: vzorkovani grafu, realné sité, rozsahlé sité, vzorkovaci metody, ndhodny vybér

vrcholt, prochazeni grafu, ndhodné prochazka

Abstract

This master’s thesis describes sampling network data and methods, which are able to sample
real networks. The main goals of this thesis are experiments on various network data sets, which
are sampled by the described methods and evaluation of experimental results. Graph Sampling
is technique to pick a subset of vertices or edges from original graph. In some cases, the whole
graph is known and the goal of sampling is to obtain a smaller sample by the methods based
on vertex or edge selection. In other cases, the graph is unknown and the sample is obtained
by the methods based on graph exploration. There are many algorithms to compute various
measures of graphs, which are computationally expensive. This is the reason to create sample
from large original graph and run a computationally expensive algorithm on this sample. The
sample must preserve the properties of the original graph. The observed properties of the graph
and process of measuring the success of the sampling methods based on the comparison of the

properties are also described in this thesis.

Key Words: graph sampling, real networks, complex networks, sampling methods, random

selection of vertices, graph exploration, random walk
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1 Uvod

P1i analyze rozsahlé sité hraje velkou roli jeji velikost. Prilis rozsahlé sit brani jejimu lepsimu
pochopeni. Problém nastava jiz pri samotném ziskani sité. Kuprikladu sluzby socialnich siti
nesdileji kompletni sité a i kdyz poskytuji API pro prochazeni své sité, kompletni priichod je
obvykle z divodu omezeni nebo rozsahlé velikosti nemozny. Jen socidlni sit Facebook méla v
lednu 2017 1,871 miliard uzivateli. Dalsi socidlni sit Twitter méla 317 miliont uzivatela [IJ.
Aktivita téchto uzivatel generuje obrovské sité, které jsou zajimavé z hlediska analyzy chovani
uzivatell, identifikovani socidlnich interakci nebo zkoumani sifeni informaci. Vypocet metrik,
které sif charakterizuji a které se zkoumaji pti analyze rozsahlych siti, mnohdy vyzaduje vypo-
¢etné narocné algoritmy. Vypocty nebo simulace nad siti, kterd ma velky pocet vrcholl, jsou
vypocetné i casoveé velmi naro¢né. Mize to byt napriklad simulace smérovacich protokolil v inter-
netovych sitich, simulace P2P gossip protokoli, simulace propagace viri nebo analyza dopadu
virdlnftho marketingu [2]. Vzorkovani siti poskytuje jednoduché, ale G¢inné feSeni, pii kterém
je z puvodni sité vybran reprezentativni podgraf, ktery zachovava vlastnosti puvodni sité. Pri
analyze se nasledné pracuje se vzorkem mnohem mensi velikosti, ktery zastupuje puvodni sit.

Tato préace je zamérena na vzorkovani siti, jejichz icelem je ziskani reprezentativnich vzorkd,
které mohou byt pouzity namisto puvodni sité, naptiklad pii vypocetné naro¢nych operacich nad
grafem. Cilem prace je prehledné popsat a implementovat nékteré dostupné vzorkovaci metody
a uréit nejlepsi metody, které vytvareji vzorky z vybranych sitovych datovych sad. Uspésnost
metody je urcena tim, jak dokaze vytvaret vzorky s co mozna nejpodobnéjsSimi vlastnostmi
puvodni sité.

Prvni ¢ast prace je zaméfend na obecny popis redlnych siti a jejich vlastnosti. Rovnéz jsou
popsany i konkrétni distribuce vlastnosti, které slouzi pro urceni miry podobnosti dvou grafu.
Vzorky musi co nejlépe zachovavat ptivodni vlastnosti ptivodni sité. Druha ¢ast se zabyva samot-
nym vzorkovanim - divody a kde lze vyuzit vzorkovani. Popisuje rovnéz jednotlivé metody pro
generovani vzorki, seskupené podle dostupnosti ptivodni sité. Treti ¢ast popisuje implementacni
cast prace, vysledkem které je nastroj pro vzorkovani siti a urcéovani podobnosti jednotlivych
vlastnosti dvou grafi.

Posledni ¢ast je experimentalni a popisuje nékolik siti, nad kterymi byly provedeny experi-
menty s rtiznymi vzorkovacimi metodami. Obsahuje popis evaluace jednotlivych vzorkd a vy-
sledky experimentti. Hlavnim cilem je vytvofeni vzorki z vybranych siti pomoci implementova-
nych metod a vyhodnoceni kvality vzorkt. Experimentalni ¢ast se dal zabyva optimélni velikosti
vzorku a chovani vzorkovacich metod s ohledem na topologickou strukturu siti. Soucéasti expe-
rimentalni ¢asti jsou globalni vlastnosti ptvodnich siti i vzorkt a série grafii a tabulek, které

porovnavaji rizné distribuce vlastnosti graft jak statisticky, tak i vizudlné.
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2 Realné site

Existuje fada opakujicich se vzort, vyskytujicich se v sitovych strukturach, které maji zasadni
vliv na to, jak tyto sité pracuji. I kdyz redlné sité mohou pochazet z rtznych oblasti, jako
naptiklad socidlni sité, informacni sité ¢i biologické sité, vykazuji urcité spolecné rysy.

Pod pojmem redlné sit si lze konkrétné predstavit napriklad architekturu pocitacové site,
ktera se sklada z uzli typu pocitac, server nebo sitovy prvek, jenz jsou spolu vzajemné propojené.
Dalsim prikladem redlné sité miize byt socialni sif Facebook, ve které jsou dva uzivatelé propo-
jeni, jestlize spolu kamaradi. Zastupcem biologické redlné sité muze byt proteinova interakei sit,
ktera zachycuje interakci proteinti v bunkach E

Redlna sit ma mnoho vlastnosti, jejichz analyzou lze charakterizovat jeji strukturu. Jedna se
zejména o velikost komponent, délky cest mezi vrcholy, distribuce stupnt vrchol a shlukovaci
koeficient. Tyto vlastnosti realnych siti budou popsény v nasledujicich odstavcich.

Pojem komplexni sit oznacuje rozsahlé sitové struktury, jejichz entity jsou vyrazné pro-
pojené. At uz se jednd o internet, socidlni sité, biologické sité nebo citacni sité, jejich charak-
teristikou je komplexnost. Struktura komplexni sité je nepravidelnd, komplexni a dynamicky se
vyvijejici v case. Je obtizné odvodit kolektivni chovani celé sité ze znalosti jednotlivych kompo-
nent sité. Protoze se komplexni systémy stavaji dulezitymi ve védé, ekonomice i v kazdodennim
zivoté, je jejich pochopeni, matematicky popis a predikce vyvoje jednim z hlavnich intelektual-

nich a védeckych vyzev 21.stoleti [3].

2.1 Zakladni pojmy teorie grafu

Jelikoz se na jednotlivé entity lze divat jako na vrcholy grafu a vztahy mezi entitami se daji
vyjadrit vazbou, ktera predstavuje hranu mezi vrcholy, komplexni struktury je mozné modelovat
prostiednictvim grafi.

Neorientovany graf je definovin jako usporddana dvojice G = (V, E), kde V' je mnozina
vrcholi a F je mnozina hran (neuspotrddanych dvojic u,v € V') a plati, ze E C P5(V') - mnoZina
vybranych dvouprvkovych podmnozin mnoziny vrcholi V.

Vrcholy u,v € V' se nazyvaji sousedni, jestlize mezi nimi existuje hrana {u,v} € E, kterd
je spojuje. Vrcholy u,v jsou tak incidentni s hranou {u,v}. Stupen vrcholu v je pocet hran
incidentnich s danym vrcholem a znaci se k,.

Orientovany graf je opét definovén jako usporddand dvojice G = (V, E), ale E je mnozina
orientovanych hran - mnozina usporadanych dvojic u,v € V. U orientovaného grafu se rozlisuje
vstupni a vystupni hrana a vstupni a vystupni stupen vrcholu. Vstupni stupen je definovan jako

pocet vstupnich hran vrcholu a vystupni stupen jako pocet vystupnich hran vrcholu.

"http://string-db.org/
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Podgraf grafu G = (V, E) vznikne vymazanim nékterych (nebo také zadnych) vrcholi
puvodniho grafu a vsech hran do téchto vrcholi zasahujicich. Mohou byt vymazany i jen nékteré
hrany. Zna¢i se G' = (V/,E’), kde V' CV a E' C E [4.

Dalsi definice potfebné v této praci budou podle potieby uvedené déle v textu.

2.2 Vlastnosti realnych siti
2.2.1 Centra

V realnych sitich se mohou vrcholy délit do dvou skupin: vrcholy, které nesou uzite¢nou informaci
se nazyvaji autority a centra na tyto autority odkazuji a urcuji, kde je lze najit [5]. Pikladem
muze byt citac¢ni sif. Védecky ¢lanek obsahuje shrnuti jinych védeckych praci, na které se pomoci
citaci odkazuje. Odkazované prace obsahuji podrobnéjsi informace o daném tématu.

Malcolm Gladwell ve své knize [6] provedl test, ve kterém nédhodné vybral 248 piijmeni z
telefonniho seznamu a za kazdé, které testovand osoba znala, dostala bod. Otestoval nékolik
rozlicnych socidlnich skupin a zjistil, ze rozpéti vysledkt bylo prekvapivé velké. Napriklad pro
skupinu vysokoskolaki bylo rozpéti od 9 do 118. Osoby s vysokym poc¢tem boda nazval pro-
stredniky. Prostfednici maji vyjimecnou schopnost ziskavani pratel a zndmych. Plni dtlezitou
roli, protoze spojuji ruzné odlisné skupiny, vytvareji trendy a médni viny [6].

V siti védecké spoluprace je Pal Erdos povazovan za jednoho z vyznamnych center sité,
protoze béhem svého zivota publikoval kolem 1500 ¢lankid s 511 spoluautory. Erdésovo ¢islo
k4, jakou vzdalenost m4 autor v siti védecké spoluprace od Erdése. Vice nez 90% publikujicich
védct mélo Erd6sovo ¢islo mensi nebo rovné 8 bez ohledu na obor, ve kterém pracovali. Primér
pro vSechny je 4,65 [7].

Centra se vyskytuji v realnych sitich a jsou dulezitym prvkem, protoze formuji strukturu
sité. Predstavuji mosty mezi dvéma misty sité, a tak je jakykoliv vrchol vzdalen od centra casto

jen na jeden nebo dva kroky.

2.2.2 Mocninny zakon

Jednim ze zakladnich vlastnosti sité je distribuce stupnu vrcholt. Jak jiz bylo popsano v kapi-
tole stupen vrcholu v k, znac¢i pocet hran incidentnich s danym vrcholem v. Distribuce
stupnu je funkce P(k), kterd udava pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vrchol mé stupen k.
U ndhodného grafu (viz je distribuce stupnti binomicka a vétsina vrcholti ma stejny pocet
incidentnich hran. Pro velké mnozstvi vrcholi se binomické rozdéleni aproximuje Poissonovym
rozdélenim. To se fidi Gaussovou zvonovitou kfivkou, kterda méa vyrazné maximum a vsechny
vrcholy maji podobny prumérny stupen. Odchylky od pruméru jsou vzacné (viz obr 1| b). Du-
sledkem je, ze u ndhodnych grafii jsou vrcholy stejné propojené a neexistuji vrcholy s velkym
stupném, které se oznacuji jako centra (viz [2.2.1)).

Madarsky védec Albert-Laszlé Barabasi uvadi, ze v fadé redlnych siti jsou to pravé mocninné

zékony, které umoznuji vznik vétstho mnozstvi center [§]. Barabdasi sesbiral informace o 325 000

14



strankach na doméné nd.edu a zjistil, Ze v siti stranek se rozdéleni distribuce stupni vibec
nefidi Gaussovou kiivkou. Naopak, na 82% stranek odkazovalo 3 a méné jinych strdnek a na
24 jinych stranek mifilo vice nez 1000 jinych stranek [8]. Toto zjisténi do jisté miry koreluje s
Paretovym pravidlem 80/20, podle kterého 80% disledku prameni z 20% pri¢in - napriklad 80%
bohatstvi vlastni 20% lidi [9]. Toto pravidlo, stejné tak i distribuce stupnu v redlnych sitich,
se Fidi mocninnym zakonem. Mocninny zadkon umoznuje vznik center s velmi velkym stupném,

protoze na rozdil od Gaussovy kfivky, mocninna krivka klesa mnohem pomaleji.

Degree distribution Degree distribution

—— Original graph 20000 = —— Original graph
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10 100 0 20 40
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Fitko)

Obréazek 1: Znazornéni distribuce stupni bezskalového grafu a ndhodného grafu.

Sité respektujici mocninny zédkon se oznacuji jako bezskalové, protoze v nich neexistuje ty-
pickd hodnota stupné uzlu (skdla), tak jako tomu je u ndhodnych siti s Poissonovym rozdélenim.
Rozdil mezi mocninnym zédkonem s ,,dlouhym ocasem® a Poissonovym rozdélenim je ukazan na
obrazku (1} K tomu, aby se sit chovala podle mocninného zikona, staci aby rostla a nové uzly
se nepripojovaly ndhodné, ale preferenéné - k tém, které uz maji vice vazeb. Princip ,,bohati
bohatnou a chudi chudnou* umoznuje, aby v siti vznikala centra.

Mocninné funkce je definovana vztahem [l kde funkce P(k) urcuje, kolik vrcholu se stupném

k existuje a y je exponent konektivity.

Pk)=k" (1)

Exponent konektivity tika, kolikrat méné je v siti uzlt s velkym stupném, ve srovnani s

vrcholy s nizkym stupném. Zlogaritmovanim funkcevznikne funkce , kde log(P(k)) je linedrné
zévislé na log(k).

log(P(k)) = — - log(k) (2)

Sklon této linearni piimky je dan exponentem ~. V logaritmickém méfritku ma mocninna

kiivka tvar primky [3].
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Bylo zjisténo, ze bezskalové sité maji hodnotu exponentu konektivity v v rozmezi 2 < v < 3.
Pti experimentu provedeném na vzorku stranek z domény nd.edu bylo zjisténo, ze exponent u
distribuce vstupnich stupnt vrchol byl roven ~;, = 2,1 a exponent u distribuce vystupnich

stupnu zase Your = 2,45 [8].

2.2.3 Fenomén malého svéta

Small World efekt je hypotéza, ze prumérnd vzdalenost [ v redlnych sitich je mald a plati vzorec
Bl kde N je pocet vrcholu sité.

l < InN (3)

U bezskalovych siti s exponentem konektivity 2 < v < 3 se zjistilo, ze primérna vzdéalenost

[ s rostoucim poctem vrchold stoupa jesté pomaleji a plati vzorec

[ < InlnN (4)

Je to dano tim, ze v bezskalovych sitich existuji tzv. huby, které radikalné zkracuji vzdalenosti
nejkratsich cest. Tato vlastnost se oznacuje jako Ultra-Small World. Pro priklad, bezskalova sit
o velikosti 7210? vrcholii m4 priimérnou vzdélenost pouze 3,12 [3].

Vzdalenost v grafech (grafovd metrika) je vzddlenost dvou vrcholi u a v a je to délka
nejkratsi cesty mezi u a v, znadi se jako d(u,v). Cislo c(e) se nazyva délka (ohodnocen{) hrany
e. Délku nejkratsi cesty definuje vzorec [5) kde k je pocet hran mezi vrcholy. Neni-li hrana e

ohodnocend, je délka hrany rovna jedné [4].

c(e:) (5)

k
=1

(2
Primeérna vzdalenost je primérna délka nejkratsich cest mezi vSemi dvojicemi vrchola
sité a pocitd se pomoci vzorce [6] Neexistuje-li cesta mezi vrcholy u a v nebo u = v, pak je

vzdalenost nulova.

1
[ = NN D uge:v d(u,v) (6)

Pravdépodobné prvni pokus, ktery vedl k zjisténi, Ze realné sité maji malou prameérnou
vzdalenost, provedl Stanley Milgram z Harvardovy univerzity v roce 1967. Napsal vétsi mnozstvi
dopist adresovanych svému priteli v Bostonu a rozdal je ndhodné vybranym lidem v Nebrasce.
Kazdy byl pozadan, aby se pokusil doruéit dopis jen prostiednictvim osob, které osobné zné. Ze
160 dopisti jich bylo doruceno 44. Pocet prostiednikii se pohyboval od 2 do 10 a priimérny pocet
prostiedniki byl 6 [10]. Z toho Milgram odvodil, ze priumérna vzdélenost mezi dvéma nahodné

vybranymi lidmi je pouze Sest. Jeho slogan ,,Sest stupnii odlouc¢eni® si od té doby ziskal urcitou
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popularitu ve vseobecném podvédomi [11]. Z préce [10] také pochdzi pojmenovani tohoto jevu -
Small World.

V socidlni siti Facebook byla v tinoru 2016 mezi vSemi 1,59 miliardy aktivnimi uzivateli
stanovena prumeérnd vzdalenost na 3,57. Jesté v roce 2011 se 721 miliony aktivnimi uzivateli
byla primérna vzdélenost 3,74. Jak sit rostla, uzivatelé se stavali vice propojenymi a vzdéilenost
se zkratila [12]. Barabdsi na vzorku 350 000 strének zjistil, Zze prumérny pocet kroku (délka
nejdelsi orientované cesty) mezi strankami je roven 11. P¥i zkoumdani vétsiho poc¢tu dokumentu
dospél k zavéru, ze prumérny pocet kroku roste mnohem pomaleji, nez pocet dokument a ridi
se jednoduchym pravidlem (vzorec . Primérna vzdalenost stranek v celém webu v roce 1999
tak byla odhadnuta na 19 [g8]. I dalsi experimenty ukézaly, Ze redlné sité maji malou prumeérnou
vzdalenost vzhledem k jejich velikosti. V citac¢nich sitich jsou od sebe osoby vzdalené 4 az 6
vazbami. Primérna vzdélenost v siti ¢lankd na Wikipedii je 3,45. Small World efekt je proto

typickou vlastnosti redlnych siti.

2.2.4 Shluky v sitich

Na rozdil od ndhodné sité, v readlnych sitich existuji komunity - shluky vrcholt, které jsou spolu
vzajemné vysoce propojené. Tyto shluky jsou navzijem propojené nékolika slabymi vazbami,
podobné jako na obrazku [2 Autorem této teorie silnych vazeb je Mark Granovetter. Byl pre-
svédcen, Ze nase povrchni a vzdalené znamosti hraji ¢asto dulezitou roli. Maji funkci most,
které nas propojuji s lidmi z tiplné jinych oblasti. Granovetter pro dokazani své teorie uskutec-
nil vyzkum. Oslovil osoby, které se pri shanéni prace spoléhali na doporuceni jiného ¢lovéka.
Polozil jim otazku ,Jak casto jste potkavali tuto osobu predtim, nez jste nastoupili do nového
zamé&stnani?“. 83% dotdzanych odpovédélo, Ze jen obc¢as nebo dokonce ziidka. Vétsina uchazecu
se spoléhala na pomoc od témér cizich lidi [13].

Hustotu propojeni vsech sousedit daného vrcholu reprezentuje shlukovaci koeficient. Cim
vyssi ma dany vrchol shlukovaci koeficient, tim vice je souc¢asti komunity. Shlukovaci koeficient
méri prumérnou pravdépodobnost, ze dva sousedni vrcholy jiného vrcholu jsou spolu rovnéz
propojeny. Méti tedy hustotu trojihelnikt v siti. Shlukovaci koeficient pro celou sit je definovan
vzorcem |7} Je mozné jej definovat i pro jednotlivé vrcholy pomoci vztahu [§] [5].

3 - pocet vsech trojuhelnika

C= (7)

~ pocet trojic propojenych dvéma hranami

pocet parua sousedd vrcholu i, které jsou propojené

Ci= (8)

pocet paru sousedil vrcholu i

Jiny zpisob vypoctu je definovan vzorcem [9 kde L; je pocet hran mezi sousedy vrcholu i a

k; je pocet sousedu vrcholu i. Shlukovaci koeficient celé sité je prumérny shlukovaci koeficient
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dany vzorcem (10} kde N je pocet vrcholu [3].

Obréazek 2: Shluky v siti vzajemné propojené nékolika slabymi vazbami.

Mnoho redlnych siti vykazuje vysoky shlukovaci koeficient. V knize [5] je k dispozici méreni
nékolika siti z raznych zdroji a vétsina jich ma shlukovaci koeficient mezi 0,2 az 0,6. Napriklad sit
filmovych hercu o velikosti 450000 vrcholt ma koeficient shlukovani C' = 0, 2. Sif spolupréice mezi
fyziky o velikosti 53000 vrcholi ma C' = 0,45. Jedna se o sité s velkym poctem trojuhelniki.
Kdyby byla sif spoluprace mezi fyziky propojovana nahodné, byl by shlukovaci koeficient asi
100x nizsi a se zvétsujicim se poc¢tem vrcholu by se shlukovaci koeficient zmensoval [5]. To u

realnych siti neplati.

2.3 Modely siti

Tato prace vyuziva ke generovani testovacich siti rtizné modely, kterou budou v této kapitole
popséany. Pro uvedeni do problematiky je také v kratkosti popsana historie teorie grafi.

2.3.1 Historie teorie grafii

Zaklady teorie siti polozil v prvni poloviné 18. stoleti Svycarsky matematik Leonhard Paul Euler,
kdyz se zabyval problémem nazvanym ,sedm mosti meésta Kralovce“. Pét mosti propojovalo
ostrov mezi dvéma rameny feky s ostatnimi ¢astmi mésta a dalsi dva mosty preklenovala dvé
ri¢ni ramena. Problém se zabyval otdzkou, zda je mozné prejit vSech sedm mosti a nejit po

zédném z nich dvakrat. Euler v roce 1736 predlozil matematicky dikaz, ze v pripadé sedmi
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mostu zadna takova cesta neexistuje. Mésto si predstavil jako graf, ve kterém jednotlivé ¢asti
mésta reprezentoval uzlem a mosty hranou [14].

Teorie grafi zazila po Eulerovi prudky rozmach. Az do poloviny 20. stoleti bylo cilem teorie
grafu objevovat a katalogizovat vlastnosti riznych typu grafi. Byly vyfeseny problémy, jako
naptiklad hledani tnikové cesty z bludisté v roce 1873 nebo hleddni posloupnosti krokt jezdce
na Sachovnici tak, aby kazdé policko bylo navstiveno pravé jednou, a aby se jezdec vratil na
vychozi pozici.

V 50. letech 20. stoleti dva madarsti matematici PAl Erdés a Alfréd Rényi polozili se svym
modelem zéklady teorie nahodnych siti. Jejich prace se poprvé v historii zabyvala otazkou vza-

jemné provazaného svéta - jak vibec sité vznikaji.

2.3.2 Erdés—Rényi model

Model ndhodné sité se objevil jako viibec prvni a matematici Erdés a Rényi se s nim pokusili
popsat redlné sité. Mnozstvi uzli n je pevné dané a mezi tyto uzly se s uniformni pravdépodob-
nosti vlozi m hran. Tato varianta je oznacovana jako G(n,m). Druhd varianta G(n,p) mé opét
pevny pocet uzli n a p uddva pravdépodobnost spojeni libovolnych dvou uzla hranou [15].
Jelikoz propojeni mezi uzly vznika nahodné, distribuce stupnt vrcholi mé Poissonovo rozdé-
leni. Koeficient shlukovani je maly a odpovida pravdépodobnosti p. Rovnéz primérna vzdalenost
je mald (pocitano na nejvétsi komponenté) a v ndhodné siti se nevyskytuji centra. Nahodny mo-

del tak neni vhodny pro modelovani redlnych siti.

2.3.3 Watts-Strogatz model

Watts-Strogatz model generuje ndhodné sité s vlastnostmi malého svéta. Model Erdése a Rény-
iho neumél generovat sité s pritomnosti shluki, které jsou typické pro maly svét. Proto Duncan
Watts a Steve Strogatz navrhli v roce 1998 alternativu k modelu ndhodné sité, ktera generuje sit
se shluky s vysokym priumérnym koeficientem shlukovani a pritom zachovava kratké vzdalenosti
[16].

Algoritmus modelu s predpisem WS(n,k, ) v prvnim kroku vygeneruje n vrcholii uspora-
danych do kruhu. Kazdy vrchol je propojen neorientovanymi hranami s k nejblizSimi sousedy. V
druhém kroku je kazda hrana s pravdépodobnosti 8 prepojena k jinému, ndhodné vybranému
vrcholu kromé piivodnich sousednich vrcholi tak, aby nevznikla smycka, ani dvojitd hrana. Pro
velmi nizké hodnoty [ ma sit vlastnosti malého svéta. Pro hodnoty § blizici se k 1, je sit podobna
nédhodné siti.

Distribuce stupnt opét odpovida Poissonovu rozdéleni. Je zachovina mald primérna vzda-
lenost a shlukovaci koeficient je vysoky. V sitich malého svéta se nevyskytuji centra. Absenci

center resi dalsi model.

19



2.3.4 Barabasi-Albert model

Jak jiz bylo popsano v kapitole pro realné sité je typicky efekt malého svéta, shlukovani,
existence center a mocninné rozdéleni distribuce stupnia. Watts-Strogatz model je schopen vy-
svétlit efekt malého svéta a shluky v sitich. AvSak existence center a mocninné rozdéleni stupnu
vrcholt jsou u tohoto modelu vylouceny. Az sité vytvorené pomoci Barabasi- Albert modelu maji
vSechny vyse zminéné vlastnosti redlnych siti. Model je nazvan podle dvojice madarskych védci
Albert-Laszlé Barabasi a Réka Albert, ktefi vytvorili algoritmus generujici bezskalové sité,

pro které plati [3]:

e Neustaly rust sité - sit pri zrodu obsahuje jen nékolik mélo uzli a v kazdém kroku se
rozrustd pridavanim novych uzla. Sit je dynamickd a neustdle se proménuje. Prikladem

muze byt sit Internetu nebo cita¢ni sité autort, které se neustale rozrustaji.

e Preferenc¢ni pripojovani - pii kazdé iteraci se nové uzly nepripojuji ke stavajicim vr-
cholim ndhodné, ale jsou preferovany vrcholy s vétsim stupném. Vrchol s dvakrat vétsim
stupném ma dvakrat vétsi Sanci, ze se novy uzel pripoji pravé k nému. Nové vrcholy jsou
pripojovany k téch starsim a noveéjsi uzly jsou znevyhodnovany. To mé za nésledek vznik

center a bezskalova sit dodrzuje mocninny zakon.

Sit je nazyvana bezskalovou, pokud distribuce stupni odpovidd mocninnému rozdéleni s
exponentem konektivity 2 < v < 3. Dale maji bezskalové sité vysoce propojend centra, kterd
drzi sité pohromadé a ¢ini sité odolné vici ndhodnym chybam. Problém muiZe nastat pii cileném
utoku na centra, ktery zapricini rychly rozpad sité. Distribuce stupnu u bezskalovych siti zastava
zachovana i pri ndhodném prepojovani hran [17].

Postup generovani je nésledujici: v prvnim kroku se vytvoii pocatecni sit s mg vrcholy a
takovym poctem hran, aby byla pocatecni sit souvisla. V kazdé iteraci se pripojuje novy vrchol
k m existujicim vrcholiim, pri¢emz musi platit, ze m < mg. Pravdépodobnost, ze se pripoji ke
stavajicimu uzlu ¢ s k; stupném, je dana vztahem kde k; znaci stupen jiz existujiciho vrcholu
j.
= =5

J

(11)

Di

Prumérnd vzdélenost u bezskalové sité je nizkd. Pro exponent konektivity 2 < v < 3 je

pramérnd vzdalenost ddna vztahem [ a pro v = 3 vztahem

In(N)
|l x ————— 12
* In(In(N)) (12)
Koeficient shlukovani u bezskalovych siti je dan vztahem kde N je pocet vrcholu [3].
(In(N))?
C = 13
= (13)
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3 Vzorkovani

Vzorkovani dat obecné je technika statistické analyzy, ktera slouzi k vytvoreni reprezentativ-
niho vzorku z velkych datovych kolekci. Umoziiuje pracovat s mensimi daty tam, kde je nemozné
efektivné analyzovat iplnou datovou sadu. Typické pouziti vzorkovani je napiiklad pti dolovani
dat, zejména z tzv. big dat, které jsou charakteristické ¢asto se ménicim velkym objemem struk-
turovanych i nestrukturovanych dat [18].

Ve statistice slouzi vzorkovani k vybéru podmnoziny jedinci, ktera je nasledné pouzita k
odhadovani vlastnosti celé populace. Tato prace se zabyva sitovymi daty, proto bude dél v textu

podrobné popsano vzorkovani siti a rtizné vzorkovaci metody pro vzorovani siti.

3.1 Vzorkovani graft

Existuje mnoho globalnich ¢i lokalnich vlastnosti sité, které jsou dtlezité pro pochopeni sité
a které sit charakterizuji. Muze to byt distribuce stupni vrchol, primérna vzdalenost nebo
naptiklad priamér sité. Je dobré védeét, zda vzorek, ktery je odvozen od puvodniho grafu, za-
chovava tyto vlastnosti ptivodniho grafu. Pokud ano, spusténi néjakého algoritmu nad vzorkem
muze mit stejny efekt s podobnym vysledkem, jako spusténi nad puvodnim grafem a to s nizsi
casovou narocnosti. Nékteré algoritmy jsou vypocetné narocné a béh nad velmi velkym gra-
fem muze trvat neimérné dlouhou dobu. Jedna se vétsinou o NP-tplné tlohy, jako napiiklad
hledani nejkratsi cesty nebo vypocet centralit. Navic, kdyz je znamé, jaké vysledky produkuje
dand vzorkovaci metoda, lze pomérné presné vypocist vlastnosti puvodniho grafu z vypocétenych
vlastnosti vzorku.

Vzorkovani grafi je jedna z jednoduchych ale efektivnich moznosti transformace grafu. Je
zaloZena na vybéru podmnoziny vrcholu V! C V a hran E’ C E z puvodniho grafu G = (V, E).
Vysledkem je vzorek G’ = (V', E’). Vyhodou této metody je, ze algoritmy pro vzorkovani jsou
jednoduché a casové efektivni. Vzorkovani netrva déle, nez vypocty zddanych parametrtt primo

nad ptvodnim grafem.

3.2 Vyuziti vzorkovani grafi

I kdyz miize vzorkovani slouzit k riznym vyuzitim, vSechny maji spolecné dvé vlastnosti: veli-
kost ptivodniho grafu je béhem vzorkovani zmensena a ze vzorku lze vycist vlastnosti podobné

ptuvodnimu grafu. Nasledujici konkrétni ukazky vyuziti vzorkovani tyto vlastnosti splnuji [2), [19]:

e Nedostatecny pristup k dattm - naptiklad v socidlni siti Facebook nelze za tcelem
ziskani sité prochdzet kvuli limitim API vSechny osoby. Proto se nédhodné vybere osoba a
od této osoby se prechazi po hranich k dalsim osobam. Dochazi tak k vzorkovani vrcholt
pomoci metody zalozené na nahodné prochéazce. Je dilezité dobfe odhadnout, kolik vrcholt

se musi navstivit tak, aby se ze vzorku ziskala relevantni informace.
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e Prizkum skryté populace - pouziva se v sociologickych priizkumech, kdy je nutné ziskat
informace o skryté skupiné osob, naptiklad skupina drogové zavislych lidi. P¥imy pristup
k témto skupindm je vétsinou nemozny. Zac¢ina se s malym poctem osob, od kterych se
ziskavaji informace o dalsich ¢lenech skupiny. Typickou metodou je Snow Ball vzorkovani,
ve kterém se na vrcholy postupné nabaluji dalsi vrcholy podle vazeb mezi predchozimi

vrcholy.

e Sparsifikace grafu - Mnoho siti je piilis velkych a manipulace s nimi je obtizna. Resenim
je aproximovat husté sité ridsimi sitémi. To zahrnuje jak redukci hran, tak i redukci vrchol.
Casto jsou na vysledny graf sparsifikace kladeny pifsné pozadavky. Napiiklad, Ze viechny

vrcholové fezy ptuvodniho grafu musi byt zachovany.

e SniZeni ceny testl - Sif interakei proteint je casto studovana v biochemickych pracich.
Presny test interakci mezi vSemi moznymi pary proteind muze byt vypocetné narocny.
Resenim je testovat pary proteint jen ve vzorku. Jiny zpusob vyuziva priorizaci spojeni,

vvvvv

byt pouzit vzorek.

e Vizualizace - Origindlni sit mtze byt pfilis velkd k vizualizaci, nemusi se vejit na ob-
razovku a zobrazeni vSech hran vede k neprehlednosti. Tim se ztraci informace, kterd by
mohla byt vizualizaci sité poskytnuta. Cilem vzorkovani je mensi graf, ktery vypada stejné
jako ptvodni graf. Pokud je vzorek ,kvalitni“, lze napriklad vykreslit komunity sité, které

odpovidaji i pivodnimu grafu.

e Nedostatek paméti a vypoctoveé slozité operace - Analyza sité miize byt vypocetné
a Casové narocna a na kompletni rozsahlé siti nemusi dojit k vypocétum v rozumném case.
Také pristup k celé siti nemusi byt mozny. Velikost c¢asti World Wide Webu, kterd je

indexovand Googlem, je odhadovéna na vice nez 48 miliard vrcholu [20]. Je nemozné jen

vvvvvv

a pracovat s nim je moznosti, jak nepfimo analyzovat celou sit. V téchto ptipadech je

vhodné pouziti metod, které jsou zalozené na nahodnych prochézkach.

3.3 Déleni vzorkovacich metod

Pro spravné vytvareni vzorkad je nutné zodpoveédét nasledujici otazky: Jakou pouzit metodu pro
vzorkovani a jak velky vzorek vytvorit? Spravny vybér zalezi také na typu ptvodniho grafu. Lze

pouzit metody zalozené na

1. vybéru vrchola
2. vybéru hran

3. prohledavani grafu
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Velikost grafu je mérena poctem vrchollu a cilem je zjistit, pri jaké velikosti je jesté vzorek
podobny puvodnimu grafu. Jak lze méfit ispésnost vzorkovani a kvalitu vysledného vzorku? V
kapitole je uvedeno nékolik distribuci vlastnosti, které se budou porovnéavat, jak empiricky,
tak i statisticky. Presnd metoda pro urceni podobnosti je uvedena v kapitole

Podle [2] muze byt vzorek vyuzit dvéma zpuisoby:

1. U scale-down vzorkovani se porovna vzorek s pivodnim grafem. Rozsahly staticky neo-
rientovany graf G s n vrcholy je pfevzorkovdn na graf S s n’ vrcholy, kde n’ < n. Cilem
je to, aby mél vzorek S co nejvic podobné vlastnosti (s prihlédnutim k méfitku) jako graf
G. Mze to byt naptiklad podobna distribuce stupnti nebo pramér grafu. Na tento zptisob

vyuziti vzorkovani je zamérena prakticka Cast prace.

2. V pripadé back-in-time vzorkovani je cilem napodobit stav grafu G v urc¢ité ¢asové chvili
jeho vyvoje vzorkem S. Je zndma jen vyslednd staticka podoba grafu G a nelze zjistit stari
vrcholt a hran. G, predstavuje graf G' v dobé&, kdy mél n’ vrcholi. Cilem je nalézt graf S

s n’ vrcholy tak, aby mél podobné vlastnosti jako graf G, .

3.4 Vzorkovani vzhledem k dostupnosti sité

Metody pro vzorkovani se mohou délit podle toho, na jaky typ sité z hlediska dostupnosti je
lze pouzit. Rozsahlou sit nékdy nelze ulozit celou do paméti a je k ni pouze omezeny pristup
prostrednictvim nékolika méalo vrcholu a sousedt téchto vrcholi. Néasledujici moznosti pristupu

ke grafu je nutné pii vzorkovani zohlednit [21]:

e Plny pristup ke grafu - celd rozsahla sit je viditelnd a ulozend v paméti. Je mozny
nahodny vybér vrcholu nebo hrany z celé sité. Pro graf s plnym pristupem je mozné pouzit
metody zalozené na ndhodném vybéru vrcholil nebo ndhodném vybéru hran, pripadné

kombinaci obou metod.

e Omezeny pristup ke grafu - sif je skryta, nicméné umoznuje prochazeni vrchol po
vrcholu a prozkoumévani sousedu aktudlniho vrcholu. Predpokladem je, Ze sit je propojena
do jedné komponenty. Tento zpiisob je vhodny v piipadé velmi rozsdhlé sité, ktera se
nevejde do hlavni paméti. Metody vhodné pro tento zptisob jsou zalozeny na prochézeni
grafu - Forest Fire, prohledavani do sitky nebo prohledavani do hloubky. Dalsi metody jsou
zalozeny na ndhodnych prochazkach - Random Walk, Random Jump nebo Metropolis-
Hastings Random Walk. Béhem prochézeni grafu jsou navstivené vrcholy ukladany jako

vzorek ptvodniho grafu.

e Stream dat - se pouzivd tam, kde je omezena hlavni pamét a data se rychle presouvaji.
Tento zpiisob je vhodny pro dynamické sité. Hrany prichazeji ke zpracovani bud v ur¢eném
poradi, nebo hrany incidentni s jednim vrcholem ptichazeji spolu. Stream hran je tak

masivni, Zze neni mozné vsechna data ulozit do hlavni paméti. U tohoto zptisobu je dulezité
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efektivni zpracovani v redlném case. Vétsina algoritmu pro vzorkovani streamovanych grafiu
je zalozena na ndhodném uklddani do paméti pevné velikosti. Kazda prichézejici hrana je
s urc¢itou pravdépodobnosti vybrana a ulozena do kontejneru pevné velikosti. Pokud je
kontejner plny, nova hrana nahradi jiz dfive ulozenou starsi hranu. Ulozené hrany na konci
predstavuji redukovany graf [21]. Postup vzorkovani streamovaného grafu je znédzornén na
obrazku [l Na obrézku [3] je zndzornéni zptisobu préce s riuzné velkymi grafy a vzorkovini

podle velikosti a dostupnosti grafu.

Memory

. & | At time t t+l. ..
<€ >
Static/Small Static/Large Streaming
graphs graphs graphs

Obrazek 3: Prace s grafy a vzorkovani podle velikosti a dostupnosti grafu [21].
I Vo V2 Vs @ Vo Vi
Stream of edges
Vi %W vi (B V' w
reservoir—> i

«— m —

Obrazek 4: Znazornéni streamu grafu [21].

Experimenty v této praci se provadély nad sitémi s plnym pristupem a pouzivaly se algoritmy
vhodné jak pro plny pristup, tak i pro omezeny pristup ke grafu. Algoritmy pro vzorkovani

streamovanych grafi se tato prace nezabyvala.

3.5 Metody pro vzorkovani rozsahlych siti

Je mnoho zptusobi, jak ziskat vzorek z rozsahlé sité. Obecné je lze rozdélit do dvou tiid podle
toho, zda je mozny plny piistup k siti ¢i nikoli (jak bylo popséno v predeslé kapitole|3.4)). Jestlize

hlavni pamét pojme celou sit, je mozné vybrat ndhodny vrchol nebo hranu. Tyto metody jsou
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zaloZzené na ndhodném vybéru vrcholi nebo ndhodném vybéru hran. Jinak je nutné

pouzit techniky zaloZzené na prochazeni grafu.

3.5.1 Metody zalozené na ndhodném vybéru vrchola
Random Node

Nejjednodussi cestou k ziskani vzorku je ndhodné vybrat podmnozinu vrcholi z puvodniho
grafu pomoci algoritmu Random Node (RN). Nejdiive je s uniformni pravdépodobnosti vybran
pozadovany pocet vrcholu Vs C V. Jestlize je velikost vzorku stanovena napiiklad na 15%
puvodni sité, bude kazdy vrchol vybran s pravdépodobnosti p = 0.15. Nasledné se do vzorku
ptidaji hrany Eg = {(u,v) € E|u € Vg,v € Vg}, tedy z puvodniho grafu jsou ponechany pouze
hrany mezi vrcholy Vg ze vzorku.

Predpokladem pro RN algoritmus je plné pristupnd sif. Nevyhodou je, Ze vzorek ziskany
touto metodou moc dobfe nerespektuje distribuce stupni ptvodni sité dle mocninného zakona
[19]. Pseudokéd pro RN metodu je uveden ve vypisu [}

Algorithm 1 Random node (p, graph)

Vs« 0,Es <0

V < graph.nodes, E' < graph.edges

while |Vs| < (p-|V]) do > add nodes
n < random(V) > uniformy random from V
Vs <+ Vs U {n}

for i + 0 to |E| do > add edges
(u,v) « Eli]
if u e Vy and v € V; then

Es < EsU{(u,v)}
return G4 (Vs, Ey)

Random Degree Node

Metoda Random Degree Node (RDN) je zalozena na vybéru vrcholui proporéné vuci stupni
daného vrcholu. Pravdépodobnost, 7ze je vrchol vybran, zavisi na stupni vrcholu. Cim vétsi
stupen vrchol ma, tim je vétsi sance, ze bude ve vzorku. Proto i tato metoda prilis nerespektuje
distribuce stupni puvodni sité dle mocninného zakona. Ve vzorku je prilis mnoho vrchola s
vysokym stupném a lze tak ocekavat, ze vysledny graf bude velmi husty [2].

Dalsi podobnou metodou je Random Pagerank Node (RPN), kterd provadi vybér vrcholu s
pravdépodobnosti imérnou jejich PageRanku. Metoda u orientovanych grafi dobte zachovava

tvar distribuce vstupnich stupnu a hot-plot distribuci.
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3.5.2 Metody zalozené na nahodném vybéra hran
Random Edge

Metoda Random Edge (RE) provadi vybér hran s uniformni pravdépodobnosti a pridava je do
vzorku Eg C F tak dlouho, dokud vzorek neni dostate¢né velky. Na rozdil od ndhodného vybéru
vrchol, RE metoda neméni ¢etnost hran (vzhledem k métitku), protoze vybér hrany pripojené k
vrcholu ¢ je zavisly na jeho stupni k;. Vrchol se stupném k v puvodnim grafu bude mit stupen pk
ve vzorku, kde p je pravdépodobnost vybéru jedné hrany. To ma za nasledek stejnou distribuci
stupnu jako v puvodnim grafu [19].

S metodou RE se vaze nékolik nevyhod. Je-li pocet hran ptivodniho grafu |E'|, bude ve vzorku
p|E| hran rozlozeno mezi n vrcholi, coz ma za nasledek nizky prumeérny stupen vrcholu, Jestlize
prumeérny stupen klesne pod hodnotu 1, 1ze ocekavat, ze vzorek bude postradat jednu hlavni
velkou komponentu a bude obsahovat mnoho malych komponent. Redukovany graf bude velmi

fidce propojen a komunitni struktura nebude zachovana [2].

Hybridni algoritmus

Hybridni algoritmus (HYB) kombinuje pfedeslou metodu RE s metodou Random Node-Edge
(RNE). Metoda RNE je mirnou variaci ndhodného vybéru hran. Nejprve se s uniformni prav-
dépodobnosti vybere vrchol, nasledné se vybere ndhodné hrana s nim incidentnich. Metoda
Random Edge mirné zvyhodnuje vrcholy s vysSim stupném, protoze je s nimi incidentni vice

hran. Random Node-Edge naopak timto neduhem netrpi.

Algorithm 2 Hybridni algoritmus (p, ¢, graph)

1: Vi« 0,Es <0
2: V < graph.nodes, E' < graph.edges
3: while |Vy| < (p-|V]) do

4: if random(0,1) < ¢ then > Random Node-Edge
5: u <— random(V) > get random node
6: ky < neighbours(u)

7: v = random(ky,) > get random neighbour of node u
8: Vs < Vs U{u,v}

9: Es + EsU {(u,v)}

10: else > Random Edge
11: (u,v) < random(E)

12: Vs < Vs U{u,v}

13: Es «+ EsU{(u,v)}

return G4 (Vs, Ey)

Hybridni algoritmus kombinuje uvedené metody do jedné. S pravdépodobnosti ¢ se provede
krok RNE, s pravdépodobnosti 1—c se provede krok RE. Podle [2] doséhla tato metoda nejlepsich
vysledkii s parametrem c¢, ktery ma hodnotu 0,8. Metody zalozené na ndhodném vybéru vrcholt

umi dobfe zachovavat tvar distribuce slabé souvislych komponent, ale v priméru pro vsechny
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porovnavané distribuce podéavaji nejhorsi vysledky. Pseudokéd Hybridni metody je uveden ve

vypisu 2]

3.5.3 Metody zalozené na prochazeni grafu
Random Walk

Nahodna prochazka je algoritmus, u kterého je nasledujici navstiveny vrchol volen zcela
nahodné z mnoziny sousednich vrcholt aktudlniho vrcholu. Je to proces, ktery zac¢ind ve vrcholu
vg a po k-tém kroku skonci ve vrcholu vg. V kazdém kroku k je pravdépodobnost pirechodu z

vrcholu vy, do sousedniho vrcholu dana vztahem [14] kde k,, je stupenl vrcholu vy.

- 14
p ™ (14)

Pocéatecni vrchol vg je vybran z vektoru Py, ktery kazdému vrcholu prirazuje pravdépodob-
nost, s jakou v ném bude ndhodna prochéazka zapocata. Py, je vektor rozlozeni pravdépodobnosti,
s jakou se bude ndhodné prochéazka nachazet v danych vrcholech po k krocich, jestlize bylo po-
catecni rozlozeni Py. Pravdépodobnost prechodu je urcena matici pravdépodobnosti prechodu

My, kde u,v € V. Matice pravdépodobnosti prechodu je definovana nasledovné:

1
— pokud {u,v} € FE
M, — | B Pokud {u,v} (15)
0 jinak
Pravdépodobnost prechodu v kroku k + 1 zavisi na predchozi pozici k£ a na matici pravdé-

podobnosti prechodu a lze ji vyjadrit jako:

Py =MTP, (16)

Metoda Random Walk v prvnim kroku vybere s uniformni pravdépodobnosti pocatecni vr-
chol vy, ze kterého je simulovana nahodnd prochazka. V kazdém kroku k se vybere jeden vrchol
u z mnoziny sousedd vrcholu vi_1. Vybér se provadi s uniformni pravdépodobnosti podle ma-
tice pravdépodobnosti uvedené vyse nebo pravdépodobnost vybéru muze zaviset napriklad na
vahdch jednotlivych hran. Necht je dalsf vrchol vy < u a do vzorku se ulozi hrana (v(y_1), v)-
Kroky se opakuji, dokud nemé vzorek pozadovanou velikost. V kazdém kroku se s pravdépo-
dobnosti ¢ algoritmus vrati na pocatecni vrchol vy a zacne novou cestu. Obvykla hodnota této
pravdépodobnosti je ¢ = 0,15 [2]. Postup pruchodu siti je uveden v pseudokédu

Vysledny vzorek je tvoren jen z jedné komponenty. Jestlize pocatecni vrchol vg lezi v malé
izolované komponenté, mize nastat problém a vzorek nemusi dosdhnout pozadované velikosti.
Je tedy dobré kontrolovat velikost vzorku v kazdém kroku a pokud po dostateéném poctu krokt
(napr. 100- N, kde N je pocet vrcholil) nem4 vzorek pozadovanou velikost, algoritmus se restar-
tuje a vybere se jiny pocateéni vrchol. Redukovany graf vytvoreny Random Walk algoritmem

zachovava tvar distribuce vstupnich stupni, singularnich hodnot a prvniho levého singularniho
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vektoru. Pravdépodobnost, ze vrchol u bude ve vzorku, je ddna vztahem kde k, je stupen
vrcholu w a m je pocet hran grafu. Vrcholy s vysSim stupném maji tedy vyssi Sanci na vybér
[21].

ku

_ 1
pE= 5 (17)

Algorithm 3 Random Walk (p, c, graph)

: Vs — @, ES — @
startNode,u < random(V) > initial node
while |Vi| < (p-|V]) do
if random(0,1) < ¢ then
u <— startNode > restart walk
else
K,, <+ neighbours(u)
v — random(K,) > get random neighbour of node u
Vs < Vs U{u,v}
Es < EsU{(u,v)}

—
= O

: U £ v
return G4 (Vs, Ey)

Random Jump

Metoda Random Jump pracuje podobné jako Random Walk. Jedinym rozdilem je, ze s prav-
dépodobnosti ¢ se algoritmus nevrati na pocatecni misto, ale ndhodné vybere jakykoliv jiny
vrchol v € V', ze kterého pokracuje v prochézeni. Tato metoda nemd, na rozdil od Random
Walk metody, problémy s uvaznutim v malé izolované komponenté. Vychozi hodnota pro ¢ je
opét udévana jako 0,15. Random Jump metoda upfednostiiuje vrcholy s vysokym stupném a

distribuce stupnu tak neni zachovéna [22].

Forest Fire

Metoda Forest Fire vychazi z Forest Fire modelu, ktery generuje grafy, kterym s postupem
¢asu stoupa hustota a klesd prumeér [23]. Model zachycuje dilezité pozorovani z redlnych siti a je
napriklad schopen generovat grafy, které maji i distribuce vystupnich stupni ve tvaru mocninné
krivky.

Forest Fire algoritmus je kombinaci Showball sampling metody a Random Walk metody.
Showball metoda je zalozena na rekurzivnim vybéru vSech sousedt jiz vybranych vrcholt tak,
Ze na pocatecni vrchol se jako na snéhovou kouli postupné ,,nabaluji“ sousedé, sousedé sousedu
a tak dal. Forest fire algoritmus zacind vybérem nahodného vrcholu vg a pridanim vrcholu vg do
noveé vytvoreného vzorku. Nasledné se zacne ,zapalovat® ¢ast hran vrcholu vy a vrcholy s nimi

incidentni. Proces se rekurzivné opakuje pro kazdy ,,zapaleny“ vrchol. Pokud je vrchol zapalen,
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tak Cast jeho vystupnich hran je opét zapalena. Puvodni algoritmus pracuje s orientovanym
grafem a mé dva parametry (viz dalsi odstavec). Pro neorientované grafy je pouzit jen parametr

pr (pseudokod je k dispozici ve vypisu .

Algorithm 4 Forest Fire (p, ps, graph)

1: Vi< 0,E; <0

2: ) < queue

3: u < random(V) > initial node

4: VeV, u {u}

5: Q.enqueue(u)

6: while |Vy| < (p-|V]) and not Q.empty() do

7: u < Q.dequeue()

8: K,, < neighbours(u)

9: n < Geom( ﬁ) > geometric distribution with mean lf—’;f
10: N «+ random(K,,n) > get n random neighbours of node u; if u < |K,| then get all
11: for i <~ 0 to |[N| do
12: v < NJi]

13: if v not exist in V, then
14: Vs < Vs U{v}

15: Es + EsU{(u,v)}

16: Q.enqueue(v)

return G4 (Vs, Es)

Pocet spalenych sousedi k je ndhodné cislo generované z geometrického rozdéleni K ~

Geom(p) s prumérem z [24]. Praumér & je vypocitdn pomoci vzorce

_ br
ey (18)

Autofi modelu doporucuji hodnotu py = 0,7, coz znamend, Ze kazdy vrchol spali v pri-
méru 2,33 sousedu. Parametr p; je dopfedna pravdépodobnost zapaleni (forward burning
probability) a urcuje pocet zapédlenych vystupnich hran. V pripadé orientovanych grafu algo-
ritmus jeSté pracuje s parametrem zpétna pravdépodobnost zapaleni (backward burning
probability) py, kterd urcuje pocet zapalenych vstupnich hran. Z vrcholu v se do vzorku pridé =
vystupnich hran {v,v,} a y vstupnich hran {v,, v} a vrcholy v, v, s témito hranami incidentni,
které jesté nebyly navstiveny. V pripadé, ze vrchol v neméa dostateény pocet incidentnich hran,
které je pottebné spalit, vyberou se vSechny hrany.

Proces se opakuje tak dlouho, dokud nebylo spaleno dostatecné mnozstvi vrcholt a vzorek
tak nemd pozadovanou velikost. Na Forest Fire metodu lze nahlizet jako na pravdépodobnosti
verzi Breadth-first search metody, kdy kazdy soused aktudlniho vrcholu je navstiven s pravdépo-
dobnosti p. Pro Breadth-first search algoritmus je pravdépodobnost p = 1. Proto je u Forest Fire
metody Sance, ze algoritmus skon¢i driv, nez se vybere dostateény pocet vrcholi. Tato metoda

dobte zachovava tvar distribuce vstupnich stupnt, hop-plot, prvniho levého singuldrniho vektoru
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i singularnich hodnot. Metoda vykazuje velmi dobré vysledky zejména pro back-in-time vyuziti

vzorkd.

Metropolis-Hastings Random Walk

Dosavadni metody zalozené na nahodnych prochizkach uprednostiuji vrcholy s vysokym stup-
ném a distribuce stupnii piivodniho grafu neni zachovidna. Je mozné zajistit to, aby algoritmus
nahodné prochazky navstivil kazdy vrchol s uniformni pravdépodobnosti za predpokladu, ze neni
znam cely graf a v kazdém kroku je dosazitelny pouze aktudlni vrchol a jeho sousedé? Reenim
je Metropolisuv-Hastingstv algoritmus v kombinaci s ndhodnou prochiazkou. Metropolistiv-
Hastingstiv algoritmus je metoda typu Markov chain Monte Carlo pro ziskavani posloupnosti
nahodnych vzorka z néjakého pravdépodobnostniho rozdéleni.

Markovav retézec v tomto pripadé predstavuje posloupnost navstivenych vrchol, které
maji pozadovanou distribuci stupnii. Klicovou myslenkou je nahrazeni navstivenych vrcholt
jinymi vrcholy, které svym stupném budou 1épe odpovidat ptivodni distribuci stupnti. U klasické
Random Walk metody jsou vrcholy vzorkovany s nerovnomérnou distribuci definovanou vztahem
kde k, je stupen vrcholu uw. MHRW naproti tomu zajisti vzorkovani vrcholi se stejnou
pravdépodobnosti . To je dosazeno prechodovou matici, kterd je uvedena ve vztahu . [25]

oW ok, (19)
1
= — 20
V] 2
é -min(1, %) pokud v je soused u
pYH =391 Sy P kdyzv =nu (21)

0 jinak
Pseudokdd této metody je uveden ve vypisu[pl Na zacatku algoritmu se s uniformni pravdé-
podobnosti vybere pocatecni vrchol v s nenulovym stupném. Néasledné se ze sousedu vrcholu v
vybere jeden vrchol u a poté se vygeneruje nahodné ¢islo p z uniformni distribuce U (0, 1). Pokud

pro nadhodné cislo p plati vztah navrzeny vrchol je akceptovan a algoritmus se presune do

vrcholu u. Jinak ztstane v pivodnim vrcholu v.

T

p<— (22)

|

Jestlize je stupen vrcholu w (k,) maly, vrchol u bude vybran ze seznamu sousedi v jako
kandidat jen s malou pravdépodobnosti. Ale pokud se tak stane, s velkou pravdépodobnosti bude

navrh prijat a algoritmus se presune do vrcholu u. Vrcholy s malym stupném jsou akceptovany
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a nékteré vrcholy s velkym stupném jsou zamitany. Vysledkem je eliminace upfrednostnovani

vrcholt s velkym stupném [26].

Algorithm 5 Metropolis-Hastings Random Walk (p, graph)
1: Vs — @, ES — @

2: u < random(V) > initial node
3: while |Vy| < (p-|V]) do

4: K,, < neighbours(u)

5: v < random(K,) > select node w uniformly at random from neighbours of «
6: r < random(0,1) > generate uniformly at random a number 0 < r <1
7: K, < neighbours(v)

8: if r< ||?:|| then

9: Vs + ViU {u}

10: Es + EsU {(u,v)}

11: U< v

12: else

13: stay at u

return G4(Vs, Ey)

Topologically Divided Stratums

Zkoumané vlastnosti sité popsané v kapitole nezohlednuji jednu dilezitou vlastnost - topo-
logickou strukturu siti. Topologicka struktura zachycuje skutecné a logické podoby a formuje sit
do urcitych tvari. Redukovany graf by mél mit podobnou strukturu jako ptivodni graf. Predeslé
metody vzorkovani na tuto vlastnost nebyly zaméreny.

Algoritmus Topologically Divided Stratums pracuje s prumérem d pivodniho grafu. Na za-
¢atku se vybere jeden ze dvou od sebe nejvzdalenégjsich vrcholi ptivodniho grafu se vzdalenosti
d. Nésledné se vrcholy ptivodniho grafu rozdéli do podmnozin podle vzdalenosti od pocatecniho
vrcholu. Z kazdé podmnoziny je vybrano p procent vrcholi, kde p predstavuje pozadovanou
velikost vzorku. Cilem je vybrat vrcholy a hrany rovnomérné napri¢ celym puvodnim grafem.

Pseudokéd DS metody je uveden ve vypisu[6l Z ptivodniho grafu G jsou zjistény dva nejvzda-
lenéjsi vrcholy s nejdelsi cestou o velikosti d - prumérem grafu. Jeden z téchto vrcholu je zvolen
jako vychozi vrchol v, a je priddn do mnoziny vrchold vzorku Vg. Mnozina vrchold ptvodniho
grafu Vg je rozdélena do d podmnozin {Vi, Vs, ..., V;} podle vzdalenosti daného vrcholu v; od vs.
Podmnozina V; reprezentuje vrcholy, které jsou od vrcholu v na vzdalenost ¢. Pred samotnym
vybérem vrchold je podmnozZina V; dél rozdélend do dvou podmnozin V; .4 a Vi p. Vrchol
v mnoziné V; ,¢j mé alesponi jednu hranu incidentni s néjakym vrcholem z mnoZiny S;_1, kde
mnozina S;_1 predstavuje jiz vybrané vrcholy z mnoZiny V;_;. Vrcholy z mnozZiny V; ., nemaji
zadné spojeni s vrcholy z mnoziny S;_1.

Nésleduje samotny vybér vrchola. Pfi vybéru z mnoziny V; je k procent (jak parametr k

ovliviiuje GspéSnost metody je v kapitole [5.6) vrcholi vybrano z mnoziny V; .4 a zbytek je
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Algorithm 6 Divided Stratums (p, k, graph)

Ve 0,Es 0
. d < graph.diameter > diameter of graph
vg < graph.endpoint > randomly pick one endopoint
Ve 0. Ve 1 Vi a0
: for j « 0 to |V| do > Split V' to d subsets according to the distance to vy
i < distance(vs, V[j])
Vi < V;U{V[jl}
Vs 0+ Vs oU{us}
: for i < 1toddo
for j « 0 to |V;| do > split Vi to V; 44 and Vi o
if exist link between V;[j] and some node € Vs ;_; then
V;iadj = V;Liadj u sz[] ]
else
V;Zicpl = V;icpl U Vvl[.] ]
randomly pick % - p percentage nodes in V; 44; to Vi ;
16: randomly pick (1 — k) - p percentage nodes in V; o to Vi

17: Vs« Vs gUVs 1+ V5 4

© X NPT Wy

= e e e
e 2o

—
ot

18: for i < 0 to |E| do > add edges
19: (u,v) < Eli]

20: if u € V5 and v € V; then

21: Es +— EsU{(u,v)}

return G4(Vs, Es)

7 Vs Vs Vi Va- Va

@ sampled vertex (O not sampled vertex

Obréazek 5: Proces vybéru vrchold metody Topologically Divided Stratums.

vybran z V; . Vybér vrcholtl na zakladé propojenosti s jiz vzorkovanym vrcholem (z mnoziny
Vi adj) zachovévé souvislost vzorku. Na druhou stranu je také potiebné vybrat i odlehlejsi, ne-
propojené vrcholy (z mnoziny V; ) tak, aby vzorek zachovaval topologickou strukturu. Proces
vybéru z mnozin je zndzornén na obrazku [l Po vybéru vrcholi ze vSech mnozin V, jsou do

vzorku pridany hrany, které se mezi vybranymi vrcholy nachazeji v puvodnim grafu [27].
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Nevyhodou této metody je nutnost zjisténi délky vSech nejkratsich cest mezi vSemi vrcholy
pavodniho grafu. To miize byt vipoletné naroéné a metoda tak postrada smysl. ReSenim je

zjisténi pouze priblizné hodnoty priméru grafu pomoci nékolika prohledavani grafu do sirky.

Multi-dimenzionalni Random Walk

Hlavnim problémem metody Random Walk je hrozba uvaznuti v malé izolované komponenté
nebo lokdlni husté propojené oblasti. Uspésnost metody zévisi na pocateénim vybéru vrcholu
a vysledky mohou byt velmi odlisné pti vybéru jiného pocateéniho vrcholu. Resenim by mohlo
byt spusténi m nezéavislych ndhodnych prochazek (Multiple Independent Random Walk), kazda
s jinym pocatecnim vrcholem. Ukézalo se, ze tento pristup negeneruje lepsi vzorky a dokonce

snizuje presnost odhadu vlastnosti ze vzorku [28].

Algorithm 7 Frontier Sampling (p, m, graph)

1 Ve 0,E; <0
2: V <« graph.nodes
3: L < random(V,m) > Select m nodes uniformly at random
4: while |Vs| < (p-|V]) do
5: u; + randomDegree(L) > Select u; with probability %
6: K, < neighbours(u;) v
7: v < random (K, ) > Select random neighbour of u
8: Vs« ViU {u;, v}
9: E <—ESU{(ui,v)}
10: L (Ugye oy U1, Uy Ui 1y v ey Uy > Replace u by v in L

1,
return G4(Vs, Es)

Z toho dtvodu byla navrzena metoda Multi-dimenzionalni Random Walk, které se také rika
Frontier Sampling. m-dimenzionalni Random Walk provadi m zavislych ndhodnych prochazek.
V prvnim kroku se vybere mnozina L pocate¢nich vrcholi, kde |L| = m. Poté se v kazdém kroku

vybere z L jeden vrchol v s pravdépodobnosti imérnou stupni vrcholu danou vztahem [23]

po = e
! E’LLEL ku

Vrchol u je ndhodné s uniformni pravdépodobnosti vybran z mnoziny sousedii vrcholu v a

(23)

hrana (v, u) je pfidédna do vzorku. Vrchol u ndsledné nahradi vrchol v v mnoziné L. To se opakuje,
dokud nemé vzorek pozadovanou velikost. Cely postup je uveden v pseudokédu [7 Frontier
sampling metoda velmi dobre zachovava distribuci stupnt vrcholi a distribuci shlukovaciho
koeficientu [26].
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4 Implementace

Aplikace pro experimenty s redukovanymi sitémi je implementovana v .NET frameworku verzi
4.6 v jazyce C# . Jako vyvojové prostiedi bylo pouzito Visual Studio ve verzi 2015 (14.0). Im-
plementace obsahuje knihovnu s tiidami, zajistujici praci se sitémi, jejich vzorkovani a vypocet
vlastnosti. Nad tim je postavené grafické uzivatelské rozhrani pomoci WPF, umoznujici praci v
GUL

B MainWindow = | hed
Graph Sampling methods Compute Tests Import distribution  Draw graph  Help

Criginal graph Uniform node (15%) Uniform edge (15%) Degree node (15%)

2 - = Basic graph info
Hybrid (15%) Random Walk (15%5) Random Jump (15%) Metropolis Hastings (15%)

= Number of nod 5221
Forest Fire (15%) Divided Stratums (15%) Frontier (15%) DS90 (153) Ot
: MNumber of edges 19727
Density of graph 0.00145

Global attributes

Avg degree 7.55679
Avg of graph 15
Avg of graph (LC) 15
[ [ [save ] Avg distance 5.15634
Clustering coefficient First left singular vector Singular values Avg distance (LC) 5.15636
: 20,001 —: ﬁ o Components 241
g ] E
3 s 1 Bl Largest compoment 4949
E E‘I e 11 _: 1 Avg clustering coefficient  0.24409

10 100 1 10 100 ] Settings
degree rank rank of largest sng v
A DS80 (15%)
Log
3:09:31: Rendaring graph_.
3:11:52: Rendering graph_ DONE 0K

Obréazek 6: Ukézka prostiedi pro testovani vzorki - hlavni okno

Pro maticové vypocty byla pouzita knihovna Math. NET Numerics ve verzi 3.17ﬂ Je pouzita
pro vypocet prvniho levého singuldarniho vektoru pomoci SVD rozkladu matice sousednosti. Pro
vykresleni distribuci byla pouzita knihovna OzyPlot ve verzi 1.dﬂ Zajistuje grafickou reprezentaci
vlastnosti sité v podobé spojnicovych grafi a jejich vizudlni porovnavani. Vystupy této knihovny
jsou soucasti této prace v kapitole |5 Knihovna Graphviz ve verzi 2.2@ je pouzita k vizualizaci
mensich siti.

Program je ovladan pomoci grafického uzivatelského rozhrani. Umoznuje generovani nahod-
nych siti, siti malého svéta a bezskalovych siti. Rovnéz umoznuje nacteni siti ze souboru. U
kazdé zkoumané sité jsou prehledné zobrazeny vypoctené globalni vlastnosti a série obrazki s
distribucemi, které jsou popsané v kapitole [5.1] Po vytvofeni vzorku z ptivodni sité se otevie

nova karta - opét s prehledem vlastnosti, které 1ze srovnavat s ptivodni siti. V detailu vybrané

’https://numerics.mathdotnet.com/
3http://www.oxyplot.org/
‘http://www.graphviz.org/
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distribuce lze srovnavat kumulativni distribu¢ni funkci a D-hodnoty dané distribuce a to pro
ruzné metody. Ukédzka prostfedi aplikace je na obrdzku [6] a [} Aplikace umoziiuje export vy-
tvorenych siti do soubort k dalsimu zpracovani a export vypoctenych distribuci. D4l umoznuje

import distribuci vypoctenych v jinych nastrojich, naptiklad pomoci jazyku RH

B AttributeDetail — O X

[ Hybrid (15%) ¢
Random Walk (15%! 1
o |
(| Metropolis Hastings {15%) 1
[] Forest Fire (153%)

Degree distribution Name D-value
bt i Criginal graph 0.00000
Degree node (15%) 0.16397
‘g Random Jump (15%) 0.25594
b+ Random Walk (15%) 0.54719
degree
Degree cumulative distribution Width | 350 Height | 250
]
w -
£ " Save distribution | | Save CDF
5 -
E
2 —= Original graph 5
iy / Degree node {15%) Legend pasition
= — Random Walk {155)
o [ Random Jump (15%)
0 , ;

0 0,5 1
relative degree

Obrazek 7: Ukéazka prostredi pro testovani vzorki - porovnani distribuce

4.1 Popis funkénosti

Nejprve je potfebné nacist pocatecni sit ze souboru. Podporovany typ souboru je CSV s moznosti
zvoleni typu oddélovace. Alternativné lze sit vygenerovat pomoci t¥i modeli - Barabédsi—Albert,
Watts-Strogatz nebo Erdos—Rényi. Poté jiz lze generovat vzorky zvolenim metody a velikosti
pozadovaného vzorku, pripadné dalsich parametr pro danou metodu. Mezi piivodni siti a vzorky
lze prepinat, na pravé strané se nachédzeji vypoctené globalni vlastnosti aktualné zobrazené sité.
Pokud je néjaka vlastnost nulova, je potiebné provést vypocty v menu.

V dolni ¢asti se nachazeji distribuce pro aktualné zobrazenou sif, kterou lze ulozit do tex-
tového souboru pro dalsi zpracovani. Po dvojkliku na distribuci se zobrazi distribuce jedné
vlastnosti ptivodni sité a vsech vzorki. Je zobrazen obrazek distribuce, normalizovana relativni
kumulativni funkce a D-hodnoty pro jednotlivé vzorky. Tim je mozné porovnavat distribuci jedné
vlastnosti napti¢ vSemi vzorky (viz obrazek . Cely projekt lze ulozit do binarniho souboru a
znovu oteviit, neni tak nutné opakované pocitat vlastnosti sité. K dispozici je moznost ulozeni

aktualné zobrazeného vzorku do souboru v podobé seznamu hran nebo ve forméatu GmphMlﬁ

Shttps://cran.r-project.org/
http://graphml.graphdrawing.org/
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GraphML je format pro uklddani grafi, ktery je zaloZzen na XML formatu. Je podporovan pro-
gramem pro vizualizaci siti Graphm’z[] a jazykem R, ktery je vyuzit pro dodatecné vypocty
nékterych vlastnosti.

4.1.1 Popis parametrua jednotlivych metod

e Pro kazdou metodu je nutné nastavit pozadovanou velikost vzorku v procentech ptvodni

velikosti grafu.

e Hybridni algoritmus - pravdépodobnost p v procentech, s jakou se provede krok RNE.
S pravdépodobnosti p — 1 se provede krok RE.

¢ Random Walk - pravdépodobnost ¢, s jakou se v kazdém kroku vrati algoritmus do

pocatecniho vrcholu.

¢ Random Jump - pravdépodobnost ¢, s jakou se v kazdém kroku algoritmus presune na

jiny ndhodné vybrany vrchol.

e Forest Fire - parametr py, ktery je pouzit pfi vypoctu priméru geometrického rozdéleni.

Z tohoto rozdéleni je ziskdno ¢islo predstavujici pocet spalenych sousedi.
e Divided Stratums - ¢ procento vrcholi, které je vybrano z mnoziny V; ,4;.
e Frontier Sampling - parametr m udavajici pocet pocatecnich, ndhodné vybranych vr-
choli.
4.2 Diagram trid
4.2.1 Graph

Graph je hlavni tfida, kterd reprezentuje sit. Poskytuje pristup k jednotlivym vlastnostem a
distribucim grafu. Graf je reprezentovan seznamem sousedli a navic pomocnym seznamem hran,
ktery slouzi pro export grafu do souboru. Metody pro vypocet vlastnosti grafu jsou volany
pomoci objektu ttidy GraphWrapper, ktery obaluje tfidu Graph a poskytuje dodatecné metody
pro préci v grafické nadstavbé (viz diagram trid [g)).

4.2.2 GraphGenerator

Trida GraphGenerator poskytuje statické metody pro generovani siti. Je mozné generovat na-

hodné sité, sité malého svéta a bezskalové sité. Vystupem je objekt tfidy Graph.

"https://gephi.org/
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Point GraphGenerator

Comparator
GraphLoader
Plot Samplin Graph  |<----
- pling P
< ...............
A
1
GraphicsUI .
WorkspaceViewModel 1>
K>—— GraphWrapper
1.*
Comparator . | Statisticltem
>~
DegreeComparator HopPlotComparator

Obrazek 8: Diagram tiid zakladni ¢asti a GUI nadstavby.

4.2.3 GraphLoader

Trida GraphLoader nacita sif ze souboru. Obsahuje statickou metodu loadFromCsv, kterd nacita
CSV soubory se seznamem hran. Je mozné specifikovat oddélova¢ vrcholi jednotlivych hran.

Vystupem je objekt tfidy Graph.

4.2.4 Sampling

Ttida Sampling poskytuje celkem 10 algoritmi, kterd byly popsany v kapitole a které vzor-
kuji grafy. Konstruktor tiidy prijima jako parametr objekt typu Graph, predstavujici pivodni
graf, ze kterého se budou generovat vzorky. Vystupem metod je opét objekt tiidy Graph.

4.2.5 Comparator

Trida Comparator zajistuje operace s distribuci puvodniho grafu a vzorku a porovnava je. Na
vstupu metody Compare jsou dvé distribuce, které se prevedou na kumulativni distribu¢ni funkce.
Nasledné je osa x prevedena na logaritmickou osu a distribuce jsou prevedeny do intervalu
(0,1) [2]. Vystupem metody Compare je D-hodnota, udavajici maximalni rozdil mezi distribuci

puvodniho grafu a vzorku. Postup normalizace a vypoc¢tu D-hodnoty je uveden v kapitole [5.2]
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4.2.6 GraphicsUI.Comparator

Abstraktni tfida Comparator GUI nadstavby vytvari graf distribuce a kumulativni distribuce. K
vypocétum vyuziva tiidu Comparator, ktera byla popsdna v odstavci Pro kazdou distribuci
existuje samostatnd tiida, kterda dédi od tiidy Comparator (napiiklad DegreeComparator nebo

HopPlotComparator).

4.2.7 Point

Trida Point predstavuje jeden bod distribuce. Obsahuje komparator, ktery porovnava jednotlivé
body podle z-ové slozky bodu. K ukldadani distribuce je pouzita datova struktura HashSet<Point>,
ktera obsahuje metodu GetViewBetween. Pomoci této metody se naleznou nejblizsi body pu-
vodni distribuce z levé i pravé strany od bodu p1, ktery je z distribuce néjaké vlastnosti vzorku.
Vzdalenost od bodu p; se méri podle z-ovych souradnic bodu. Nésledné se s vyuzitim zjisténych
nejblizsich bodt ptuvodni distribuce pomoci linearni interpolace zjisti y-ova souradnice bodu ps

puvodni distribuce v z-ové souradnici bodu p; distribuce vlastnosti vzorku.

4.2.8 Plot

Trida Plot zapouzdiuje knihovnu OzyPlot, ktera slouzi ke generovani grafti distribuci. Jeden
objekt tridy Plot reprezentuje jeden graf. Graf mize obsahovat kiivku nebo body, pfitom mtize

obsahovat 1 vice distribuci.

4.3 Dodatecné vypocty v jazyce R

Vlastni implementace v C# poskytuje vypocet zakladnich globdlnich vlastnosti a distribuci uve-
distribuci byl pouzit jazyk R, protoze poskytoval lepsi a efektivnéjsi knihovny pro vypocty nad
siti. Soucédsti implementac¢ni ¢asti je i nékolik R skriptd, které slouzi k vypocétu closeness a
betweenness centralit, komunitni struktury, asortativity a vlastnich c¢isel matice sousednosti.

Pro praci s grafy byl pouzit bali¢ek igraph, ktery zajistuje nacteni grafti ve formatu GraphML,
ziskan{ matice sousednosti pro dalsi zpracovani a vypocty centralit. Pro SVD rozklad byl pouzit
balicek rA RPACK, ktery poskytuje rychly vypocet vlastnich ¢isel matice a singularnich vektort.
Balicek umoznuje nastavit pozadovany pocet n nejvétsich vlastnich ¢isel a pocet levych nebo
pravych singularnich vektort, ¢imz se sniz{ doba vypocti.

Pro zjisténi komunitni struktury byly pouzity algoritmy Louvain a Infomap. Metoda Lou-
vain pomoci hladového algoritmu hledéd komunity v siti. Vyuzivd modularitu, kterd méri, jak
dobre je sit rozdélend na komunity. Nejdrive jsou nalezeny malé komunity, které se poté shlukuji
do vétsich komunit. Metoda Infomap hleda komunity na zakladé minimalizace délky ndhodné
prochazky [29]. Vysledky vypoctu jsou ulozené do textového souboru, ktery je mozné nahrat do

hlavni implementace a dal s vysledky pracovat.
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5 Experimenty

5.1 Zkoumané vlastnosti sité

Jedna z klicovych otazek pri vzorkovani siti se zabyva tim, jak kvalitni je vzorek. Jak lze zmérit
kvalitu vzorku a jak urcit nejlepsi vzorkovaci metodu pro dany druh sité? Pii zkoumani kvality
vzorkil je nutné zohlednit tcel daného vzorku. Ma mit vzorek podobné (pfipadné skdlované
vzhledem k velikosti vzorku) vlastnosti jako puvodni graf? Nebo méa mit vzorek podobné vlast-
nosti, jaké mél puvodni graf v ¢ase, kdy byl stejné velky jako vzorek? Ruzné tcely vzoru popisuje
kapitola [3.3]

Uspésnost vzorkovani je mozné uréit napiiklad prostym porovnanim distribuci nékterych
vlastnosti sité. Cilem neni nalézt vzorkovaci metodu, ktera bude produkovat dobré vzorky z
pohledu jedné konkrétni vlastnosti. Metoda muze produkovat vzorky s presnym ocekavanym
poctem hran nebo oc¢ekdvanym priameérem sité, ale dalsi vlastnosti jiz nemusi odpovidat ptivodni
siti. Cilem je identifikovat vzorkovaci metody, které vytvareji co nejpresnéjsi vzorky z hlediska
co nejvétsitho poctu vlastnosti sité tak, aby mohly vzorky zastupovat ptvodni grafy, napiiklad
pii vypocetné naroc¢nych operacich nad grafem.

V nésledujicich odstavcich jsou popsany vlastnosti, ze kterych jsou vytvoreny distribuce
vlastnosti. Tyto distribuce vlastnosti se porovnavaji a slouzi k ur¢eni podobnosti vzorku a pu-
vodni sité. Ukazky distribuci jsou na sérii obrézcich [I10] Porovnavané vlastnosti jsou piebrané z
prace [2], kterd zkoumd uspésnost ruznych vzorkovacich metod. Distribuce vlastnosti jsou zis-
kéany z orientovanych grafii a jsou urceny pro porovnavani siti pro scale-down ucely. V této praci

se pracuje pouze s neorientovanymi grafy, proto jsou nékteré distribuce vynechany.

5.1.1 Vstupni stupné

Ze vstupnich stupnu jednotlivych vrcholi se vytvori distribuce vstupnich stupnt. Pro kazdy
stupen d, ktery je na ose x, se vypocita pocet vrcholi se vstupnim stupném d. Pocet vyskytu je
na ose y. Distribuce vstupnich stupnt pro realné sité odpovida mocninnému zakonu a distribuce

mé dlouhy ocas. Vzorek proto také musi mit podobny tvar distribuce.

5.1.2 Vystupni stupné

7 vystupnich stupnu jednotlivych vrcholi se vytvori distribuce vystupnich stupnia. Opét jsou
na ose = jednotlivé stupné a na ose y pocet vyskytt daného stupné. Pro neorientované grafy v
experimentalni ¢asti se tyto dvé vlastnosti nahradi distribuci stupna vrchola. Ukazka distribuce

vrcholt je na obréazku [9)
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5.1.3 Slabé souvislé komponenty

Komponenta je slabé souvisla, pokud pro libovolné dva vrcholy u a v v komponenté existuje
neorientovand cesta z u do v [4]. Velikost komponenty je uréena poc¢tem vrcholia v komponenté.
Z uréenych velikosti je vytvorena distribuce velikosti slabé souvislych komponent (viz obrazek
10[a)). Na ose z se nachézi jednotlivé velikosti a na ose y je pocet slabé souvislych komponent

dané velikosti.

5.1.4 Silné souvislé komponenty

Dva vrcholy u,v € V(G), kde V(G) je mnozina vrcholi komponenty G, jsou spolu silné propo-
jeny, pokud existuje orientovana cesta jak z u do v, tak i orientované cesta z v do u. Komponenta
je silné souvisla, pokud je kazda dvojice vrcholi u, v € V(G) silné propojend [4]. Kazdy vrchol
je dosazitelny z libovolného vrcholu po orientované cesté. Z urcenych velikosti je vytvorena dis-
tribuce velikosti silné souvislych komponent. V experimentdlni ¢asti prace na neorientovanych

grafech tato distribuce nebude pouzita.

5.1.5 Hop-plot

Formalné lze hop-plot definovat jako: pro kazdy vrchol w z mnoziny vrcholi V grafu G se
vypocita pocet vrcholi Np(u) dosazitelnych z vrcholu u, které jsou vzdaleny na maximalné h
kroku. Pro vzdélenost h se ndsledné provede sec¢teni po¢tu vrcholu podle vztahu 24] kde u € V
[30].

P(h) =" Ny(u) (24)

Vrchol muze tvorit par i se sebou samym, proto pro vzdalenost h = 0 se pocet pari rovné
poctu vrcholt. Pro primér grafu d, kde h = d je pocet pari roven druhé mocniné poc¢tu vrcholt,
coz je maximélni mozny pocet paru [31].

Hop-plot distribuce kvantitativné urcéuje konektivitu sité a vzdalenosti mezi jednotlivymi
vrcholy. Studuje velikost komunit o ur¢ité vzdéalenosti a nezabyva se samotnymi vzdalenostmi.
Hot-plot také slouzi jako metrika pro hustotu sité. Porovnanim hop-plot distribuci dvou graft
lze zjistit, zda maji grafy podobnou konektivitu a komunitni strukturu.

Hop-plot distribuce poc¢tu pari vrchold, které jsou od sebe vzdéaleny h a méné kroki je na
obrézku [10[b). Na ose z jsou vSechny hodnoty vzdalenosti i a na ose y je hodnota P(h), kterd

predstavuje pocet pari se vzajemnou vzdalenosti mensi nebo rovno h.

5.1.6 Hop-plot na nejvétsi slabé souvislé komponentné

Hop-plot distribuce na nejvétsi slabé souvislé komponenté, kde na ose z jsou vSechny hodnoty
vzdélenosti h a na ose y je hodnota P(h). Ukdzka distribuce je na obrazku [10fc).
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5.1.7 Distribuce prvniho levého singularniho vektoru matice sousednosti

Pii singularnim rozkladu (SVD) je puvodni matice sousednosti M o velikosti m x n rozlo-
Zena na unitarni matici U o velikosti m x m, diagonalni matici > o velikosti m x n a unitarni

transponovanou matici V* o velikosti n x n (vzorec [25]).

M =USV* (25)

Levé singularni vektory predstavuji sloupce unitarni matice U. Prvni levy singularni vektor
se tedy ziska jako prvni sloupec matice U. Prvky vektoru se sefadi podle hodnoty sestupné.
Distribuce prvniho levého singuldrniho vektoru je zobrazena na obrazku (e). Na ose y jsou

jednotlivé hodnoty prvki vektoru, na ose x poradi hodnot.

5.1.8 Distribuce singularnich hodnot matice sousednosti

V pripadé symetrické n x n pozitivné definitni matice (coz plati pro matici sousednosti neorien-
tovanych grafii, kterym se tato prace vénuje), se singularni hodnoty ziskané pri SVD rozkladu
matice sousednosti rovnaji vlastnim ¢islim matice sousednosti.

Spektralni analyza grafu zkoumd vlastni ¢isla matice sousednosti, které mohou byt brany
jako ,,otisk* daného grafu a definuji strukturu grafu. Mnozina vlastnich ¢isel sefazend vzestupné
se nazyva spektrum grafu. Z nejvyssi hodnoty vlastniho ¢isla lze napiiklad zjistit odolnost sité
viéi siten viru. Cim mensi je nejvyssi hodnota vlastniho ¢isla, tim je sit odolngjsi [32]. Jednim z
cila spektralni analyzy grafu je odvodit strukturalni charakteristiky grafu na zakladé vlastnich
¢isel matice. Vlastni ¢isla mohou také charakterizovat modely redlnych siti, ur¢ovat komunity v
sitich nebo identifikovat hrany, které spojuji rizné komunity, jenz pri odstranéni rozdéli graf do
nékolika izolovanych komponent. Vlastni vektor prislusny druhému nejmensimu vlastnimu éislu
Laplaceovy matice se nazyva Fiedlertv vektor. Znaménka hodnot prvka Fiedlerova vektoru
mohou byt pouzita pro rozdéleni grafu na dvé komunity [33].

Studiem topologie internetové sité byl zjistén vztah 26| mezi velkymi vlastnimi ¢isly A; a stup-
ném vrcholu k;. Proto rozlozeni velkych hodnot vlastnich éisel odpovidda mocninnému rozlozeni
[34].

ki =X (26)

)

Singuldrni hodnoty (vlastni ¢isla) predstavuji kladnd ¢isla na diagondle diagonédlni matice
Y, kterd byla ziskdna pomoci SVD rozkladu matice sousednosti (vzorec , sefazend sestupné.
Distribuce z téchto ¢isel je ziskdna tak, Ze na ose x je poradi singularnich hodnot (od nejvétsi

hodnoty) a na ose y je Cetnost této singularni hodnoty. Ukazka distribuce je na obrézku (f)
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5.1.9 Shlukovaci koeficient

Definice shlukovaciho koeficientu je uvedena v kapitole Pro vypocet shlukovaciho koefici-
entu pro vrchol ¢ je v implementaci pouzit vzorec [9}

Pro porovnani shlukovaciho koeficientu vzorku a puvodni sité je vytvorena distribuce pru-
mérného shlukovaciho koeficientu Cy pro vsechny vrcholy se stupném k. Ukézka distribuce je
na obrazku (d) Na ose z jsou jednotlivé stupné vrcholi a na ose y je primérny shlukovaci

koeficient C pro stupen k.

5.1.10 Betweenness centralita

Mimo jiz zminéné sledované vlastnosti, ze kterych se pocitd D-hodnota sledujici, jak jsou si dvé
distribuce vlastnosti podobné, se navic u testovanych siti v experimentalni ¢asti sleduji dalsi
vlastnosti. D-hodnota téchto vlastnosti se nezapocitava do celkového priméru, ktery urcuje
uspésnost dané metody. Distribuce téchto vlastnosti ptuvodni sité a vzorku se pouze vizualné
porovnava.

Betweenness centralita vrcholu v je pocet nejkratsich cest prochazejicich vrcholem v a
vyjadruje, jak je uzel v potfebny k propojeni jinych part uzld. Pro vrchol v lze betweenness
centralitu urcit pomoci vztahu 27, kde gy je pocet nejkratsich cest mezi vrcholy s, t a nl je

pocet nejkratsich cest mezi s a t prochazejici vrcholem wv.

v

Ty = Z Dt (27)

ot Jst
Hodnota je nejvyssi, pokud cesty mezi libovolnymi dvéma vrcholy sité vzdy prochéazeji timto
vrcholem. Vrcholy s vysokou hodnotou (mosty, zprostifedkovatelé) kontroluji tok informaci v
siti, nebo se mohou chovat jako tzké hrdlo sité [35]. Distribuce betweenness centrality se ziska
podobné jako u shlukovaciho koeficientu. Na ose z je stupen vrcholu a na ose y primérné hodnota

betweenness centrality pro dany stupen. Ukazka distribuce je na obrazku (g)

5.1.11 Closeness centralita

Closeness centralita udava pocet vrcholi déleny souctem vzdalenosti mezi vrcholem v a vSemi
ostatnimi vrcholy (vzorec [28)).
N
C, = 7211, d(o.) (28)
Hodnota je nejvyssi, jestlize z vrcholu v lze dosdhnout ke vsem dal$im vrcholim v siti pri-
mou nezprostiedkovanou vazbou - nejmensi hodnota souc¢tu vzdalenosti k ostatnim vrcholiim.
Vrcholy s vysokou closeness centralitou maji velky vliv na to, co se v siti odehrava, protoze maji

nejrychlejsi pristup k celé siti. Proto jsou také ndchylné napriklad k viram [35].
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Stejné jako u betweenness centrality a shlukovaciho koeficientu, na ose x jsou jednotlivé
stupné vrcholu sité a na ose y prumeérna closeness centralita pro dany stupen vrcholu. Ukéazka
distribuce je na obrazku [10j(h).

5.1.12 Distribuce komunit

Jak bylo popsdno v kapitole realné sité obsahuji komunity slozené z vrcholu, které jsou
spolu vzdjemné vysoce propojené. Komunity jsou mezi sebou propojené nékolika slabymi vazbami.
Distribuce komunit predstavuje pocet komunit dané velikosti. Na ose z se nachazi jednotlivé
velikosti a na ose y je pocet komunit dané velikosti. Ukdzka distribuce je na obrdzku [L0|(i). P¥i-
slusnost ke komunité je zjistovana pomoci algoritmu Infomap [29]. Velikost komunity je urcena

poc¢tem vrcholt v prislusné komuniteé.

5.2 Evaluac¢ni technika

Cilem experimentii bylo uréeni metod, které nejlépe zachovavaji vlastnosti ptivodni sité. Jak ale
zmérit kvalitu vzorku a jak urcit nejlepsi vzorkovaci metodu? Pro zhodnoceni jak moc se vzo-
rek podoba pivodnimu grafu je potifebné porovnat vlastnosti obou grafi. Budou se porovnavat
distribuce uvedené v kapitole - distribuce stupnu vrcholu, distribuce velikosti komponent,
hop-plot, hop-plot na nejvétsi komponenté, distribuce prvniho levého singuldrniho vektoru, dis-
tribuce singuldrnich hodnot matice sousednosti a distribuce priumérného shlukovaciho koeficientu
pro vSechny stupné vrcholti. Kazda distribuce vlastnosti vzorku Gg je porovnavana s distribuci
vlastnosti puvodniho grafu G pomoci dvou vybérového Kolmogorovova-Smirnovova testu.
Kolmogoroviuv-Smirnoviv test je metoda vyuzivana ve statistice, kterd umoznuje tes-
tovat, zda dvé ndhodné proménné pochéazeji ze stejného rozdéleni pravdépodobnosti, pripadné
zda ndhodné proménnd mé predpoklddané teoretické rozdéleni [36]. Pro ucely evaluace vzorko-
vacich metod je pouzita dvouvybérova neparametrickéd varianta, kterd srovnava rozdéleni dvou
nahodnych veli¢in. Z testu je pouzita pouze hodnota D-value, ktera slouzi jako kritérium pro
zamitnuti nulové hypotézy. Zde je pouzita pro uréeni podobnosti dvou distribuci. D-hodnota je

definovana podle vzorce

D(P,Q) = max{|P(x) - Q(a)]} (29)

P a @ jsou dvé kumulativni distribuc¢ni funkce a hodnota z je z mnoziny S, kterd predstavuje
x-ové hodnoty distribuce néjaké vlastnosti vzorku. Hodnota x nalezi do definiéniho oboru obou
funkci. D-hodnota zachycuje nejvétsi odchylku na ose y mezi kumulativnimi distribu¢nimi funk-
cemi P a (). D-hodnota je pouzita jako méfitko podobnosti distribuci. Muze nabyvat hodnot
0 < D(P,Q) <1 a plati, ze ¢im mensi je D-hodnota pro danou distribuci, tim jsou si grafy v
dané vlastnosti podobnéjsi. D(P, Q) = 0 znadci totozné distribuce P = Q.

Porovnavané distribuce nemaji stejné méritko, maximalni hodnoty na ose x redukovaného

grafu jsou mnohem mensi nez maximalni hodnoty na ose x ptivodniho grafu. D-hodnota porov-
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nava spise tvar distribuci nez jejich hodnoty. Proto je nutné data distribuci znormalizovat [2].
Nejprve se obé porovnavané distribuce prevedou na kumulativni distribuce. Jestlize distribuce
obsahuje na ose y zaporné hodnoty, vSechny hodnoty osy y se posunou do kladné c¢asti osy.
Nésledné je osa z prevedena na logaritmické meéritko a hodnoty se znormalizuji do intervalu
0 < x <1 vydélenim vSech hodnot nejvétsi hodnotou v dané ose.

Pro tcely zjisténi D-hodnoty je implementovana vlastni verze porovnéni distribuci. Ziskani
vektori, nad kterymi se bude hledat maximalni rozdil je nasledujici: prvni vektor je tvoren
hodnotami na ose y relativni kumulativni distribuce P (distribuce néjaké vlastnosti vzorku).
Druhy vektor je slozen z y-ovych hodnot distribuce @ (distribuce néjaké vlastnosti pivodniho
grafu) v z-ovych bodech distribuce P. Nésledné je nalezen nejvétsi rozdil mezi jednotlivymi

prvky vektort.

5.3 Popis datovych sad
5.3.1 Bezskalova a ndhodna sit

Pro zékladni otestovani chovani jednotlivych metod byla vygenerovand bezskalovéa sit pomoci
Barabési—Albert modelu s parametry n = 55000, ng = 100 a m = 3. Vysledna sit ma 55000 vr-
choli a 164979 hran. Cilem bylo ovérit, zda vzorky vygenerované riiznymi metodami zachovavaji
bezskalové vlastnosti.

Experiment se zaméfil i na ndhodny graf vygenerovany pomoci Erdés—Rényi modelu s pa-
rametry n = 45000 a p = 0,0006. Nahodny graf ma 45000 vrcholi a 605989 hran. Cilem bylo

zjistit, jak si vedou vzorkovaci metody na nahodné siti oproti redlnym sitim.

5.3.2 Spoluautorska sit DBLP

Spoluautorska sit byla vytvorena z DBLP datasetu [37], ktery obsahuje zakladni bibliografické
informace o publikacich se zamérenim na pocitacové védy. Data jsou volné dostupnd ve formatu
XML a v dobé psani této prace (bfezen 2017) obsahovala 3688962 publikaci s 1870930 autory.
Pro potieby vzorkovani a experimentd by byla vysledna sit prilis velkd, proto se ze zdrojového
XML souboru extrahovaly publikace jen z roku 2011.

Vysledna neorientovand sit obsahuje pouze nejvétsi komponentu vygenerované sité. Vrcholy
sité predstavuji autory a neorientovana hrana mezi dvéma autory existuje v pripadé, ze autori
jsou spoluautory alespon jedné publikace. Vice spoleénych publikaci dvou autoru je zanedbano
a vahy hran se rovnaji jedné. Sit byla generovana z publikaci vydanych v roce 2011 a obsahuje
158632 vrcholi a 398521 hran.

5.3.3 Citacni sit

Cita¢ni sit Arxiv HEP-PH (high energy physics phenomenology - publikace ¢asticové fyziky)

[38] je ziskdna ze stranek s volnym pristupem k vice nez milionu publikaci z riznych odvétvi.
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Pouzita citacni sit pokryva 34546 publikaci a 421578 citaci mezi témito publikacemi. Jestlize
publikace u cituje publikaci v, graf obsahuje orientovanou hranu z u do v. Orientace hran je
pro tcely experimentt zanedbana. Pokud publikace cituje jinou publikaci, kterd se nenachazi v
datasetu, informace o této citaci neni v grafu zahrnuta. Data pochazeji z obdobi od ledna 1993
do dubna 2003.

5.3.4 Elektricka sit

Elektricka sit na tizemi zapadni ¢asti Spojenych Statti Americkych predstavuje typ technologické
sité. Obsahuje informace o elektrické siti na daném tzemi. Hrana predstavuje elektrické vedeni
a vrchol predstavuje generator, transforméator nebo rozvodnu. Sit byla ptivodné pouzita v praci
Wattse a Strogatze v roce 1998 [39]. Obsahuje 4941 vrcholu a 6594 neorientovanych hran.

5.3.5 Sit spoluprace (3-lambda)

Sit spoluprice byla vygenerovdna pomoci 3-lambda modelu, ktery byl predstaven v praci [40].
3-lambda model je pravdépodobnosti model, ktery pracuje s predpokladem, ze jeden krok
generace je jedna interakce zahrnujici jak existujici, tak i nové pridané vrcholy v daném kroku.
Po kazdém kroku jsou vytvoreny hrany mezi vSemi vrcholy, se kterymi se v daném kroku pra-
cuje. Nékteré hrany jiz mohou existovat i pred interakci. Vrcholy, které jsou zahrnuty v interakci
mohou mit 4 razné role: klicovy vrchol interakce (proactive), sousedé klicového vrcholu (nei-
ghbours), nové pridané hrany (newbies) a vrcholy, které nejsou sousedy kli¢ového vrcholu (new
connections).

Kazda interakce obsahuje vzdy jen jeden klicovy vrchol a zadny nebo nékolik vrcholi ve trech
jinych rolich. Pocet vrcholu pro kazdy z téchto trech rolich je vybran z Poissonova rozdéleni
s parametry A1 (pro vybér sousedu klicového vrcholu), Ay (pro vybér novych vrcholi) a Ag
(pro vrcholy, které nejsou sousedy kli¢ového vrcholu). Na poéatku je kompletni graf o velikosti
(14 A1 +A2+A3). V kazdém kroku je vybran jeden klicovy vrchol a nékolik vrcholi ve zbyvajicich
tfech rolich podle zadanych parametri A. Mezi kazdym parem z téchto vrcholi je vytvorena
hrana [40].

Pro ucely experimentii byla vygenerovana sit s parametry A\; = 1,6, Aa = 0,35, A3 =0,05 a
obsahuje 110000 vrcholti a 450528 hran.

5.3.6 Enron sit

Komunikaé¢ni sit Enron [41] je sestavena z datasetu, ktery obsahuje kolem pul milioni emaili
mezi 150 uzivateli ve spolecnosti Enron. Vrcholy sité predstavuji emailové adresy. Neorientovana
hrana mezi vrcholem ¢ a j se vyskytuje v pripadé, ze byl alespon jednou odesldn email z adresy
7 na adresu j. Graf obsahuje 36692 vrchola a 183831 hran.
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5.4 Identifikace nejlepsich vzorkovacich metod

Cilem tohoto experimentu je ovérit tcinnost vSech implementovanych metod na riznych si-
tich a identifikovat nejlepsi metody. Jako hlavni kritérium urcujici ispésnost metody je to, jak
se podoba tvar distribuce vlastnosti vzorku od tvaru distribuce vlastnosti ptuvodniho grafu.
Ukazatelem tohoto kritéria je D-hodnota predstavujici maximalni rozdil mezi distribucemi (o
postupu porovnavani pojednava kapitola . Pro vizudlni porovnéni distribuci je k dispozici
série spojnicovych grafii. Rovnéz jsou u nékterych distribuci uvedené spojnicové grafy s relativni
kumulativni éetnosti, ze kterych se pocitaji D-hodnoty.

Velikost vzorku byla pro hlavni ¢ast experimentu stanovena na 15% puvodni velikosti sité
na zékladé pozorovani z prace [2]. V kapitole je zkoumano, jaky vliv ma velikost vzorku na
presnost riznych metod. Pro kazdou metodu bylo vzorkovani provedeno 5 krat. Vysledné D-
hodnoty v tabulkach jsou primérem téchto méteni. Ptilozené grafy zobrazuji vysledky nejlepsi

iterace.

5.4.1 Citadni sit

V tabulce [1] jsou uvedeny zpriimérované D-hodnoty pro kazdou distribuci vlastnosti z nékolika
experimentii nad cita¢ni siti. Pro kazdou metodu jsou D-hodnoty zprimeérovany do primérné D-
hodnoty (posledni sloupec), kterd udava celkovou tispésnost metody. Tucné zvyraznéné hodnoty

jsou nejlepsi v ramci celého sloupce.

Tabulka 1: Prumérné D-hodnoty pro vSechny metody a distribuce - citaéni sit.

deg wce clust | hops | hops on lc | sng-vec | sng-vals || average D
RN 0,353 | 0,160 | 0,147 | 0,078 | 0,078 0,235 0,063 0,159
RE 0,797 | 0,249 | 0,743 | 0,224 | 0,058 0,879 0,365 0,474
RDN 0,165 | 0,181 | 0,133 | 0,020 | 0,020 0,040 | 0,111 0,096
HYB 0,857 | 0,178 | 1,000 | 0,313 | 0,160 0,910 0,360 0,540
RwW 0,555 | 1,000 | 0,159 | 0,077 | 0,077 0,232 0,153 0,322
RJ 0,291 | 0,290 | 0,179 | 0,235 | 0,235 0,526 0,251 0,287
MHRW | 0,475 | 1,000 | 0,270 | 0,285 | 0,285 0,821 0,089 0,461
FF 0,525 | 1,000 | 0,133 | 0,127 | 0,127 0,175 0,109 0,314
DS 0,134 | 0,161 | 0,065 | 0,049 | 0,049 0,043 | 0,036 0,077
FS 0,629 | 0,620 | 0,357 | 0,214 | 0,214 0,562 0,185 0,397

V pruméru si nejlépe vedla metoda Divided Stratums (DS) a metoda zalozend na vybéru
vrcholit Random degree node (RDN). Na obrézku [J(a) jsou zndzornény distribuce stupiit riiz-
nych metod. Metody s podobnym prubéhem distribuce byly slouceny tak, aby byla zachovana
prehlednost. I kdyz D-hodnota pro distribuci stupnt u metody RDN je druha nejlepsi, z obrazku
je patrna nevyhoda, ktera plyne z chovani RDN metody. Zvyhodnuje vrcholy s vyssim stupném,

takze konec kiivky je vychylen k puvodni distribuci stupnt vice, nez by mél.
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U metod zaloZenych na prochézeni grafu (Random Walk, Divided Stratums, Forest Fire) a
metodé Random Node (Cervend kiivka) lze pozorovat, ze nezvyhodnuji vrcholy s velkym stup-
ném. Na druhou stranu je ve vzorku vice vrcholt s nizkym stupném, nez by mélo byt. Idealni
distribuce stupnu by mohla vzniknout spojenim metod RDN a napriklad FF metody, kde by
nebyly zvyhodnény vrcholy s nizkym ani s vysokym stupném. Na obrazku @(b) je znazornéna
relativni kumulativni distribuce stupnu vrcholi, ze které se ziskava D-hodnota jako maximéalni

rozdil mezi dvéma kumulativnimi distribucemi.

Degree distribution Degree cumulative distribution

— 100%
RDN (15%) E
—— RN, RW, DS, FF (15%)
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=)
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(a) distribuce stupria (b) kumulativni relativni distribuce stupnu

Obrézek 9: Porovnani distribuci stupnu puvodniho grafu (modré ¢ara) a vzorkn - citaéni sit.

Nejlepsi metoda pro citacni sit Divided Stratums dobfe zachovava hop-plot distribuce a
velmi dobre zachovava distribuci prvniho levého singularniho vektoru a distribuci vlastnich cisel.
Rovnéz dobie zachovava distribuci stupnu a distribuci velikosti komponent, protoze DS metoda
zachovava strukturu pavodni sité.

Ostatni metody zaloZené na prochézeni grafi Forest Fire (FF), Metropolis-Hastings Random
Walk (MHRW) a Random Walk (RW) nerespektuji distribuci velikosti komponent a vysledny
vzorek sestava pouze z jedné komponenty. Rovnéz vysledky D-hodnoty distribuce vlastnich ¢isel
matice sousednosti nejsou u téchto metod nejlepsi. Relativné dobte s ohledem na prvni levy sin-
gularni vektor a vlastni ¢isla si vedla metoda FF, ktera také nejlépe dokazala zachovat distribuci
shlukovaciho koeficientu.

V sérii spojnicovych grafu na obrazku [10] jsou zobrazeny distribuce vsech vlastnosti cita¢ni
sité, ze kterych jsou zjistované D-hodnoty v tabulce [Il Zobrazeny jsou distribuce z ptivodniho
grafu (modrd ¢ara), tfech vzorku vytvorenych nejlepsimi metodami a jednoho vzorku vytvore-
ného nejhorsi metodou. V pripadé citaéni sité byla nejhorsi metoda zalozena na vybéru hran
(HYB).

Navic jsou jesté uvedeny dalsi dodateéné vlastnosti - betweenness a closeness centralita a
distribuce velikosti komunit. Otazkou je, zda ma u nékterych distribuci smysl méfit tispésnost

pomoci D-hodnoty. Pfi vizudlnim prozkoumani grafi je vidét, ze nékteré distribuce nemusi
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Obrazek 10: Vsechny distribuce ptivodniho grafu a nékolika vzorkt vytvorenych riznymi meto-
dami - cita¢ni sit.

odpovidat pavodni distribuci a pritom maji relativné dobré D-hodnoty. Proto u poslednich t¥i

vlastnosti nebyly D-hodnoty zahrnuty v celkovém hodnoceni metod.

e 7 pohledu D-hodnot u betweenness centrality byla nejlepsi metoda RDN, RJ a FF (D-
hodnoty 0,146 a 0,175). Naopak nejhorsi byla metoda RE (D-hodnota 0,381). Vseobecné

nejhorsi metody jsou zaloZené na vybéru hran, a to z divodu rozpadu sité na mnoho

malych komponent. U betweenness centrality se to projevuje tak, ze vysledna distribuce

u metod RE a HYB je ,kratka“, protoze maximalni stupen vrcholu u takto vytvoreného

vzorku je mensi nez 10 a data tak nejsou dostatecna.
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e V pripadé closeness centrality si vedly nejlépe metody zalozené na vybéru vrcholi RDN
a RN (D-hodnota 0,079 a 0,128). Z metod zalozenych na prochézeni grafu si nejlépe vedlo
DS (D-hodnota 0,186). Nejhorsi metody byly opét RE a HYB (D-hodnota cca 0,3).

e Komunitni strukturu zachovava nejlépe metoda Forest Fire (D-hodnota 0,235). Nejhuie
je na tom metoda MHRW (D-hodnota 0,822).

5.4.2 Bezskalova sit

Tabulka [2| obsahuje D-hodnoty pro bezskalovou sit vygenerovanou Barabédsi—Albert modelem.
Podle primérné D-hodnoty byla nejlepsi metoda Forest Fire, kterd velmi dobfe zachovava tvar
hop-plot distribuce a obstojné zachovava tvar distribuce stupnt. V pripadé distribuce stupnu si
lépe vedou metody MHRW, RJ a RDN.

Tabulka 2: Prumérné D-hodnoty pro vSechny metody a distribuce - bezskdalova sit vygenero-
vand BA modelem.

deg wcee clust | hops hops on Ic | sng-vec | sng-vals || average D
RN 0,204 | 1,000 | 0,624 | 0,056 | 0,055 0,372 0,142 0,351
RE 0,336 | 1,000 | 1,000 | 0,376 | 0,233 0,700 0,227 0,553
RDN 0,065 | 1,000 | 0,109 | 0,114 | 0,114 0,026 | 0,046 0,211
HYB 0,211 | 1,000 | 1,000 | 0,437 | 0,261 0,810 0,252 0,567
RwW 0,315 | 0,000 | 0,470 | 0,078 | 0,078 0,298 0,190 0,204
RJ 0,118 | 1,000 | 0,439 | 0,074 | 0,074 0,432 0,059 0,314
MHRW | 0,074 | 0,000 | 1,000 | 0,163 | 0,163 0,582 0,228 0,316
FF 0,136 | 0,000 | 0,439 | 0,076 | 0,076 0,345 0,182 0,179
DS 0,219 | 1,000 | 0,386 | 0,122 | 0,12 0,158 0,056 0,294
FS 0,310 | 1,000 | 0,841 | 0,037 | 0,037 0,322 0,109 0,379

Mezi dalsi nejlepsi metody podle priamérné D-hodnoty se fadi RW a RDN. RDN dobte
zachovava prvni levy singuldrni vektor a singularni hodnoty. U singuladrnich hodnot si dobfe

vedla i metoda RJ. Nejhorsi vzorky generovaly metody zalozené na vybéru hran.

5.4.3 Nahodna sit

Pro ukazku toho, jak se vzorkovaci metody chovaji na sitich, které nemaji vlastnosti realnych
siti, byly provedeny experimenty i na nahodné siti, kterda ma Poissonovo rozdéleni distribuce
stupni. Jiz pri prvnim pohledu na tabulku [3|1ze pozorovat, ze metody si v prameéru nevedou tak
dobre, jako u redlnych siti. Nejlépe si vedla metoda Forest Fire, ale napriklad pfi pohledu na
distribuci stupni na obrézku [14(b) je vidét, ze FF (spolu s RW) viibec nezachovavé zvonovity
tvar distribuce stupnu. Predstavené metody tak pro ndhodné sité pri redukci na 15% puvodni
velikosti nejsou viibec vhodné.

U distribuce shlukovaciho koeficientu, hop-plot distribuce a distribuce prvniho levého singu-

larniho vektoru si metody zalozené na nahodném vybéru vrchold vedou 1épe, nez ostatni metody.

49



Tabulka 3: Praumérné D-hodnoty pro vSechny metody a distribuce - ndhodna sit.

deg wce clust | hops hops on Ic | sng-vec | sng-vals || average D
RN 0,839 | 1,000 | 0,284 | 0,033 | 0,033 0,153 | 1,000 0,477
RE 0,891 | 1,000 | 1,000 | 0,467 | 0,325 0,986 1,000 0,810
RDN 0,821 | 1,000 | 0,290 | 0,037 | 0,037 0,134 | 1,000 0,474
HYB 0,789 | 1,000 | 1,000 | 0,466 | 0,330 0,992 1,000 0,797
RwW 0,996 | 0,000 | 0,510 | 0,081 | 0,081 0,349 1,000 0,431
RJ 0,957 | 1,000 | 1,000 | 0,183 | 0,185 0,863 1,000 0,741
MHRW | 0,991 | 0,000 | 1,000 | 0,184 | 0,184 0,753 1,000 0,587
FF 0,966 | 0,000 | 0,467 | 0,211 | 0,211 0,333 1,000 0,455
DS 0,968 | 1,000 | 0,357 | 0,029 | 0,029 0,298 1,000 0,526
FS 0,966 | 1,000 | 1,000 | 0,205 | 0,206 0,851 1,000 0,747

Na obrézku [14]b) je pro ukdzku uvedena distribuce stupiiti ze vzorku o velikosti 40% ptvodniho
grafu. Je vidét, jak se distribuce blizi k ptvodni distribuci a pri vétsich velikostech vzorku je

distribuce vice podobna puvodni distribuci.

5.4.4 Sit spoluprace (3-lambda)

Pro sit spoluprice vygenerovanou modelem 3-lambda jsou vysledky D-hodnot pro vzorek o
velikosti 15% ptivodni velikosti uvedeny v tabulce [dl Nejlepsf metody jsou zalozené na prochazen{
grafu - Random Walk, Forest Fire a Divided Stratums. Opét je mezi nejlepsimi metodami také
metoda Random Degree Node, ktera dobte zachovava tvar distribuce stupni. Nicméné i v tomto
pripadé ma vysledny vzorek vytvoreny metodou RDN mnoho vrchold s vysokym stupném (viz
obrézek [14f(e)). Podobné D-hodnoty pro distribuci stupiitt maji metody RJ, MHRW a DS, pfi
kterych nevznikd nadbytecny pocet vrcholtl s vyssim stupném. Podobné se distribuce stupnt

chova i pri metodé Forest Fire. U té je ale ptilis mnoho vrcholt s nizkym stupném.

Tabulka 4: Prumérné D-hodnoty pro vSechny metody a distribuce - sit spoluprace (3-
lambda).

deg wCe clust | hops hops on Ic | sng-vec | sng-vals || average D
RN 0,461 | 1,000 | 0,183 | 0,042 | 0,042 0,175 0,062 0,281
RE 0,797 | 1,000 | 0,180 | 0,231 | 0,065 0,744 0,216 0,462
RDN 0,092 | 1,000 | 0,071 | 0,068 | 0,068 0,014 | 0,048 0,194
HYB 0,853 | 1,000 | 1,000 | 0,372 | 0,192 0,867 0,298 0,654
RW 0,399 | 0,000 | 0,178 | 0,034 | 0,034 0,062 | 0,092 0,114
RJ 0,103 | 1,000 | 0,132 | 0,128 | 0,129 0,427 0,260 0,311
MHRW | 0,118 | 0,000 | 0,275 | 0,213 | 0,213 0,756 0,226 0,257
FF 0,417 | 0,000 | 0,091 | 0,112 | 0,112 0,249 0,302 0,183
DS 0,100 | 1,000 | 0,085 | 0,017 | 0,017 0,038 | 0,164 0,203
FS 0,291 | 1,000 | 0,120 | 0,070 | 0,070 0,119 0,250 0,274
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Na obrazku [11] jsou vysledky singularniho rozkladu matice sousednosti pro sit spoluprace. U
prvniho levého singularniho vektoru si nejlépe vedly metody RDN, DS a RW. Naopak nejhiie
dopadly metody zalozené na vybéru hran a MHRW. U distribuce singularnich hodnot si nejlépe
vedly metody RN, RDN a RW (viz tabulka . Pro obé vlastnosti z obrazku |11] si nejlépe vedla
metoda RW i RDN.
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Obrazek 11: Singularni rozklad matice sousednosti - sit spoluprace (3 lambda).

Jelikoz tyto vlastnosti dobie zachovavaji distribuci prvniho levého singularniho vektoru i
distribuci singularnich hodnot (viz kapitola a[5.1.8]), da se Tict, ze vzorky vygenerované

témito metodami zachovavaji komunitni strukturu a topologii pavodni sité.

5.4.5 Spoluautorska sit DBLP

U spoluautorské sité DBLP jsou nejlepSimi metodami, podobné jako u sité spoluprice (3-
lambda), Forest Fire a Random Walk. Pramérné D-hodnoty jsou uvedeny v tabulce . Distribuci
stupni vrcholi nejlépe zachovavaji metody DS, MHRW, FS a RJ. V pripadé hop-plot distribuce
si nejlépe vedou metody RDN, DS a RW.

Je zajimavé si povSimnout, jak se chova metoda DS, kterd si vede dobre nejen u hop-plot
distribuce, ale i dobfe zachovava distribuci vlastnich ¢isel. Hurfe si vede u distribuce prvniho
levého singularniho vektoru a nezachovava jednu velkou komponentu, ale rozdéluje sit na nékolik
komponent. Nejhure si opét vede hybridni metoda zalozend na vybéru hran, ktera rozlozi sit na
mnoho malych komponent.

Na obrazku [I2]je distribuce velikosti komunit piivodni DBLP sité a nékolika vzorku této sité.
Nejlépe zachovéavala distribuci velikosti komunit metoda Forest Fire a Random Walk (D-hodnota
0,04). Dobre si vedla i metoda Frontier Sampling a MHRW. Naopak metody zalozené na vybéru
hran a vrcholi byly nejhorsi.

V tabulce [§ a [J] je prehled globdlnich vlastnosti ptivodnich siti a nékolika vzorkt nejlep-

sich metod a jednou nejhorsi metodou. U sité DBLP je k dispozici dvojice hodnot (modularita)
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Tabulka 5: Prumérné D-hodnoty pro vsechny metody a distribuce - spoluautorské sit DBLP.

deg wce clust | hops hops on Ic | sng-vec | sng-vals || average D
RN 0,409 | 1,000 | 0,124 | 0,124 | 0,035 0,777 0,114 0,369
RE 0,759 | 1,000 | 0,164 | 0,261 | 0,064 0,540 0,272 0,437
RDN 0,205 | 1,000 | 0,205 | 0,018 | 0,018 0,041 | 0,146 0,233
HYB 0,802 | 1,000 | 0,630 | 0,395 | 0,278 0,875 0,338 0,617
RwW 0,255 | 0,000 | 0,250 | 0,032 | 0,032 0,387 0,264 0,174
RJ 0,158 | 1,000 | 0,391 | 0,147 | 0,157 0,662 0,276 0,399
MHRW | 0,099 | 0,000 | 0,313 | 0,185 | 0,185 0,505 0,140 0,204
FF 0,209 | 0,000 | 0,318 | 0,073 | 0,073 0,072 | 0,158 0,129
DS 0,072 | 1,000 | 0,220 | 0,020 | 0,020 0,402 0,136 0,267
FS 0,121 | 1,000 | 0,188 | 0,065 | 0,065 0,470 0,070 0,283

udavajicich, jak dobfe je sif rozdélend na komunity. Sité s vysokou modularitou maji vysoce
propojené vrcholy v ramci komunity, ale jen nékolik vazeb mezi riaznymi komunitami. Piislus-
nost ke komunitam byla vypocitdna pomoci algoritmu Infomap (@) a Louvain (Qr) (viz kapi-
tola . V pripadé DBLP sité vSechny vzorky vytvorené pomoci nejlepsich metod zachovavaji
modularitu sité, pricemz nejlépe zachovavd modularitu metoda Forest Fire. U bezskalové sité
(Barabédsi—Albert model) a ndhodné sité vytvareji i nejlepsi metody vzorky, které maji vyssi
modularitu nez puvodni sité.

7 experimenti vyplyva, ze metody zalozené na prochazeni grafu vytvareji vzorky s mirné
vyss$i modularitou, nez maji puvodni sité. Muze to byt zplisobeno tim, Zze pri prochazeni grafu
zustane algoritmus spise v husté komunité a do dalsi komunity se dostane s mensi pravdépodob-

nosti.
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Obrazek 12: Distribuce komunit podle Infomap - sit DBLP
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5.4.6 Enron sit

Experimenty nad Enron siti ukédzaly, Ze nejlepsi vzorky generovala metoda Divided Stratums,
ktera je zalozend na prochézeni grafu. Dobré primérné D-hodnoty mély i vzorky generované
metodami zalozenymi na ndhodném vybéru vrcholia - RN a RDN (viz tabulka @ Vsechny
zminéné metody dobie zachovavaji hop-plot distribuci, prvni levy singularni vektor i distribuci
singularnich hodnot. RDN a DS rovnéz dobie zachovava distribuci shlukovaciho koeficientu.

U distribuce stupna vrcholi nejlépe vychazi metody zaloZené na prochézeni grafu - RW, FF,

Frontier Sampling a nejlépe pak Divided Stratums.

Tabulka 6: Prumérné D-hodnoty pro vSechny metody a distribuce - enron sit.

deg wce clust | hops | hops on lc | sng-vec | sng-vals || average D
RN 0,290 | 0,221 | 0,231 | 0,021 | 0,022 0,111 0,152 0,150
RE 0,405 | 0,062 | 0,241 | 0,142 | 0,142 0,325 0,484 0,257
RDN 0,364 | 0,233 | 0,172 | 0,044 | 0,044 0,084 | 0,092 0,148
HYB 0,561 | 0,170 | 0,817 | 0,109 | 0,106 0,482 0,256 0,357
RW 0,151 | 1,000 | 0,283 | 0,023 | 0,023 0,084 | 0,120 0,240
RJ 0,274 | 0,106 | 0,584 | 0,089 | 0,089 0,280 0,224 0,235
MHRW | 0,198 | 1,000 | 0,274 | 0,173 | 0,173 0,647 0,267 0,390
FF 0,169 | 1,000 | 0,153 | 0,081 | 0,081 0,083 | 0,248 0,259
DS 0,081 | 0,261 | 0,112 | 0,011 | 0,011 0,059 | 0,080 0,089
FS 0,106 | 0,444 | 0,390 | 0,062 | 0,062 0,083 | 0,429 0,225

Na obrazku [13] je zobrazena distribuce betweenness a closeness centrality Enron sité. Nejlépe

zachovava distribuci closeness centrality metoda Divided Stratums (D-hodnota 0,094). Co je

vvvvvv

zachovavala pramérné hodnoty pro jednotlivé stupné vrcholt. Metody jako FF, RW, RJ a MHRW

vytvarely vzorky, které mély radove vyssi priimérné closeness centrality pro dané stupné vrcholi.
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Obrazek 13: Distribuce centralit - Enron sit.
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U betweenness centrality byla nejlepsi metoda RDN (D-hodnota 0,101). Prekvapivé dobfe si
vedla i metoda RE (D-hodnota 0,117), dilezitéjsi jsou ovSem samotné hodnoty centralit. Zatimco
metoda RDN vytvarela vzorky s jen o néco vyssi primérnou betweenness centralitou pro dany
stupen, vzorky ostatnich metod mély vyssi priumérnou betweenness centrality pro dany stupen

vrcholu.

5.4.7 Elektricka sit

Prumérné D-hodnoty pro posledni testovanou sit - elektrickou sit jsou uvedené v tabulce[7] Opét
jsou nejlepsi metody zalozené na prochazeni grafu - Metropolis-Hastings Random Walk, RW a
FF, které mély D-hodnotu nejlepsi témeér ve vsech distribucich. Tyto metody zachovavaly dobte

distribuci stupnu vrcholi.

Tabulka 7: Prumérné D-hodnoty pro vSechny metody a distribuce - technologicka (elektricka)
sit.

deg wce clust | hops | hops on lc | sng-vec | sng-vals || average D
RN 0,430 | 1,000 | 0,840 | 0,517 | 0,376 0,710 0,742 0,659
RE 0,733 | 1,000 | 1,000 | 0,529 | 0,417 0,707 0,428 0,688
RDN 0,236 | 1,000 | 0,193 | 0,391 | 0,263 0,489 0,365 0,419
HYB 0,681 | 1,000 | 1,000 | 0,555 | 0,459 0,729 0,512 0,705
RW 0,070 | 0,000 | 0,165 | 0,090 | 0,090 0,216 0,311 0,134
RJ 0,259 | 1,000 | 0,138 | 0,300 | 0,197 0,470 0,432 0,399
MHRW 0,070 | 0,000 | 0,140 | 0,069 | 0,069 0,101 | 0,401 0,122
FF 0,075 | 0,000 | 0,133 | 0,049 | 0,049 0,279 0,332 0,131
DSp=0,5] 0,058 | 1,000 | 0,182 | 0,380 | 0,276 0,603 0,518 0,431
DSp=0,9 | 0,210 | 1,000 | 0,120 | 0,216 | 0,134 0,219 0,284 0,312
FS 0,508 | 1,000 | 0,826 | 0,435 | 0,315 0,616 0,786 0,641

Distribuci stupnt vrchol zachovavala dobfe i metoda Divided Stratums, ale jen pfi nizSim
parametru p. Ostatni metody u této sité si nevedly tak dobie. Napiiklad metoda RDN, kterd si

jinak vedla dobre, zachovava relativné dobre jen distribuci shlukovaciho koeficientu.

5.4.8 Asortativita

Asortativita je souhrnnd statistika propojenosti uzli. Nizsi hodnoty indikuji, ze prevladaji
hrany spojujici vrcholy s rozdilnymi stupni. Asortativita mize nabyvat hodnot v intervalu
(—1,1). Kladné ¢islo indikuje korelaci mezi vrcholy s podobnym stupném, zatimco zaporna
hodnota indikuje vztahy mezi vrcholy s odliSnym stupném vrcholu. Asortativita také poskytuje
informaci o topologické strukture sité [42]. Bylo zjisténo, Ze socidlni sité nebo sité spolupréce
maji kladnou asortativitu, naopak biologické nebo technické sité maji spiSe zadpornou asorativitu.

Bezskalova sit vygenerovand Barabasi—Albert modelem a ndhodna sit maji asorativitu kolem
0 [43]. Odpovida to i zméFenym hodnotdm v tabulce [§a[9] ve které mé bezskalovd i ndhodn4 sit

asoratitvitu blizkou 0 a sité spoluprice kladnou hodnotu. Enron sift ma zapornou hodnotu. V
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pripadé DBLP sité nejlépe asorativitu (0,451) zachovavd metoda MHRW (0,458), dobfe si vede i
metoda FF (0,668). Naopak HYB metoda tvoii vzorek s nulovou asortativitou. U sité spolupréce
(3-lambda) dobfe zachovavaji asortativitu metody RW a RDN (hodnota 0,145). Metoda FF

vytvortila vzorek se zapornou asortativitou.

5.4.9 Porovnani distribuci stupnui

Na obrézku [14] jsou distribuce stupnu pro vSechny testované grafy. U bezskalové sité (a), enron

sité (d) a sité spoluprace DBLP (e) je jasné vidét, ze metoda Random Degree Node zvyhodnuje

vrcholy s vysokym stupném. Ve vysledném vzorku je tak vice vrchold s vysokym stupném, nez

by mélo byt. Konec kiivky se vice priblizuje distribuci ptivodniho grafu. Naproti tomu, metoda

Forest Fire a dalsi metody zaloZené na prochazeni grafu timto neduhem netrpi. U sité DBLP

byly distribuce stupni vrcholt pro metody FF i RDN velmi podobné. U této sité si z hlediska
distribuce stupnu vedla nejlépe metoda DS a MHRW.
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Obrazek 14: Distribuce stupnu jednotlivych grafu a jejich vzorka (15%)

U néhodné sité (b) je ndzorné vidét, jak metody zalozené na vybéru hran a na prochizeni

grafu nerespektuji Poissonovo rozdéleni. Nejbliz k pivodnimu tvaru distribuce maji metody RN,

RDN a DS. Ze vsech grafi vyplyva, ze distribuce u metod RE a HYB maji ,,strmy pad“ - mnoho

vrcholl s nizkym stupném a jen malo s vysokym stupném. Vysledny vzorek obsahuje mnoho

malych komponent a vzorky tak nerespektuji ptivodni distribuci velikosti komponent.
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5.5 Identifikace optimalni velikosti vzorku

Tato kapitola zkouma4, jak se chovaji ruzné metody vzorkovani grafi pii riznych velikostech
vzorku. Cilem je identifikovat minimalni velikost vzorku, pri které vytvari dand metoda dosta-
tecné dobry vzorek. Kvalita vzorku je opét urCena prumérnou D-hodnotou ze vSech distribuci.
V kazdém testu bylo vytvoreno celkem 10 vzorku riznych velikosti - 85%, 75%, 60%, 50%, 40%,
30%, 20%, 15%, 10% a 5% ptvodni velikosti grafu. Experiment byl proveden nad bezskalovou
siti vygenerovanou Barabdsi-Albert modelem a elektrickou siti.

Na dvojici obrazku [I5] je porovnani ruznych metod, které generuji rtuzné velké vzorky z
bezskalového grafu. Na prvnim obrazku jsou metody RN, RDN a FF. Nejlépe napti¢ vSemi
velikostmi si vedla metoda FF. Pfi nejnizsich velikostech (5%-20%) prumérnd D-hodnota v
piipadé FF stoupla a vyrovnala se D-hodnoté metody RDN. Minimalni velikost vzorku pro
metodu FF je tedy v pripadé bezskdlové sité cca 25% (d-hodnota cca 0,12). Metody RN a RDN
se pri velikosti vétsi nez 55% chovaji stejné. Pri nizsich velikostech jiz metoda RN nezvladé
generovat tak dobré vzorky jako metoda RDN. Metoda RDN navic zachovava priblizné stejnou

priumérnou D-hodnotu napfi¢ vSemi velikostmi vzorku (D-hodnota kolem 0,20).

05 - — RN —— HYB
—— RDN 05 - — RW
— FF —— MHRW
o _ [a)
j=d j=J =
> >
< <
0 T T T T | T T T T | O T T T T | T T T T |
0,5 1 0,5 1
Size of sample Size of sample

(a) porovnani metod zalozenych na vybéru vr-(b) porovnani metod zalozenych na prochazeni
choli (RN, RDN) s FF metodou grafu (RW, MHRW) s HYB metodou.

Obrazek 15: Pramérnd D-hodnota pro rtzné velikosti vzorki a rtzné metody - bezskalovy
graf.

Na obrézku [I5|(b) je porovnavdna metoda RW, MHRW a HYB. Metoda HYB zaloZend na
vybéru hran generuje vzorky s prumérnou D-hodnotou horsi nez u ostatnich metod jiz od 85%
velikosti ptivodni sité. Pii nizsich velikostech se D-hodnota vyrazné zhorsuje. Metoda MHRW
generovala nejlepsi vzorky pii 40% puvodni velikosti grafu (D-hodnota 0,178). Pti vétsi velikosti
(> 40%) se metoda MHRW zhorsovala vice nez metoda RW. Metoda RW si zachovavala relativné
dobrou prumérnou D-hodnotu (0,15) i pti velikosti 10% puvodni sité.

Na obréazku (a) jsou vysledky experimentti nad grafem elektrické sité. Nejhtuife naptic¢ vsemi
velikostmi si vedla opét metoda HYB. Metody RN a RJ generuji vzorky s pfiblizné stejnou

prumérnou D-hodnotou do cca 50% velikosti ptivodniho grafu. Pfi nizsich velikostech si vede
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metoda RN hiufe nez RJ a postupné se s mensimi velikostmi zhorsuje az na iroven HYB metody
(D-hodnota 0,75).

0,5 1 0,2 0.4
Size of sample Size of sample

(a) RN, HYB, FF a RJ metoda - elektricka sit (b) RW, FF a FS metoda - DBLP sit

Obrazek 16: Prumérnd D-hodnota pro ruzné velikosti vzorku - elektricka sit a DBLP sit

Nejlépe vychazi opét metoda FF, kterd i pri velikosti 20% puvodniho grafu generuje vzorky
s prumérnou D-hodnotou 0,1 (pti 10% - 0,14, pti 5% - 0,17). V praci [2] je v pfipadé FF
metody stanovena optimalni velikost 15% puvodniho grafu. U téchto experimentu byla stanovena
optimdlni velikost na 20 az 25%. Je mozné, Ze se optimélni velikost mize jeSté snizit pii jinych
typech siti s vétsi velikosti. Pro ukdzku byla jesté otestovdna spoluautorskd sit DBLP (do 40%
puvodni velikosti sité - obrazek (b)) Pri velikosti vzorku kolem 20% puvodni sité si jesté dobre
vede metoda FF a RW. Metoda FS vytvari optimalni vzorky o velikosti 30% puvodni sité.

5.6 Experimenty s parametry vzorkovacich metod

Tato kapitola se zaméruje na testovani metod zalozenych na prochézeni grafu s riznymi hodno-
tami nastavitelnych parametri. Zkouma se vliv hodnoty parametru na kvalitu vygenerovaného
vzorku. Jako ukazatel kvality vzorku je opét pouzita primérnd D-hodnota. Experiment byl pro-
veden nad siti Enron s metodami Random Walk, Random Jump, Divided Stratums a Forest
Fire. Dalsi testovanad metoda byla Frontier Sampling, kterd vygenerovala vzorek z Enron sité a
DBLP sité. Pracovalo se se vzorkem o velikosti 15% puvodniho grafu.

U metody Forest Fire se pracovalo s parametrem py, ktery pfedstavuje pravdépodobnost
»zapaleni“ sousednich vrcholid. U metody Random Walk a Random Jump je to parametr ¢, ktery
udéva pravdépodobnost restartu prochazky v kazdém kroku (RW) nebo pravdépodobnost skoku
na jiny vrchol sité v kazdém kroku (RJ). Metoda Divided Stratums mé parametr k, udavajici
pravdépodobnost vybéru vrcholi z mnoZiny vrcholi V; ,4;, jenz obsahuje vrcholy propojené

hranou s vrcholy, které jiz patii do vzorku. VSechny tyto parametry nabyvaji hodnot od 0 do 1.
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5.6.1 Enron sit, sit spoluprace (DS metoda) a porovnani FS metody nad Enron a
DBLP siti)

Na obréazku (a) jsou vysledky metod s rtiznymi hodnotami parametria. Pro Forest Fire byla
D-hodnota nejlepsi pfi vyssich hodnotach parametru (0,7 < pr < 0,9). Random Jump metoda
generovala nejlepsi vzorky s nizs$i hodnotou parametru (¢ = 0,2). Nejvétsi vliv na D-hodnotu u
Enron sité mél parametr u metody Random Jump, protoze pri vyssich hodnotach ¢ parametru
si vedla nejhiife a rozdil oproti nejlepsi a nejhorsi D-hodnoté byl nejvétsi. V pripadé metody
Random Walk ani tak nezalezelo na hodnoté parametru. Dobfe si v pripadé Enron sité vedla
v Sirokém rozmezi 0,15 < ¢ < 0,9. Metoda Divided Stratums si nejlépe vedla pii vyssich
hodnotach parametru (k = 0,9). Pro ovéfeni je jesté v grafu uvedena metoda Divided Stratums

pro sit spoluprice vygenerovanou 3-lambda modelem. Vysledky jsou podobné, jako u Enron sité.

Parameter sensitivity Parameter sensitivity
_| —— FF (enron) - —— FS (dblp)
DS (3lambda) —— FS (enron)
04 — DS (enron)
’ —— RW (enron)
o RJ (enron) o
=3 =3
© ©
< <
[a) o,
o j=d
> >
© ©

o
)
L
/ y

0,5 200 400
parameter value parameter value

(a) sit Enron a DS pro sit 3-lambda  (b) Porovndni FS metody na siti Enron a
DBLP (pocet poéatecnich vrcholi no v zavis-
losti na parametru p viz vzorec

Obrazek 17: Primérna D-hodnota v zavislosti na hodnoté parametru.

Na obrazku (b) je porovnani uspésnosti metody Frontier Sampling v zavislosti na parame-
tru p nad siti Enron a DBLP. Parametr p urcuje pocet pocatec¢nich vrchola ng podle nasledujiciho
vzorce

V]

ng = ? (30)

Cim vyssi byl p parametr, tim nizsi byl poc¢ateéni pocet vrcholi. U sité Enron nelze jed-
noznac¢né urcit spravnou hodnotu parametru. Nejlepsi byla D-hodnota pii p = 100 a p = 300
(D-hodnota cca 0,21). Nicméné rozptyl D-hodnot pro F'S byl miniméalni. U vétsi sité DBLP jiz lze
pozorovat, ze pri nizkych hodnotéach parametru se primérnd D-hodnota razantné zhorsuje. Nej-
nizsi D-hodnoty byly opét u hodnot 100 a 300. V pripadé metody Frontier Sampling tak zalezi
na velikosti puvodni sité, kdy pri rozsahlejsi siti jsou rozdily zpusobené rozdilnymi hodnotami

parametru vetsi.
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5.6.2 Metoda DS nad siti spoluprace s ruznou hodnotou parametru

Obrazek [18| ukazuje, jak se chovaji distribuce stupnt vzorkt vygenerovanych metodou Divided
Stratums ze sité spoluprace (3-lambda) v zavislosti na ruznych hodnotach parametru p. Se
zvysujici se hodnotou parametru se kiivka ptiblizuje k ptvodni distribuci. Pro p = 0,2 byla
D-hodnota 0,405, pro p = 0,5 - 0,314 a pro p = 0,9 - 0,114. U technologické sité (elektrické) si s
ohledem na priamérnou D-hodnotu lépe vede metoda Divided Stratums s parametrem p = 0, 9.

Nicméné distribuci stupnu 1épe zachovéva s parametrem p = 0,5 (tabulka @

Degree distribution

10000 — — 100%

—— DS (0.2, 15%)
DS (0.5, 15%)
—— DS (0.9, 15%)

100 —

count

1 10 100
degree

Obrazek 18: Porovnani distribuce stupiiit pro metodu DS s riiznou hodnotou parametru p - sit
spolupréace (3-lambda).

5.7 Topologicka struktura sité

V piiloze [A] je na sérii obrazka zndzornéna elektrickd sit a vzorky této sité, vytvorené vSemi
implementovanymi metodami. Velikost vzorku je 15% puvodni velikosti sité. Obrazky davaji
prehled o riznych rozvrzenich, které jednotlivé metody vytvareji. Lze tak porovnat jednotlivé
topologické struktury siti, které metody vytvareji.

Metody zaloZené na ndhodném vybéru vrcholii nebo hran (RN, RDN, RE a HYB) vytvareji
vzorky s mnoha izolovanymi vrcholy a nezachovivaji ptivodni topologickou strukturu. Metody
zalozené na prochazeni grafu jiz vypadaji lépe. U RW a MHRW lze pozorovat, jak se tvorila
cesta v puvodni siti, algoritmus se tedy nemusi dostat do vSech ¢ésti sité. Podobné se chova i
algoritmus FF metody, ktery se nedostane do odlehlejsich ¢asti pivodni sité. U vzorkt z metod
RJ a FS to jiz vypada, ze zachovavaji puvodni strukturu sité, protoze algoritmus v pripadé FS
provadi nékolik ndhodnych prochéazek. V pripadé RJ skace algoritmus na jiné vrcholy v siti.

Nejlépe s ohledem na strukturu sité vypada vzorek vytvoreny pomoci metody Divided Stra-
tums. Hlavni souvislda komponenta je rozprostiena napii¢ celym ptivodnim grafem, pritom vzorek
obsahuje i par oddélenych komponent z odlehlejsich ¢asti grafu. Podobné se chové i metoda FS.
Zde ale neni graf tak propojen, jako v pripadé DS.

V tabulce [I0] je uvedena asortativita a modularita u vybranych vzorkt. Asortativita posky-

tuje informaci o topologické strukture sité. Modularita méfi komunitni strukturu sité. Metoda
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DS dobre zachovavala tyto vlastnosti, pouze u sité spoluprice vygenerované 3-lambda modelem
byly vétsi odchylky. V nékterych pripadech si dobfe vedla i metoda RW, kterd méla podobné
hodnoty, jako metoda DS.

Tabulka 10: Asortativita a modularita u vybranych vzorki.

| A Qr QL
Citacni sit (100%) 0,006 0,62 0,72
DS 0011 0,66 0,75
RW 0,181 0,69 0,78
RJ -0,019 0,88 0,96
FS 0,028 081 091
Sit spoluprace (100%) || 0,145 0,67 0,73
DS 0,039 0,79 0,88
RW 0,16 0,76 0,86
RJ 0,036 091 0,97
FS 0,036 0,83 091
DBLP sit (100%) 0,451 0,85 0,93
DS 0,466 0,91 0,97
RW 0,129 0,78 0,838
RJ 007 097 099
FS 048 0,9 0,97
Enron sit (100%) -0,111 0,53 0,59
DS 20,140 0,50 0,56
RW 0,041 0,51 0,59
RJ 0,088 0,74 0,82
FS -0,110 0,60 0,70
Elektricka sit (100%) | 0,003 0,82 0,94
DS 0,001 0,90 0,95
RW 0,002 0,78 0,86
RJ 0,090 0,95 0,98
FS 0,059 0,99 0,99
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6 Zavér

Generovani mensich vzorki, které odpovidaji pivodni siti, je dtilezity nastroj pro analyzu rozsah-
Iych siti. Cilem této prace bylo sezndmeni s problematikou vzorkovani komplexnich siti, imple-
mentace nékterych algoritmu pro vzorkovani a experimenty nad vybranimi sitémi. Cilem expe-
rimentt bylo urc¢eni metod vytvarejici vzorky, které nejlépe zachovavaji vlastnosti ptivodni sité.
V ramci prace byly popsany vlastnosti komplexnich siti, které se pii vzorkovani sleduji. Prace
rovnéz obsahuje uvedeni do problematiky vzorkovani a prehledné popsané metody vzorkovani.
Podarilo se implementovat nastroj, ktery umoznuje vytvareni vzorki pomoci deseti implemen-
tovanych algoritmi. Nastroj umoznuje zjistit globalni vlastnosti grafu a distribuce vlastnosti,
které se porovnavaji. Distribuce lze piimo v néastroji porovnavat jak statisticky, tak i vizudlné.
Experimentalni ¢ast se vénuje porovnani jednotlivych implementovanych metod a obsahuje na-
mérené D-hodnoty a grafy pro vizudlni porovnani distribuci. Experimenty byly provedeny nad

celkem 6 redlnymi sitémi a ndhodnym grafem. Zavéry z experimentalni ¢asti jsou nasledujici:

e Nejlepsi vzorky generovaly metody zalozené na prochazeni grafu. Nejnizsi primérnou D-
hodnotu pii 15% velikosti puvodni sité mély vzorky vygenerované metodou Divided Stra-
tums, Forest Fire a Random Walk. Z pohledu pramérnych D-hodnot si dobre vedla
i metoda Random Degree Node, jen generovala vzorky s prili§ mnoha vrcholy s vysokym
stupném. Nejhorsi vzorky generovaly metody zalozené na vybéru hran, zejména hybridni
metoda. Zkoumané metody generuji dobré vzorky z redlnych sitich. U ndhodné sité metody

nefunguji.

e Optimalni velikost vzorku byla pomoci méfeni nad grafy o velikosti 55000 a 4941 vrcholid
stanovena na 20% az 25%. Pri rozsahlejsich grafech muze byt optimalni velikost i nizsi.

Pro experimenty byla stanovena 15% velikost (podle prace [2]).

e Optimélni hodnota parametru py pro metodu Forest Fire byla stanovena na 0,7 az 0,9.
Pro metodu Random Jump 0,2 a pro Divided Stratums 0,9. U metody Random Walk nad

testovanymi sitémi na hodnoté parametru nezalezelo.

e Topologickou strukturu ptvodni sité nejlépe zachovavd metoda Divided Stratums. Asor-
tativitu a modularitu dobfe zachovava i metoda Random Walk, ale jeji algoritmus nemusi

navstivit odlehlejsi casti grafu.

Stavajici implementace urcité poskytuje prostor pro zlepseni. V prvni fadé by mohl byt pouzit
jiny programovaci jazyk, protoze C# neposkytuje kvalitni open-source knihovny pro vypocty,
které byly potifebné v implementaci. Lépe by si v této oblasti vedla implementace v C++,
tim by se usetfil ¢as. Budouci rozsireni prace by mohlo zahrnovat vzorkovani orientovanych
grafi s ohodnocenymi hranami. Rovnéz by se budouci prace na toto téma mohla zamérit na
odhadovani vlastnosti pivodniho grafu definovanim presnych vztahti mezi konkrétni vlastnosti

vzorku a puvodniho grafu.
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Obréazek 19: Vizualizace vzorkl vytvorenych vzorkovacimi metodami zalo

vybéru vrcholi a hran. Velikost vzorku je 15% puvodni velikosti Enron sité.
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(c) FS (d) MHRW

Obrazek 20: Vizualizace vzorka vytvorenych vzorkovacimi metodami Random Walk, Random
Jump, Frontier Sampling a Metropolis Hastings Random Walk. Velikost vzorku je 15% puvodni
velikosti Enron sité.
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(b) FF

(a) DS

Obrazek 21: Vizualizace vzorkl vytvorenych vzorkovacimi metodami Divided Stratums a Forest

Fire. Velikost vzorki je 15% puvodni velikosti Enron sité.
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B Priiloha na CD/DVD

dp.pdf - text této préice
e sources - zdrojové kody implementace
e exe - spustitelny program pro vytvareni vzorku

e experiments - soubory vygenerované v experimentech
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