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Shrnuti

Pocitacové simulace mekkych tkani na zakladé hyperelastickych mate-
ridla se v posledni dobé stava dtlezitym faktorem ve vzdélani 1ékait,
pfedoperac¢nim pldnovéni i pfi samotné operaci. Matematické a nu-
merické modely jsou postaveny na technikdch vyvinutych v oblasti
inzZenyrstvi, ale pro modelovani vysoce deformovatelnych mékkych
tkanich musi byt tyto techniky modifikovéany. V souc¢asné dobé¢ existuje
nékolik softwarovych prosttedi (FeBio, SOFA, atd.), které umoznuji
simulace mékkych tkani. ProtoZe tyto softwary kladou velky dtraz
na vysoky vykon, je u nich prakticky vylou¢ena moZnost rychlého
prototypovani novych metod. Z tohoto dtivodu vznikla pfed mnoha
lety matlabovska implementace hyperrealistickych simulaci.

Préce se zaméfuje na modularizaci existujictho simula¢niho pro-
stfedi, implementaci nové metody pro simulaci kontaktu mezi de-
formovatelnym télesem a pevnou pfekdzkou. Stavajici prosttedi dis-
ponuje pokrocilou metodou rekonstrukce nedeformované geometrie
télesa a tak jsou v praci zkoumany moZznosti pfidani kontaktt do této
metody. Soucasti prace je také vytvofeni dokumentace s simula¢nimu
prostiedi, aby bylo moZzné prosttedi zvefejnit.
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1 Uvod

Prvni pocitac¢ové simulace redlnych dé&jt mizeme datovat do doby
vzniku prvnich poditaci. V dnesni dobé se uz ¢lovék ani nepozastavuje
nad pocita¢ovymi simulacemi v technickych oblastech, jako jsou sta-
vebnictvi (zatéZové testy mostti, atd.), strojirenstvi (crash testy vozidel,
simulace opotiebeni soucastek rtiznych zafizeni, aj.) nebo v letectvi,
kde jsou pouzivény letecké simulatory pro vycvik pilotti.

V posledni dobé pokrok v redlnosti pocitacovych simulaci zaptici-
nil, Ze se do této skupiny miizeme zatadit novou oblast —1ékafstvi. Zde
pocitacova simulace a virtualni realita najdou uplatnéni v réiznych
oborech, mimo jiné v chirurgii, kde pocita¢ové simulace nejen sniZzuji
néklady, ale také zachraruji lidské Zivoty. V nésledujicich odstavcich
si uvedeme pér piiklada.

Prvni vyuZiti souvisi s vyukou chirurgti. Je az s podivem, Ze vy-
uka chirurgti, ktefi maji v rukou lidské Zivoty, je na mile vzdalena od
vyukovych metod pilott. DokéZete si predstavit, ze pravée vystudo-
vany pilot po nékolika pozorovacich letech (kdy pilot pouze pozoruje
praci zkuSen¢jsiho pilota) bude pilotovat? U pilota je tento scénéf ne-
realny, ten musi nalétat mnoho hodin na leteckém simulétoru a pak je
mu povoleno sednout do opravdového letadla. Vytvofeni simuldtoru
operaci pomoci virtualni reality a pocitacovych simulaci by mohlo
pomoci k zkvalitnéni vzdélani chirurgt, ktefi by si mohli zcela bez
rizika zkouSet a prohlubovat své dovednosti [6]. Tato mySlenka se
stava realitou. Na svété existuje jiz n€kolik simula¢nich center virtu-
alni chirurgie; jedno takové se nachazi i Brné ve Fakultni nemocnici u
svaté Anny [34].

Dalsi moZnou aplikaci pocitacovych simulaci je p¥i planovéani ope-
raci. Jednd se o vytvofeni matematického modelu daného pacienta, na
némz by pak operacni tym mohl planovat a zkousSet operac¢ni zakrok.
Predeslo by se spekulacim o tom, jakou metodu pfi operaci pouZit. Na-
vic by si operaé¢ni tym mohl diky simulaci postup operace n€kolikrat
vyzkouset a snizit tak riziko chyby. MoZzna to nékoho pfekvapi, ale
dnes uz nejsme tak daleko od podobného planovani. Nedavno bylo
provedeno nékolik chirurgickych zdkrokt pfijejichz planovani byly
vyuZzity pocitacové modely pacientt, jen zatim misto virtudlni reality,
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kde by si mohli chirurgové operaci vyzkouset, byly pouZity modely
pacientti s vyuZzitim 3D tisknuti a filmovych specidlnich efektt [32].
Poslednim, ale taky velmi dileZitym vyuZitim simulaci, je uziti
rozsifené reality u operaci, jeZ jsou provadény pomoci haptickych
zafizeni, kdy je chirurg zavisly na kamefe, kterd stézuje orientaci chi-
rurga béhem operace. Rozsifend realita by mohla chirurgtim pomoci
predstavit si, kde pfesné se operovany nador nachdazi a jak se k nému
dostat bez poskozeni dtilezitych cév. V praxi by chirurg béhem operace
mél k dispozici monitor, na ktery by mu byl promitan redlny obraz i
virtudlni, jenz by byl zaloZen na matematickém modelu [15, 24].

Obrazek 1.1: Rozsifend realita pfi operaci jater. Pfevzato z [14].

Na obrazku 1.1 vidime rosifenou realitu v praxi. Fotografie je z
laparoskopické operace jater, kdy se chirurg snaZzi odstranit nddor,
ktery se v jatrech nachdzi. Nador je na obrazku zobrazen rizovou
barvou, zelenou a modrou barvou jsou zndzornény cévy jater.

Z pfedchozich odstavci vyplyva, Ze v dnesni dobé jsou simulace
velmi diilezitym ndstrojem, na ktery jsou kladeny stale vétsi a vétsi
pozadavky z hlediska diverzifikace. Zkuste si modelovat stejnymi
rovnicemi deformaci mostu a jater. Nelinearni chovani tkdni nemiuiZe
byt vyjadfeny rovnicemi predpokladajici linedrni vztahy mezi velici-
nami. I ¢lovék bez hlubsiho matematického vzdélani musi uznat, Ze
matematické a numerické modely pouZzivané pro simulace v oblasti in-
zenyrstvi (varia¢ni metody metoda kone¢nych prvki, atd.) nemohou
byt vyuzity pfimo pro modelovéni tkdni. Neni ale zapotiebi vymyslet
nové techniky, sta¢i pouze stavajici metody vhodné upravit a rozsitit
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tak, aby zohlednovaly nelinedrni chovani tkani a také jejich interakci s
okolim.

V soucasné dobé existuji programy, které umoziuji pocitat tyto
simulace, napf. FeBIO, SOFA, ArtiSynth a dalsi. S jejich pomoci mfi-
Zeme modelovat ptisobeni rtiznych sil a dokonce i kontakty mezi
télesy. Nevyhodou téchto programii je dtiraz na vykon, ktery zne-
moziiuje rychlého prototypovani novych metod. Z tohoto dtévodu
vznikla matlabovska implementace hyperelastickych simulaci (Mat-
labFEM), kterd umi pro libovolnou sit sloZenou s ¢tyfsténti spocitat
deformace zptisobené ptisobicimi silami, tlaky ¢i pfedepsanym posu-
nutim. Matlab jakoZto nastroj matematického modelovani obsahuje
implementace zdkladnich matematickych funkci, a tak tyto metody
nemusi byt pfi prototypovani psat programator, ale pouze si najde
odpovidajici funkci Matlabu.

MatlabFEM umi simulovat deformaci télesa pomoci gravitace, taz-
nych sil, sil aplikovanych ve vSech bodech télesa ¢i pomoci pfedepsa-
ného posunuti pro jednotlivé body télesa. Ve své ptivodni verzi pro-
gram neobsahuje metody modelovani kontaktti, a to ani nejjednodussi
verzi kontakti mezi deformovatelnym télesem a pevnou (nedeformo-
vatelnou) ptekazkou.

Soucasti MatlabFEMu je nicméné pokrocild iteracni metoda rekon-
strukce nedeformované pozice télesa ze znalosti ptisobicich sil (metoda
kompenzace sil), kterd mtize byt velmi perspektivni metodou v oblasti
medicinskych simulaci. Modely vyuZzivané v simulacich jsou totiz re-
konstuovéany z medicinskych dat, napt. z CT ¢i MRI obrazii ziskanych
akvizici na konkrétnim pacientovi. Zobrazované organy jsou nicméné
v dobé skenovéni vystaveny ptisobicim sildm: pacient se totiz nachazi
v gravita¢nim poli zemé, které ptisobi na organy, které jsou tudiz
permanentné vystaveny mechanickému pnuti. Znalost tohoto pnuti
je dtilezita pro pfesnou simulaci biomechanického chovani organt,
nicméné nelze ji extrahovat z naskenovanych obrazi, které poskytuji
informace pouze o geometrii organti. Metoda implementovana v pro-
sttedi MatlabFEM provadi odhad mechanického pnuti pravé pomoci
odhadu nedeformované konfigurace. Kromé napf. abdominéalnich or-
géant, pfimo vystavenych gravitacni sile, 1ze vyuZzit této metody pro
zpresnéni simulaci neurochirurgickych zakrokt. Z dtivodu umisténi
mozku v uzaviené lebce naplnéné mozkomisni tekutinou (cerebrospi-
nal fluid, CSF), ktera je pod tlakem, je mozek neustéle v deformované

3
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pozici. P¥i operaci mozku dochazi ale k odstranéni ¢asti lebky popf.
k navrtani lebe¢né kosti, coz vede k tniku mozkomisni tekutiny a
tudiz ke ztraté intrakranialniho tlaku. To findln€ vede k nezanedba-
telné zméné geometrickych a fyzikdlnich vlastnosti mozku (tzv. brain
shift [4]). Dopfedna zalost této zmény miize mit signifikantni dopad

na samotné planovani operace. Na obrazku 1.2 je deformace / posun

b
fosr

f

Obrazek 1.2: Ukazka deformace mozku diky ptisobeni gravitace. Pfe-
vzato z [4].

mozku na leZicitho pacienta zptisobené gravitaci a tlakem mozkomisni
tekutiny uvnitf lebky.

Cilem této préce bylo nejdiive modularizovat simula¢ni prostiedi
MatlabFEM a upravit konfiguraci simulace tak, aby bylo jednoduché
ménit a upravovat komponenty vypoctu a zkouSet nové techniky fe-

v v

Seni. Pak jsme se zamé¥ili na rozsifeni prostiedi o novou metodu, ktera
by umoziiovala modelovat nejjednodussi variantu kontaktd, a to inter-
akci deformovatelného télesa s pevnou piekdzkou; pro jednoduchost
detekce kolizi uvaZujeme rovinu. Dal$im z cilti prace bylo prozkoumat
moznosti pfidani kontaktt do metody kompenzace sil. A v neposledni
fadé méla v rdmci prace vzniknout anglickd dokumentace prostiedi

MatlabFEM, aby bylo moZzné cely program vystavit vefejné.



2 Modelovani deformaci

V této kapitole nahlédneme do svéta matematického modelovani defor-
maci téles. Definujeme zde zdkladni pojmy pouZivané pii modelovani
pohybujicich se téles. UkdZeme si, Ze existuji dva zptisoby popisu
pohybu, jejich rozdilnost si uvedeme na pér zajimavych pfikladech.
Neopomeneme uvést nékolik pojmti z teorie elasticity, ktera je jed-
nou ze zékladnich oblasti matematického modelovani pohybu téles.
Vysvétlime si pojmy mechanické napéti (stress), deformace (strain)
a uvedeme tzv. konstitu¢ni rovnici. Stru¢né vysvétlime metodu ko-
neénych prvkd, jez ndm pomdéhd pfevést nekonecny pocet stupiii
volnosti, se kterym teorie elasticity pracuje, do kone¢né roviny ucho-
pitelné vypocetni technikou. A na zavér si ukaZeme, jak se soustavy
rovnic vzniklé z uvedenych definic fesi.

Pro lepsi orientaci ¢tenafe v textu zavedeme matematické znaceni,
které budeme vyuZzivat v celé této ¢asti prace.

Vektory jakoZto ukazatele velikosti a sméru budeme v textu znacit
tuénymi malymi pismeny napf. v, w, f, abychom je odlisili od obycej-
nych skalardi, které budeme znacit malymi pismeny abecedy napf.
a, b, c. Tensory !, které jsou pouze zobecnéni pojmu vektor, budeme
znacit malymi pismeny fecké abecedy napft. ¢, J. Matice budeme v
textu znacit velkymi tecnymi pismeny abecedy napft. E, S., prvky ma-
tice pak pfisluSnymi malymi pismeny abecedy s indexem napt. e;;
znadi prvek matice E na i fddku a j sloupci. Jednotkovou matici bu-
deme znacit I.

2.1 Eulerovsky vs. Lagrangeovsky pohled na pohyb a
deformaci télesa

V mechanice kontinua mtizeme na pohyb a deformaci télesa pohliZet
ze dvou stran a popisovat je tak dvéma zptisoby — Eulerovskym popt.
Lagrangeovskym piistupem. Pojdme si nyni oba zptisoby vysvétlit.

1. Tensory 1. fadu jsou vektory. Tensory 2. fddu jsou matice, které jsou symetrické
podle diagondly. A zajimavé je také dodat, Ze tensory 2. fadu, velikosti 3 (vlastné
matice 3x3), definuji elipsoid: vlastni ¢isla tensoru jsou soufadnice urcuji soufadnice
ohniska a vlastni vektory pak orientaci os.
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¢ Eulerovsky pohled: popisuje mechaniku télesa na zdkladé zna-
losti mechaniky télesa v pevné daném , okné”, pfes které na
téleso pohliZi. Jako kdybychom sedéli doma na zidli a skrz okno
jsme se snazili popsat pohyb vlaku, ktery kolem okna projizdi.

* Lagrangeovsky pohled: popisuje mechaniku télesa na zakladé
mechaniky pevné zvolené ¢astice popt. skupiny ¢astic. Vratime-li
se k naSemu vlaku, znamenalo by to, Ze bychom se snaZili popsat
pohyb vlaku na zdkladé pozorovani pohybu napt. lokomotivy,
kterou sledujeme po celou dobu jejtho pohybu z vrtulniku leti-
ctho nad vlakem.

Pro lepsi pochopeni rozdilnosti téchto pohledi si uvedme ptiklad.
Uvazujme vertikdIné pruhované téleso (valec, kvadr, atd.), které nata-
hujeme v horizontalnim sméru. Nyni se budeme snazit popsat tento
pohyb télesa na zakladé pozorovéni barvy télesa.

Eulerovskym pohledem pozorujeme téleso jakoby ptes ,,okno”.
Jak téleso natahujeme, vidime pohybujici se jednotlivé barevné pruhy,
coz znamend, Ze funkce, kterd bude popisovat barvu tohoto télesa,
bude funkci ¢asu.

Lagrangeovsky pohled si na télese vybere jednu ¢4stici a tu bude
sledovat po celou dobu pohybu. JelikoZ se barva pohybujici se ¢éstice
neméni, funkce popisujici zménu barvy télesa v ¢ase bude konstanta.

Na ptikladu je pékné vidét, Ze oba piistupy popisuji pohyb jinak a
jsou tak vhodné pro popis mechaniky téles riiznych vlastnosti. Napft.
Lagrangeovsky pohled neni vhodny pro popis mechaniky kapalin a
plynti, protoZe zde obvykle nejsme schopni sledovat jednotlivé ¢astice
po celou dobu pohybu, ale naopak pozorujeme objem, pfes ktery
¢astice proudi [3].

2.1.1 Systémy soufadnic

Systémy soufadnic hraji velkou tlohu pfi popisu deformace a po-
hybu télesa. Diky existenci dvou pohledti na deformaci/pohyb télesa,
vznikly také dva rozdilné pohledy na tyto systémy, které se daji mezi
sebou pfevadét pomoci tzv. deformacniho gradientu (vice a deformac-
nim gradientu v kapitole 2.3.2). Jedn4 se o:

¢ Prostorovy soufadny systém: klasicky kartézsky systém sourad-
nic, do néhoZ umistime téleso, které deformujeme. V priabéhu
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deformace se soufadny systém vici okolnimu svétu nijak ne-
méni. V soufadném systému, ale dochédzi k deformaci/pohybu
télesa, tzn. téleso méni svou polohu vzhledem k pocatku sou-

fadného systému.

* Materidlovy soufadny systém: soufadny systém umistény na
deformujicim se télese, ktery se v priibéhu deformace méni tak,
jak se deformuje téleso. Pohybujici/deformujici se téleso neméni
svou polohu vzhledem k pocatku tohoto soufadného systému.

Z popisu obou systémti plyne, Ze prostorovy soufadny systém odpo-
vida Eulerovskému pohledu a materidlovy soufadny systém Lagran-

geovskému pohledu [27].

T LT TTF
i 7
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) EAW 4

Obrazek 2.1: Rozdil mezi prostorovym a materidlovym soufadnym

systémem. Pfevzato z [3].

Obréazek 2.1 zachycuje rozdilné chovani prostorového a materia-
lového soufadného systému pti deformaci. Z obrazku je patrné, ze
prostorovy soufadny systém se deformaci nemeéni (dolni dva obrazky)
a materidlovy soufadny systém se deformuje spolu s télesem (horni

dva obrazky).

2.2 Konfigurace télesa

Predstavme si nyni, Ze madme deformujici se téleso napi. kvadr, ktery
tahdme silou do jednoho sméru. Tuto deformaci jsme nasnimali fotoa-
paratem. Fotografie télesa mtiZeme rozdélit do 2 zakladnich skupin
na zédkladé toho, jakou konfiguraci télesa ztélestuji.
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¢ Zikladni konfigurace: Vyjadiuje stav télesa, pfed tim neZ na néj
zacala ptisobit sila, kterd téleso deformuje. V pfipadé fotografii
by se jednalo o fotografie pofizené pfed deformaci kvadru.

¢ Konecnd konfigurace: Vyjadfuje stav télesa, po nastoleni rov-
novahy vnéjsich deformacnich sil (sily, které na téleso ptisobi
z venku a deformuji ho) a vnitinich sil ( ptisobicich proti de-
formacni sile ). K nastoleni rovnovahy (ekvilibria) dochazi v
pfipadé€, Ze soucet ptisobeni obou téchto sil je nulovy a téleso
tak ztistava v klidu. V pfipadé fotografii se jedna o fotografie,
kdy na téleso stéle ptlisobi sila, ale téleso uz se nepohybuje popft.
nedeformuje.

Pro jednodussi popis rozdilti mezi rozdilnymi vypocéty mecha-
nického napéti si zavedme jesté pojem referencni konfigurace. Refe-
ren¢ni konfiguraci ozna¢me konfiguraci télesa, vici které vyjadfujeme
sily v daném kroku vypoctu [17].

2.3 Elasticita

V redlném svéte jsme obklopeni pruznymi télesy. Kazdé takové téleso
1ze do jisté miry deformovat tzn. ménit jeho tvar, objem nebo rozméry
pusobenim vnéjsich sil. A tak musi existovat ¢ast fyziky, kterd popisuje
tuto deformaci a sily, které pfi ni ptisobi. Tou oblasti je teorie elasticity,
ktera definuje pojmy jako napéti, deformace, deformacni gradient, atd.
a na zdkladé nich se snazi deformaci téles popsat.

2.3.1 Druhy deformace

Kazdé pevné téleso v redlném svété je 1ze ptisobenim sil deformovat.
Jako priklad takového télesa si uvedme pruzinu, kterou miZzeme pi-
sobenim sily natdhnout, nebo Zeleznou ty¢, kterou mtiZe dostatecné
velka sila ohnout. Z rozdilného chovéni téles pfi deformaci rozliSujeme
2 druhy deformace.

* Pruzna (elastickd): Pokud pfestaneme na téleso ptisobit vnéj-
$imi silami, téleso se vréti do stavu pfed zacatkem ptisobeni
vnéjsich sil (napf. pruZzina, kterd se pokud na ni pfestaneme
pusobit silou vrati zpétky).
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- Linedrni elasticita: Vztah mezi mechanickym napétim a
deformaci je linearni, plati Hooktv zakon, ktery fika, Ze defor-
mace je pfimo imeérné napéti. Tato oblast postihuje jen velmi
malé procento deformaci a to takové, pfi nichz ptisobi malé sily.

- Hyperelasticita: Vztah mezi mechanickym napétim a de-
formaci neni linedrni, nemtizeme zde uplatnit znalost Hookova
zdkona. Do této kategorie patfi i modelovani mékkych tkani.

Dochazi zde po aplikaci sil k velkym tvarovym zmeénam.

- Hypoelasticita: Rozsifeni varianty linearniho modelu.

* Tvarna (plastickd): Pokud pfestaneme na téleso ptisobit vnéj-
$imi silami, té€leso ztistane ve zdeformované stavu (napt. ohnuté
Zelezna ty¢, na kterou kdyZ pfestaneme ptisobit, tak se zpatky
nenarovna)

Deformace kazdého télesa prochdzi svym vyvojem, ktery mtizeme
popsat pomoci napéti / tlaku. To je definovano jako:

;= g[Pa] 2.1)

kde F je velikost sily ptisobici kolmo na plochu pfi¢ného fezu o ob-
sahu S. Pfi vyvoji deformace elastické deformace piechazi do plastické,
pokud napéti télesa pfekroci ur¢itou mez oznacovanou jako mez pruz-
nosti 0. Ta je pro kazdé t€leso jind a jeji hodnota se da experimentalné
zméfit. Pokud by i po pfekroceni meze pruznosti dochézelo k zvét-
Sovani ptlisobici sily a hodnota napéti by dale rostla. Mohla by tak
prekrocit dalsi vyznamnou mez oznacovanou jako mez pevnosti op
a doslo by k poruseni struktury télesa. InZeny¥i umi tento pr@ibéh
deformace télesa zaznamenat do grafu, ktera pak nazyvaji k¥ivkou
deformace (obrazek 2.2). [13]

Z kiivky deformace pak mtiZeme pozorovat, Ze v oblasti linedrni
elasticity je napéti o pfimo-tmérné relativni deformaci télesa (kon-
stanta imérnosti se nazyvd Youngtv modul E), tzn. Ze dostdvame
rovnost (Hooktv zdkon):

F _Ad
c=E—, 2.2)

kde d je ptivodni délka télesa a Ad je zména délky télesa pfi aplikaci
sily.
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Stress

Strain

Obrazek 2.2: K¥ivka deformace pro lidskou tkan. Cast (1) je oblasti
linedrni elasticity. S rtstem deformace dochézi v oblasti (II) k narov-
navani kolagenovych vldken, oblast (III) predstavuje ¢ast, kdy jsou
vlakna narovnana a k¥ivka se stava linearni a v oblasti (IV) dochézi k
plastické deformaci tkan€ s naslednym pretrZzenim. P¥evzato z [18]

V této praci se omezime pouze na elastickou deformaci, ta tvofi
zéklad matematického modelovani deformaci ve vSech oborech. A teo-
rie elasticity madm dédva do ruky néstroje, kterymi mtizeme jednoduse
popsat deformaci pruznych téles. Celd teorie elasticity spojuje dva jed-
noduché principy popisu chovéni télesa na kinetickou a kinematickou
¢ast [13].

* Kinematika: Popisuje pohyb pomoci vzdalenost, rychlosti nebo

zrychleni, nezajima ji zdroj pohybu. V teorii elasticity se vyuZziva
jako méridlo deformace (viz. kapitola 2.3.3).

* Kinetika: Popisuje pohyb v zavislosti na tom, co ho zptisobilo
(napt. tlak, vnitfni a vnéjsi sily atd.). Jako métidlo se v teorii
elasticity vyuZzivd mechanické napéti (viz. kapitola 2.3.4).

2.3.2 Mapovani deformace a deformacni gradient

Deformaci elastického télesa si mtizeme pfedstavit jako funkci, ktera
popisuje vztah mezi pocate¢nim stavem a deformovanym stavem
télesa. Graficky zndzornéno na obrazku 2.3. Tato funkce se vétSinou

10
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nazyvé deformacni funkei ¢ a ve 3D (¢ : R® — R®) ji mtizeme zapsat:

x = ¢(X) (2.3)

kde X, X C R? oznacuje zékladni nebo referen¢ni konfiguraci télesa”
a x,x C R? oznacuje kone¢nou konfiguraci télesa po deformaci.

— () '\"\;l‘*a“ \

21 N
/T~ . \
7 d A7 )
K\ /’“{1 ;j | N

Obrazek 2.3: Deformac¢ni funkce. Pievzato z [g].

Z deformacni funkce mtiZeme vypocitat deformacni gradient, kte-
ry je Jakobidnem (smérové parcidlni derivace x,y,z) této funkce. Ten
ndm ¥ikd, jak moc se soufadnice daného bodu méni deformaci ve
vSech smérech (x,y,z). Matematicky mtizeme deformac¢ni gradient pro
téleso v 3D soufadném systému napsat jako:

Fo 0@uads) _ (8 p b (2.4)
d (X1, X2, X3) S S S5
w97

kdeX = (X,Y, Z)" predstavuje télesoa ¢ (X) = (¢1(X), ¢2(X), $3(X))"
je deformacni funkce. Takovy zapis funkce znamen4, Ze deformacni
funkci mtizeme napsat jako vektor funkci x, y, z [g].

2. Teéleso je teorii elasticity povazovano jako spojity objekt, sloZeny z nekone¢ného
poctu castic. Jeho popis tak vyZzaduje pouziti spojitych funkci a analytickych FeSent,
coz ale obvykle neni moZzné. Proto se pfi redlném vypoctu pouziva diskretizace.

11
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Pro lepsi pfedstavu si mizeme uvést par prikladt deformacni

funkce a deformac¢niho gradientu:

12

e TRANSLACE

Deformacni funkci pro posunuti neboli translaci neni tak tézké
vymyslet. Pokud uvdzime mnozinu bod, které ndm reprezen-
tuji néjaké téleso, tak posunuti tohoto télesa miizeme realizovat
jako pficteni konstantni hodnoty ke kazdé soufadnici jednotli-
vych bodti. To matematicky zapiSeme jako:

$(X) = (X+aY+bZ+c)T, (2.5)

kde a, b, c jsou konstanty, o které chceme téleso v danych soufad-
nicich posunout. Deforma¢nim gradientem je smérové derivace
a tou je jednotkové matice I.

ZVETSENI/ZMENSENI
Deformacni funkci pro Skdlovani neni také problém jednoduse
odvodit. Pokud uvaZzime mnozinu bodd, které nam reprezentuji
né&jaké téleso, tak Skalovani provedeme jako vyndsobeni vSech
soufadnic bodi stejnou konstantni hodnotou. Matematicky za-
piSeme jako:

¢(X) = (aX,aY,az)", (2.6)

kde a je konstantni hodnota urcujici, zda se jedna o zvétSeni
(@ > 1), zmenseni (a € (0,1)) nebo identitu (@ = 1). Pokud si
tedy k translaci spoc¢itdme deformacni gradient zjistime, Ze tim
je a ndsobek jednotkové matice al.

ROTACE

S deformacni funkci pro rotaci télesa ve 3D to uZz neni tak lehké,
da se dohledat v literatufe. V [5] najdeme, Ze rotaci télesa kolem
osy X o thel « mtiZeme zapsat ndsledovné:

$(X) = (X, Ycosa + Zsing, —Ysina + Zcosa)',  (2.7)

Po spocitani deformac¢niho gradientu dostdvame pro vétsinu lidi
zndméjsi variantu matice rotace, kterou staci bod, ktery chceme
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rotovat vyndsobit a vysledny vektor jsou soufadnice rotovaného
bodu.
1 0 0

F=10 cosa sina (2.8)
0 —sina cosw«

Navic u matice rotace je F vlastni rota¢ni matici a plati tak na-
sledujici vztah mezi matici rotace a jeji transpozici: F'F = I.
[29]

2.3.3 Deformace (strain)

S deformaci télesa tizce souvisi zména (zvySeni) potencidlové energie
télesa (prace, kterd je vykondna, aby doslo k deformaci télesa), ktera
je v mechanice kontinua tizce spojena s pojmem deformacni energie
(strain energy) E [¢]. Jak je vidét z oznadeni, funkce tizce souvisi s defor-
macni funkci ¢. U elastickych materidldi plati, Ze velikost potenciondlni
energie deformovaného télesa zavisi pouze na zédkladni a kone¢né
konfiguraci télesa, z ¢ehoZ plyne, Ze funkce neni zavisla na cesté, jakou
byla deformace dosaZena.
V mechanice kontinua je deformac¢ni energie definovana jako:

El¢] = [ @lpXax, 2.9)

kde @ je hustota energie (enegy density), ktera je funkci deformaéni
funkce ¢ a zakladni konfigurace télesa X. Hustota energie vyjadfuje
energii deformace na jednotku nedeformovaného objemu télesa pies
vSechny body télesa.

Navic 1ze ukdzat, Ze funkci ®[¢, X] 1ze zapsat jako funkci defor-
macniho gradientu:

®[p,X] = DF(X)] = B(F), 2.10)

kde @ je hustota energie a F(X) je lokdlniho deformacni gradient.
Jako ptiklad pro lepsi pochopeni, jak miiZe takové hustota energie

vypadat, si mtiZeme uvést v inZenyrstvi asi nejpouzivanéjsi model
pro deformaci a to Greenovu deformaci (Green strain):

O(F)=E = %(FT F—1). (2.11)

13
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Tento model popisuje deformaci télesa z hlediska relativniho posunuti
(displacement) kazdého bodu télesa. Pokud je deformacéni gradient F
roven jednotkové matici I, je hodnota Greenovy deformace 0. Pokud
je pohyb télesa roven rotaci popf. translaci, pak R - R = I a hodnota
Greenovy deformace je opét 0.

RozepiSeme-li si rovnici pro Greenovu deformaci tak, ze defor-
macni gradient nahradime jeho jinou definici pfes posunuti F = I 4 g—;‘(
dostavame [29]:

ouj | My a”") . 2.12)

1
O(F) = E;j =3 (axj 9X; ' 09X, 0X;

Z tohoto vztahu vyplyva geometricka nelinearita Greenovy deformace

diky poslednimu vyrazu g% %, ktery je kvadraticky.
i O4;

Z dtavodu zjednoduSeni vypocti byva v nékterych ¢astech teorie
elasticity tato nelinedrni forma Greenovy deformace nahrazena line-
arni variantou, kterd neuvaZuje posledni nelinedrni ¢len. Proto miizete
v mnoha matematickych modelech elastickych téles najit tuto definici
Greenovy deformace [27]

1 (0u; Ju;
O(F) = E;j = 5 <axlj + axi) . (2.13)

Na obrazku 2.4 mtizeme vidét porovnani vysledkt matematickych
simulaci pfi pouzitim linedrni nebo nelinedrni definice Greenovy de-
formace. Prvni dva obrazky zachycuji chovani chovani modelu vyuZi-
vajici nelinedrni definici Greenovy deformace pod malym plisobenim
sil (obrazek a) a vétsim ptisobeni sil (obrdzek b). Druhé dva obrazky
ukazuji chovani modelu vyuZivajici linedrni definici Greenovy defor-
mace opét s ptisobenim malych (obrazek c) a vétsich sil (obrdzek d).
Z obrazk je patrné, Ze pouZiti linearni definice deformace vede pfi
vétsich ptlisobicich silach k nefyzikdlnimu nartistani objemu télesa.

2.3.4 Mechanické napéti (stress)

Mechanické napéti je ukazatel deformace télesa vyjadiujici tlak, jaky je
na téleso vyvijen, ptisobime-li na n€j silou popft. taznou silou. VétSinou
se zaddva pomoci tensort prislusného faddu (v 3D tensory 3. ¥adu),

14
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{a} non-linear b non-linear {c) linear (d} linear

Obrazek 2.4: Porovnani vysledk simulaci s uZitim linedrni a neline-
arni definici Greenovy deformace. Pfevzato z [25].

ktery ndm ukazuje rozklad ptisobici sily do normalovych vektort
vSech sméru (v 3D x, v, z). ProtoZe mechanické napéti 1ze definovat
vice zpusoby (volbou pohledu na soustavu soufadnic, ve které télesa
deformujeme), existuji 3 zakladni druhy mechanického napéti a to
Cauchyho, 1. Piola-Kirchhofftv a 2. Piola-Kirchhofftiv tensor mecha-
nického napéti 3. Vsechny zakladni druhy mechanického napéti 1ze
mezi sebou prevadét.

CAUCHYHO TENSOR NAPETI (Cauchy stress)

Cauchyho tensor napéti nebo také pravé mechanické napéti vychazi
z Eulerovského pohledu na deformaci télesa. Fakticky udava veli-
kost sily plisobici na téleso v normale. DtileZité je ale podotknout, Ze
Cauchyho tensor je vyjaddfen v materidlovych, tudiz zdeformovanych
soufadnicich. TaZzné sily t se pomoci n€j vyjadiuji jako:

Oxx Oxy Oxz Ny
t=0c-n= Oyx Oy Oyz | | 1y (2.14)
Ozx Ozy 0Oz n;

kde o je Cauchyho tensor napéti a n je normalovy vektor pro danou
taznou silu.

3. V dalsi ¢asti textu (vyjma nadpistl) budeme 1. a 2. Piola-Kirchhofftiv tensor
mechanického napéti oznacovat 1PK nebo 2PK tensor napéti

15



2. MODELOVAN{ DEFORMACT

2. PIOLA-KIRCHHOFFUV TENSOR NAPETI (2PK stress)

Tato definice mechanického napéti pouzivad v porovnani s Cauchyho
tensorem napéti ,,opacny” pohled na deformaci tzv. Lagrangeovsky
pohled. Toto mechanické napéti je vyjadfovano v nedeformovanych
soufadnicich na nedeformovaném télese (tzn. v zakladnim stavu) [17,
27].

1. PIOLA-KIRCHHOFFUV TENSOR NAPETI (1PK stress)

Je hybridem mezi Cauchyho a 2PK tensorem napéti. Sily reprezen-
tuje pomoci Eulerovského piistupu a deformované téleso (surface)
zobrazuje pomoci Lagrangianského pfistupu. Prakticky se ale pfi mo-
delovani nepouziva [29].

Jak uz bylo zminéno jednotlivé druhy mechanického napéti se daji
mezi sebou prevadét. Pro pfevod Cauchyho a 2PK tensoru napéti
slouZzi nasledujici tzv. PiolGv vztah:

o — L FSET (2.15)
[F|
kde o oznacuje Cauchyho tensor napéti, S je 2PK tensor napéti a F je
deformacni gradient.

S pomoci mechanického napéti mtizeme vyjadrit statické ekvilib-
rium celého systému a polozit tak zaklad k feSeni celého systému.
Nejprve si musime uvédomit, kdy k ustéleni celého systému dochézi.
Je to tehdy, kdyZ jsou sily ptisobici na téleso a vnitfni sily télesa v
rovnovaze. Nyni si sta¢f uvédomit, Ze vnitfni sily télesa jsou vyja-
dfeny pomoci mechanického napéti zapisovaného pomoci tensorti

Vv 2

sil ptisobicich na téleso. Tento fakt miizeme zapsat do rovnice:

0=f(x)+V-s,x€Q (2.16)
nického napéti.
Ze znalosti této rovnice a dosazenim vhodné definovaného mecha-

nického napéti (Cauchy, 1PK, 2PK) mtizeme definovat rovnici ekvi-
libria pro systémy pouZivajici rizné soufadné systémy. Tak mtizeme

16
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VeV 2

télesa vyjaddfeny v deformovanych materidlovych soufadnicich) jako:
0=f(x)+V-o(x),x€Q (2.17)

kde ¢ je Cauchyho tensor napéti.

Pokud bychom uvazovali Lagrangeovsky pohled (vnéjsi sily f a
geometrie télesa vyjadfeny v nezdeformovanych prostorovych sou-
fadnicich), pak

0=f(x)+V-[FS],xe Q (2.18)

kde S je 2PK tensor napéti a F je deformacni gradient.

Na tomto misté si je dtileZité uvédomit, Ze pro realné feSeni pro-
blému elasticity nelze Eulerovsky pfistup pouZit, jelikoZ vyjadfuje
veli¢iny ve zdeformované konfiguraci, kterou teprve hleddme na za-
kladé ptisobicich sil. JelikoZz je ale feSeni problému nelinearni elasticity
iterativni, existuje analogie Eulerovského pohledu, tzv. updated Lagran-
gian: v tomto ptipadé se fyzikalni veli¢iny vyjadfuji v deformovanych
soufadnicich, které byly spocteny v pfedchozi iteraci feSeni. Tento
pfistup pak pro vyjadfeni rovnovahy pouZziva rovnici 2.17. Klasicky
Lagrangeovsky pfistup (veli¢iny vyjaddfeny vZdy v nezdeformovaném
soufadném systému, 2PK tensor napéti, rovnice 2.18) se pak nazyva
total Lagrangian. Vice o iterativnim feSeni v sekci 2.5.

2.3.5 Konstitu¢ni rovnice

Konstituéni rovnice ndm ukazuje vztah mezi mechanickym napétim
a deformaci. Tato rovnice spolu s definici hustoty energie jsou nej-
¢ast€jsi varianty matematické definice vlastnosti materidlu. Jelikoz
mechanické napéti i deformace jsou uvadény jako symetrické matice
3x3, miZeme vztah mezi obéma vyjadfovat jako vztah mezi ptivod-
nimi maticemi nebo pouZit vektory s délkou 6, které budou obsahovat
pouze prvky diagondly a prvky nad touto diagonélou (tzv. Voigtova

notace). Jak takova konstitu¢ni rovnice pro tyto vektory mtize vypadat

17
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je zde:
81 s Eyn Eip Ei3 Euu Eis5 E) (e
2 s9 Eyi1 Exp Exz Exy Ezs Epe 3
ss| _ |3 4| Bst Es2 Ess Ess Ess Ese | | e (2.19)
S4 s9 Eyn Ep Eg3 Egy Egs Ege e4
S5 s2 Es1 Esp Es3 Esy Ess Ese es
S6 s9 Ee1r Es2 Ees Ees Ees Ees/) \e6

kde e oznacuje deformacni vektor (napf. Greentiv), s vektor mechanic-
kého napéti (napt. Cauchyho, 1PK nebo 2PK) a s” je vektor mechanic-
kého napéti v referen¢ni konfiguraci nékdy také nazyvany inicialni.

Pokud matice E neni singularni (neobsahuje linearné zavislé radky
a lze ji spocitat inverze) mtiZeme vztah mezi mechanickym napétim a
deformaci vyjadfit ndsledujici rovnici

e=E!(s—sg) (2.20)

Jelikoz matice E udava vztah mezi vektory délky Sest musi obsahovat
36 prvki. (Pokud bychom chtéli matici napsat pro ptivodni matice
3x3, tak by E musela obsahovat 81 prvki). Ale jelikoZ je matice Ei v
obecném pripadé symetrickd a jeji inverze také, tak je pocet koeficientt,
které urcuji vztah mezi mechanickym napétim a deformaci pouze
21. Pfi uvéazeni isotropnich materialti se pocet koeficientts zredukuje
pouze na dva, tzv. Lamého koeficienty a cely vztah miizeme prepsat
jako:

s = Atr (e) I+ 2ue (2.21)
kde s je mechanické napéti, e je deformace, I oznacuje jednotkovou
matici, A je prvni Lamého koeficient a p je modul pruznosti ve smyku.
Oba tyto koeficienty mtiZeme snadno dopocitat ze znalosti Youngova
modulu (E) a Poissonovy konstanty materialu (v) [27].

- E E
Ta+v(1-2v) M2y

V oblasti modelovani mékkych tkéani, se vyuZzivaji definice materialc
jako jsou St. Venant-Kirchhoff nebo Mooney-Rivlin. Jak jsou tyto mate-
ridly definovany (popis konstitu¢ni rovnice a hustoty energie) najdete
v ptiloze A.

(2.22)
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2.3.6 Formulace problému elasticity

Déame-li dohromady rovnice vychézejici z pfedchozich vztahti, do-
staneme parcidlni diferencidlni rovnici podobnou 2.17. Tato rovnice
miiZe byt linedrni, pokud pouZijeme linedrni variantu tensoru defor-
mace s Hookovym zadkonem. Ve vétsin€ pfipadii je, ale takto vytvofend
rovnice nelinedrni, nelinearita miZze byt zptisobena nelinedrni definici
Greenova tensoru deformace nebo nelinearitou vztahu mezi defor-
maci a mechanickym napétim popft. obojim.

Abychom byli schopni najit feSeni nové vytvofené rovnice, musime
definovat okrajové podminky. Ty mtiZeme jednoduse definovat jako
posunuti, staci jen k systému pridat rovnici

u(x) =u,u € 9Q), (2.23)

kde 0() znadi ¢ast télesa, kterému posunuti definujeme a u je prede-
psany posunuti. Takto definované podminky se nazyvaji Dirichletovy
okrajové podminky, které pfedepisuji hodnotu primarni proménné a
to posunuti.

Kromé téchto okrajovych podminek existuji jeSté okrajové pod-
minky, které pfedepisuji hodnotu sekundarni velic¢iny a to tazné sily
plisobici na téleso, které se daji vyjadrit pomoci tensoru napéti (viz.
rovnici 2.14).

Vysledny systém, ktery se snazime vyftesit po pfidani Dirichleto-
vych podminek vypada takto:

0=f(x)+V-o(x),xeQ (2.24)
x(u) =w,u € dlp (2.25)
kde oI'p je ¢ast povrch télesa, na které aplikujeme okrajové podminky

aplati dI'p € d(), Ze , U je hodnota posunuti (nejcastéji je pouzivana 0,
coz znamend, Ze dand ¢ast t€lesa se nepohybuje). [25]

2.4 Metoda konec¢nych prvki
Vysledkem aplikovani rovnic z pfedchozich kapitol zjisStujeme, Ze
popsat deformace / pohyb télesa znamena vyfesit soustavu rovnic

2.24 a 2.25. ProtoZze tato soustava ve vétSiné pripadt nejde vyfesit
analyticky, pouZiva se k feSeni metoda konec¢nych prvka. Podstatou
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metody kone¢nych prvkia (MKD, finite element method, FEM) je nahra-
zeni spojitého pohledu na téleso, ktery pouZiva teorie elasticity, za
diskrétni.

Postup MKP mtizeme rozdélit na tyto zédkladni kroky:

* Diskretizace ():
Domeéna spojitého télesa je nahrazena mnozinou prvki nejcastéji
trojahelnikc (ve 2D) nebo ¢étyfsténti (v 3D). Prvky pokryvaji
celou doménu télesa.

¢ Konstrukce tvarovych funkci (shape function) pro kazdy ele-
ment:
Tyto funkce jsou interpola¢ni funkce jednotlivych prvka a jsou
nenulové pro celou doménu elementu.

¢ Pfevedeni formulace na tzv. slabou formu:
Integrace pfe doménu a ndsobeni testovacimi funkcemi.

¢ Sestaveni celkové matice pruZznosti a vektoru sil:
Kazdy prvek pak mtizeme zakédovat jako soustavu rovnic, kde
jako proménné vystupuji vrcholy jednotlivych elementt. Tuto
soustavu muZeme prevést do matice a z takto vytvorenych ma-
tic mtZzeme posklddat celkovou matici pruznosti K. Stejnym
zptisobem pak poskladame vektor sil pro jednotlivé elementy.

* VyfeSeni soustavy
Cilem tato prace neni presné vysvétleni MKP a tak predchozi fadky
pouze stru¢né vysvétluji jeji podstatu. Detailni popis MKP je mozZné
najit v [19, 30, 33].

Aplikaci MKP pfevedeme spojity systém 2.24 na soustavu neline-
arnich rovnic, kterou miizeme zapsat jako:

K(u) = f (2.26)

kde K je matice pruznosti, u jsou hledané pozice vrchol a f je vektor
ptisobicich sil pro jednotlivé vrcholy.
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2.4.1 Okrajové podminky a MKP

Tato ¢ast prace popisuje aplikaci okrajovych podminek do systému,
na néjz je aplikovana metoda kone¢nych prvki. Zaméfime se pouze
na pfipad, kdy aplikujeme Dirichletovy okrajové podminky (s posu-
nutim), které jsou definovany v kapitole 2.3.6.

Tyto podminky pfiddvdme do systému K (u) = f, abychom se
zbavili singularity matice K. DiileZité je uvédomit si, Ze okrajové pod-
minky jsou aplikovany na linearizovany systém, ktery vznikne pfi
feSeni soustavy napf. pomoci Newtonovy metody, vice o feSeni v
kapitole 2.5. Existuji tfi zakladni moZnosti, jak promitnout okrajové
podminky do tohoto systému, a to:

N e

¢ Eliminace: Nejjednodussi variantou aplikace okrajovych pod-
minek. Tato metoda spocivé v tom, Ze v matici, kterd znazorrnuje
systém, vynuluje i fddek a j sloupec, ktery odpovidd danému
vrcholy, jen K;; = 1 a f; = u. Tato metoda je velice jednoduchg,
ale jen mélo okrajovych podminek jde touto technikou vyjad-
fit. Mezi podminky, které je mozné timto zptisobem zadat jsou
podminky typu u(x) = u, kde u € R.

* Penalizace: Tato technika spoc¢iva v nahrazeni fadku, jenz od-
povida danému vrcholu, kterého se okrajovd podminka tyka,
vyrazem, kterym definujeme penalizaci

% (Q"Q - qu) (2.27)

kde ¢ je penaliza¢ni parametr, jehoZ volba je velmi dtleZzita.
Obvykle se nastavuje na né€jakou malou hodnotu jako napt.
¢ = 107°. Tato metoda je opét jednoduchéd a neméni velikost
systému, ale na druhou stranu je zavisla na volbé penaliza¢niho
parametru a mtZe se stat, Ze nebude fungovat, pokud systém
bude mit velka vlastni ¢isla. P¥i vypoctu miize dojit, k tomu, Ze
penalizace bude v1ici vlastnim ¢isldm tak mald, Ze p¥i vypoctu
bude zanedbana. [25]

N

¢ Lagrageovy multiplikatory: Technika spocivé v rozsifeni sou-
stavy o tzv. Lagrageovy multiplikdtory A;. Kazdy jeden multipli-
kator odpovida podmince pro jeden stuperi volnosti. Pro lepsi
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pfedstavu si mizeme uvést priklad, jak obecné vypadd systém
rovnic rozsifeny o multiplikatory:

<g %> | (:) ) (é) @28

kde Ku = fje ptivodni systém. Q je bindrni matice m x n, kde m
odpovida poc¢tu podminek a m odpovidd poctu vrcholti. Navic
plati, ze Q;; = 1 pravé tehdy, kdyz i podminka pfedepisuje
posunuti j vrcholu, jinak Q;; = 0. A; je Lagrangtiv multiplikétor
pattici k i podmince a u vektor pfedepsanych posunuti. Vice o
Lagrageovych multiplikatorech v [26]

NP

Nevyhodou této metody je rozsifeni soustavy o pocet multiplika-
torti a také to, Ze vlastni ¢isla, kterd odpovidaji multiplikatortim,
muzou byt zdporna. Na druhou stranu hodnota multiplikatort
byva oznacovana jako sila ptisobici ve odpovidajicich vrcholech
pti dané deformaci. [25]

2.5 Reseni problému nelinearni elasticity

Z ptedchozich kapitol vime, Ze pokud chceme fesit deformaci objektu,
nejprve sestavime soustavu rovnic K(u) = f s definovanymi okrajo-
vymi podminkami. Tato soustava popisuje systém ve stavu ekvilibria.
Obecné lze ale popis télesa popsat jako:

P(u) = /u (K(u) — f) du, (2.29)

kde P(u) je potencidlni energie deformovaného télesa, p¥i aktudlnim
posunuti u.

Z hodin fyziky na stfedni Skole vime, Ze vSechna télesa v rovno-
vazném stavu minimalizuji svou potencidlni energii. Tuto skute¢nost
musime promitnout do feSeni systému K(u) = f. Mtizeme to udé-
lat pomoci klasického hledani extrému funkce (globalntho minima
tunkce). CoZz znamend derivovat funkci potencialni energie podle
posunuti a poloZit ji rovnu 0O:

oP(u)
Jdu

=0, (2.30)
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jelikoz P(u) je potencialni energie definovana rovnici 2.29, tak mini-

malizovat potencidlni energii télesa, znamend vlastné fesit

[ W=Dy 0 k(w) -~ f =0 (231)

Vzhledem k nelinearité systému K(u) = f k feSeni vyuzijeme Newton-

Z N Mz

Raphsonovu metodu, ktera fesi linearizovany systém
A(u)Au = K(u) —f, (2.32)

kde A(u) = K’(u) je Fréchetova derivace matice pruznosti (tzv. tan-
gent stiffness matrix) a Au je korekce posunuti. V souvislosti s feSenim
soustavy pomoci Newton-Raphsonovy metody je dtilezité si uvédo-
mit, ze A(u) = K’(u)’ = P’(u), tzn. Ze A 1ze nahliZet jako Jakobidn
K(u) a soucasné jako Hessiadn funkce potencidlové energie télesa P(u).
Tuto veli¢inu je moZzné spocitat jako analytickou derivaci pruznosti
K, anebo ji aproximovat pomoci perturbaci (numerickd aproximace
derivace); v tomto ptipadé€ pak mluvime diskrétni Newton-Raphsonové
metodé.

Ostatni omezeni, které musi feSeni spliovat jako napf. okrajové
podminky zminéné v kapitole 2.3.6 popt. 2.4.1 nebo i samotné kontakty,
které jsou tématem jedné z nasledujicich kapitol préce, jsou apliko-
vany na linearizovany systém pii feSeni pomoci Newton-Raphsonovy
metody:.

Jak jsme jiz zminili v sekci 2.3.4, formulace problému (ktera pfimo
urcuje, jak se pocitaji veli¢iny K a A v kazdém kroku iterace miize pro-
bihat dvojim zptisobem: v piipadé varianty total Lagrangian je matice
K (a jeji derivace) spoc¢tena za pomoci 2PK tensoru napéti a vSsechny
veli¢iny (povrch, objem, normadly, tlaky, sily) se pocitaji v prostorovém
nezdeformovaném soufadném systému. Referen¢ni konfigurace je
tudiz rovna zékladni konfiguraci béhem celého vypoctu. V ptipadé
updated Lagrangian je matice K (a jeji derivace) spoc¢tena pomoci Cau-
chyho tensoru napéti a veli¢iny se vyjadfuji v konfiguraci, ktera byla
spoctena v pfedchozi iteraci. Tyto veli¢iny je tudiZ potfeba v kazdé
iteraci pfepocitat (odtud updated v ndzvu): referen¢ni konfigurace je
déna vysledkem pfedchozi iterace. Tento p¥istup je tudiZ vypocetné

Vv s

systémem, ktery vznikne v pfipadé pouZiti total Lagrangian.
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Protoze Newton-Raphsonova metoda diky linearizaci garantuje
konvergenci pouze v okoli feSeni, pti aplikaci velkych deformaci, kdeje
zakladni konfigurace daleko od vysledné, neni konvergence zarucena.
Z tohoto dtivodu se pouZiva riznych pfidavkovych metod (incremental
loading), ¢ili postupného navysovani ptisobicich sil. Tomuto procesu
se nékdy také fikd kvazi-statické feSeni. To znamend rozdéleni sil na
n ¢asti a postupné feSeni soustavy vici predchozimu jiz vyfeSenému
stavu. [8, 16, 25]

2.5.1 Pfirtastkova metoda

Prirtistkovd metoda patii mezi metody postupného navySovani ptiso-
bicich sil. Existuje ve dvou variantach podle velikosti navyseni sily a
to ve varianté s konstantnim krokem a adaptivnim krokem.

Jednodussi varianta metody pfirtistkova varianta s konstantnim
krokem (static incremental loading) aplikuje silu v n krocich. V kazdé
iteraci i metody, kde n,i € IN,0 < i < n, dochazi k aplikaci sily
velikosti %F , kde F je pIné velikost ptisobicich sil. Pseudokéd metody
najdete jako algoritmus 1.

Algorithm 1: PfirGistkovd metoda s konstantnim krokem

Data: F reprezentujici celkovou ptisobici silu, n urcujici pocet krokt,
ve kterych ma byt sila aplikovdna, Xy pocatecni konfigurace
télesa

Result: X konfiguraci télesa po aplikaci sil

i=1;

X =Xo;

fori <ndo

F=1iF;
X = NewtonRaphsonMethod(F;, X) ;
end

return X

Vv 2

Slozitéjsi varianta pfirtistkovd metoda s adaptivnim krokem (a-
daptive incremental loading), béhem vypoctu méni pocet krokd, po kte-
rych musi dojit k aplikaci celé sily. Zmeény poctu krokt jsou definovany
nésledujicim zptisobem. Pokud Newton-Raphsonova metoda v i ite-
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télesa

Result: X konfiguraci télesa po aplikaci sil
1 X = Xp;
2 ratio = 0;
3 while ratio < 1 do
4 ratio = ratio + % ;
5 real_ratio = ratio ;
6 if ratio > 1 then
7 | ratio=1;
8 end
9 | F,=ratioxF;

10 | [X,err] = NewtonRaphsonMethod(F;, X) ;
skon¢i s chybou X se neméni a err = true,
err = false

11 if err then

12 ratio = real_ratio — % ;

13 n=mnx2;

14 else

15 | n=14%

16 | end

17 end

18 return X

2. MODELOVANI DEFORMACT

s\ 2

raci metody konverguje v nasledujici i + 1 iteraci dochézi k sniZzeni
poctu kroki na polovinu, pokud nekonverguje metoda se vraci do
i — 1 kroku a zvysi pocet krokti na dvojnasobek. Pseudokéd metody
najdete jako algoritmus 2.

Algorithm 2: P¥irtistkovd metoda s adaptivnim krokem

Data: F reprezentujici celkovou ptisobici silu, n urcujici pocet krok,

ve kterych ma byt sila aplikovéna, Xy pocatecni konfigurace

// pokud metoda
jinak
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3 Modelovani kontakta

VY 2

V této kapitole se zaméfime na jeden z cilti prace a to modelovani
kontakti deformovatelnych téles. V tivodnich ¢astech si ukaZeme fy-
zikalni vlastnosti téles, které ndm pomiuiZou pfi matematické definici
kontaktti. Pak si popiSeme naivni pfistup k modelovani kontaktt,
ktery je zaloZen pouze zdkladnich definicich vlastnosti téles (pod-
dajnost) a FEMu. A kapitolu zakon¢ime definici tzv. LCP problému,
ktery je zakladem propracovanéjsiho algoritmu, jenZ se pouzivé na
modelovani kontaktt v praxi.

3.1 Tuhost vs. poddajnost téles

Pted tim neZ si ukdZeme algoritmy, kterymi se modeluji kontakty
téles, méli bychom zminit veli¢iny, jez pfi modelovani kontaktt hraji
dtleZitou roli. U deformovatelnych téles mluvime v prvni fadé€ o
tuhosti (stiffness), je schopnost prvku (soucésti ¢i konstrukce) prenést
zatizeni bez poruSeni. Pro modelovani kontaktti je dtlezitou veli¢inou
tzv. compliance, pro kterou budeme v nasledujicim textu pouZzivat cesky
ekvivalent poddajnost. Obé veli¢iny mezi sebou tizce souvisi: matice
poddajnosti je homogenni vzhledem k inverzi matice tuhost. Pojdme
se nyni podivat na obé vlastnosti trochu podrobnéji.

3.1.1 Tuhost

Tuhost télesa je tudiz fyzikalni veli¢ina, ktera urcuje vztah mezi silou

ptisobici na téleso a jeho deformaci. Existuje mnoho zptisobt, jak

definovat tuhost télesa, ale vSechny definice, vychazeji ze vztahu:
¢initel

tuhost = —— 3.1
Hhos deformace (3.1)

kde ¢initelem rozumime napf. silu, tlak nebo kombinace obou ptisobici
na téleso. Deformaci pak rozumime rozdil mezi konfiguraci télesa
pfed ptisobenim ¢initele a konfiguraci po ustanoveni rovnovahy. K
vyjadfeni tohoto rozdilu mtzeme vyuZzit deformace, posunuti, thel
nebo zména téchto vlastnosti.
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Z ptedchozi definice tuhosti 1ze vidét, Ze tato neni zavisla na case
ale pouze na pozici / konfiguraci télesa a druhu ¢initelt, které na
téleso plisobi nebo na druhu deformace. Z mnoha druhti tuhosti télesa
zminme pouze dvé, a to materidlova tuhost (v inzenyrském jazyce téz
oznacovéna jako Youngtv modul), kterd tizce souvisi s Hookovym
zékonem zminénym v 2.3 a jenZ Ize také definovat jako

E=- (3.2)

kde s je mechanické napéti, e je deformace a E je tuhost materialu
(modul tuhosti).

Pokud do pfedchoziho vztahu navic dosadime definice mechanic-
kého napéti s = g a deformace e = %5, tak dostavame jinou definici
tuhosti, a to:

_F
~AS

kde F je sila ptisobici na téleso a AS je zména plochy, na niZ sila ptisobi.

2]

S

m|a|(nl’ﬁ

3.1.2 Poddajnost

Inverzni vlastnosti k tuhosti nazyvame poddajnosti, ktera vyjadtuje,
jak moc je téleso ,,ochotno” se hybat. Matematickou definici poddaj-
nosti je:
col_e_45 (3.4)
E s F
kde s je mechanické napéti, e je deformace, F je sila ptisobici na téleso
a AS je zména plochy, na niZ sila ptisobi.

Zamyslime-li se nad tim, co tato vlastnost znamend, dojdeme k
zavéru, Ze obé tyto vlastnosti maji smysl pouze jako vektorové veli¢iny
a ma smysl je vyjadfovat stejné jako mechanické napéti ¢i deformaci
v tensoru. S vyuZzitim znalosti vztahu mezi tensory a elipsoidy (viz.
uvodni text ke kapitole 2) si mtiZzeme poddajnost (stejné jako tuhost)
vizualné zobrazit pomoci elipsoidti, které vyjadiuji ,,ochotu” bodt se
hybat do jednotlivych stran. [7]

Na obrazku 3.1 vidime ukazku vizualizace poddajnosti valce. Mod-
ry vélec zndzortiuje pocatec¢ni tvar vélce, ktery se ptisobenim gravi-
tace zdeformoval do tvaru zeleného valce. Elipsoidy, které vidime
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Obrazek 3.1: Ukdzka poddajnosti bodu vélce.

uvnitf vélce znazormuji velikost poddajnosti vybranych bodi. Je nutné
zdtiraznit, Ze bylo vybrédno 10 bodd, ale elipsoidy vidime pouze 7.
Dtivodem je Ze 3 elipsoidy, které chybi, patfi fixnim bod@im, jenZ jsou
zvyraznény Zluté, a jejich poddajnost je tedy 0. Z obrazku je vidét, ze
body, které jsou dale od fixnich bod maji vétsi poddajnost nez body
bliZe, coZ plné odpovidé definici poddajnosti. Pozorny ¢tenaf namitne,
Ze na obrazku nevidi elipsoidy, ale pouze elipsy, tento fakt je vysvét-
len tim, Ze takto upevnény vélec se ,,ochotnéji” pohybuje vertikalnim
neZ horizontalnim smérem. CoZ je uréeno geometrii valce, konkrétné
pomérem mezi délkou a polomérem vélce. Tento pomér zptisobuje,
Ze pro horizontalni pohyb (nataZeni) valce je potfeba mnohem vétsi
sila nez k vertikdlnimu pohybu (ohybéni).

Z vyse uvedenych faktt plyne, Ze poddajnost je uréena kombinaci
dvou faktort: materidlovymi vlastnostmi a geometrii objektu.

3.1.3 Uvod do modelovani kontaktt

Modelovani kontaktti je v teorii elasticity ztotoZnéno s definici tzv.
Signoriniho zédkona pro dvé télesa. Ten fika, Ze dvé télesa jsou bud v
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kontaktu a plisobi na sebe kontaktnimi silami, anebo nejsou v kontaktu
a kontaktni sily mezi nimi neptisobi.

Matematicky se definice tohoto zdkonu fe$i zavedenim funkce
rozestupu J (gap function) mezi dvéma objekty a kontaktni sily se
oznacujf jako A. S timto znacenim pak mtizeme Signoriniho problém
matematicky popsat jako [1]

0<s L A>0 (3.5)

Teorie elasticity obecné uvaZuje kontakty mezi n deformovatelnymi
télesy, ale v této praci jsou pro jednoduchost uvazovany kontakty mezi
deformovatelnym a rigidnim télesem. Rigidni téleso je nedeformova-
telné téleso, v naSem piipadeé rovina. Dalsi zjednoduSenti, které se v
této praci pouZzivd, je neuvazovani tteni mezi télesy, které ve fyzikal-
nim svété existuje. V teorii elasticity sice existuji techniky modelovani
trecich sil, ale vnéseji do systému dalsi nelinearitu. K témto technikdm
patfi napt. diskretizace pomoci Coulombova kuzelu [10].

Jakje vidét z ptedchoziho odstavce, modelovéani kontaktii je obecné
velmi ndroény problém, ktery nemusi mit jednoznac¢né feSeni. V této
praci jsou predstaveny techniky zaloZené na tzv. prediktivnim pohybu,
kdy algoritmus nejdfive provede krok simulace bez uvazovani kon-
taktt, a porusi tak fyzikalni principy a Signoriniho zdkon. Nasledné
tuto nefyzikalni konfiguraci pouzije k detekci kolizi, kdy spocita pri-
nik dvou téles. A vysledek detekce nédsledné pouZije k spocitani tzv.
korektivniho pohybu, ktery zajisti, Ze vysledna konfigurace splnuje
Signoriniho zdkon a zaroveti nastoluje rovnovazny stav mezi koliduji-
cimi télesy. Vizualné zobrazeny postup téchto algoritmti vidime na
obrazku 3.2.

3.2 Naivni modelovani kontakta

S vyuZiti znalosti definice poddajnosti a znalosti algoritmu pro vypo-
¢et deformace télesa bez kontaktti mtiZeme odvodit naivni algoritmus
vypoctu deformace s kontakty. Naivni algoritmus stejné jako obecné
vSechny algoritmy, které modeluji kontakty, obsahuje tfi faze vypoctu
- predikce, detekce a korekce.

Cely vypocet zacina tzv. prediktionim vypoctem, p¥i kterém prove-
deme vypocet aktualniho kroku deformace bez uvaZzovani prekazky.
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(a) InicidIni konfigurace ~ (b) Prediktivni pohyb a (c) Korekce
detekce kolizi

Obrazek 3.2: Tti faze modelovani kontakttl. Pfevzato z [9].

CoZz matematicky znamena vyftesit rovnici 2.32:

A= A"f - K] (3.6)
Xfree = X+ Au (3.7)

kde Au je zména konfigurace télesa, f znaci aplikované sily, K je matice
tuhosti télesa, A je derivace matice tuhosti, x je pfedchozi pozice télesa
a X, je nove vypocitana pozice télesa bez uvazovani kontaktt.

Nasleduje detekce kolize, pti niz hleddme takové body télesa, u
nichZ byl porusen fyzikalni princip (tzn. doslo napft. k prtniku té-
lesa a roviny). V ndmi uvazovaném pifipadu télesa a roviny, staci
jednoduse spocitat vzdalenost bodti télesa od roviny a kontrolovat
hodnotu znaménka vzdalenosti pro jednotlivé body. Pokud by totiz
doslo k praniku télesa a roviny, zménilo by se u bod, které prosly
rovinou hodnota znaménka vzdélenosti od roviny. Matematicky vzda-
lenost bodu o soufadnicich P = [x FreerY frees 2 free} a roviny s rovnici
p :ax + by + cz +d = 0 miiZzeme zapsat jako:

AX free + byfree + CZ free +d
Va2 +b*+c?
Posledni ¢asti vypoctu je korekce, pfi ni vhodnou aplikaci sil (a
tedy vhodnym posunutim bodt) napravime nefyzikalni konfiguraci
X free- S vyuZitim definice poddajnosti télesa vime, Ze vztah mezi silou,
poddajnosti a zménou pozice télesa je:
_AS AS

|Po| = (3.8)

C

31



SN Ul B WN =

N

10

3. MODELOVAN{ KONTAKTU

kde C je poddajnost, F je sila a AS je zména pozice bodu. Podle tohoto
vzorce mtizeme pro kazdy bod spocitat silu, kterou musime na bod
ptsobit, abychom ho dostali na / nad rovinu. Korekce pak probiha tak,
Ze ze spocitanych sil vybereme vZdy nejvétsi silu a tu aplikujeme v
pfislusném bodu. Nésledné iterativné opakujeme tyto tfi faze, dokud
vSechny body neleZi nad nebo na roviné.

Nésleduje pseudokéd celého algoritmu.

Algorithm 3: Naivni algoritmus modelovani kontaktt

Input :X matice s aktudlni pozici bodt, K je matice tuhosti télesa,
[a, b, ¢, d] vektor oznacujici normalovou rovnici roviny
Output: f, vektor kontaktnich sil

Au = inv(K’) x [f — K]
X=X+ Au
. o ax+by+cz+d
dist = = e
while existuje bod, kterij je pod rovinou do
F= dist
— inv(K)
f. =f. +max(F); // max(F) vraci vektor s max hodnotou
sily na prislusné pozici
Aucoyr — ii’lU(K’) X [fc - K]
X = X+ Augerr
.o ax+by+cz+d
dist = = e
end

Jak z ndzvu algoritmu plyne, jedna se o jednoduchou variantu
feSeni, kterd sebou nese nevyhodu v podobé ¢asové sloZitosti. Ta je
zptlisobena tim, Ze pfi kazdém prtichodu while cyklem se musi znovu
sestavit a vyfesit cela MKP.

Navic pokud budeme uvaZovat téleso, které bude dostatecné dlou-
hé a mékké, miize se stat, Ze algoritmus nikdy neskon¢i. V krajnim
pfipade se totiz u takového télesa mutize stat, Ze korekci, kterou pro-
vadime ve while cyklu sice vytla¢ime nékteré body nad rovinu, ale
body na druhém konci télesa se ptisobenim sily jiné body dostanou
pod rovinu. Tento jev se bude opakovat neustale dokola a tak se while
cyklus zméni na nekone¢nou nekonvergujici smycku.
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3.3 Algortmus zaloZzeny na LCP

JelikoZ naivni algoritmus modelovani kontaktti mad mnoho nevyhod a
v praxi je nepouZitelny, existuje mnoho jinych algoritm, které jsou
sofistikovan€jsi a méné ¢asoveé narocné, jelikoz nepotiebuji v kazdém
kroku znovu aplikovat MKP a fesit cely systém. Jednim z takovych
algoritmi je algoritmus zaloZeny na problému linedrni komplementa-
rity (linear complementarity problem, LCP) a jeho feSeni pomoci Gauss-

Seidlovy metody s projekci.

3.3.1 Problém linearni komplementarity

Problém linedrni komplementarity (ddle oznacovano jako LPC) vy-
chazi z optimaliza¢nich tloh v matematickém programovani. Jedna se
o nejjednodussi pfipad optimaliza¢niho problému za urcitych podmi-
nek, ktery nam déva nastroje jak posléze fesit sloZit€jsi optimalizacni
ptiklady (napf. dlohy kvadratického programovani, geometrického
programovani, atd.). Regeni optimaliza&nich problémt s omezujicimi
podminkami ma své stéZejni misto v rliznych oborech od fyziky a
matematiky, pfes ekonomii az po technické védy.

Definice 1. LCP problém Necht M je ctvercovd matice typu n X na q €
R" je libovolny sloupcovy vektor. Najdéte vektory w = (wy, ..., wn),z =
(21, ..., zn), tak aby splriovaly nisledujici vztahy:

w—Mz=gq (3.10)
w,z >0 (3.11)
wlz =0 (3.12)

Vstupnimi parametry problému jsou pak vektor g a matice M,
proto muzeme také psat LCP (g, M). Trivialni feSeni tohoto problému
je feSeni tvaru w = gq,q; > 0Vi = 1..n,z = 0. Ve vétsiné€ pfipadt
nam ale trividlni feSeni tohoto problému nestaci a tak se pro nalezeni
netrividlniho feSeni pouzivaji sofistikované metody jako napf. Com-
plementary Pivot Method, nebo Gauss-Seidelova metoda projekce,
ktera je popsédna v nésledujici kapitole. [23]
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3.3.2 Gauss-Seidlova metoda s projekci

Gauss-Seidelova metoda s projekci (projected Gauss-Seidel method) je
pokrocilym néstrojem pro feSeni soustavy linedrni rovnic Ax = b, kde
A je reguldrni ¢tvercovi matice fadu n, x je vektor neznamych a b je
vektor pravé strany. Jednd se o itera¢ni metodu, kterd nejprve prevede
soustavu do itera¢niho tvaru:

x=Cx+d (3.13)

kde x je vektor nezndmych, C je itera¢ni matice a d je sloupcovy vek-
tor. Tuto transformaci mtizeme jednoduse provést tak, Ze si z kazdé
rovnice soustavy vyjadfime jednu neznamou.

Nésledné rovnici 3.13 pfepiSeme na itera¢ni pfedpis s tim, Ze pfi vy-
poctu i neznamé 1 < i < n, kde n je pocet neznamych, vyuzijeme
znalosti pfedchozich vypoctenych nezndmych [22]. Matematicky m-
Zeme tento vztah zapsat jako:

Cii =1 j=it1

i—1 n
xl.(kﬂ) = l <dl~ — Z cijx](kﬂ) — Z ci]-x](k)) ,i=1,.n (3.14)

3.3.3 Popis algoritmu

Nyni, kdyZ uz vime, co je to LCP problém a vime jak vypada Gauss-
Seidelova metoda, vyuZzijeme tyto znalosti a ukdZeme si jak vypada
algoritmus pro modelovani kontaktti s vyuzitim LCP problému. Vy-
pocet algoritmu mtizeme opét rozdélit do tii fazi — predikce, detekce
a korekce.

Prvni faze predikce je naprosto stejnd jako u naivniho algoritmu
tzn. dochazi k spocitani aktudlni pozice télesa bez uvazovani pfe-
kaZzky, coz matematicky znamend vyfeseni systému s pomoci Newton-
Raphsonovy metody a ziskdni pozice t€lesa Xfree = [X frees Y frees Z free):

Au = inv(A) x [f — K] (3.15)
Xfree = X+ Au (3.16)

V druhé fazi detekce hledame body, které prosly rovinou, tzn. body
jejichz vzdélenost od roviny zménila znaménko. Predpokladejme
nyni, Ze vSechny body télesa v klidovém stavu mély vzdalenost od
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roviny kladnou. Potom lze detekci pro kazdy jednotlivy bod P =
[x FreesY frees Z free] matematicky napsat jako feSeni nasledujici nerov-
nice:

X free + bY free + CZfree +d <0 (3.17)

kde rovinu se kterou télesa koliduje vyjadiujeme jako p : ax + by +
cz+d=0.

Nyni si ozna¢me 7 jako pocet bodti kolidujicich s rovinou podle
predeslé nerovnice a Q = Xj...X}; jako mnoZinu téchto bodti. S vyuzi-
tim rovnice 3.8 pro kazdy z téchto bodt spocitdme jeho vzdalenost od
roviny d;, kdei € N,0 < i < n. Pfi uréovani znaménka vzdalenosti
vyuZijeme nasledujici konvenci:

¢ d; < 0 pokud bod X; prosel rovinou (nerespektuje prekazku)
* d; > 0 pokud je bod X; nad nebo na roviné

V posledni fazi korekce vyuzijeme definici LCP problému a jeho vy-
feSeni pomoci Gauss-Seidelovy metody. Nejprve musime v problému,
ktery chceme fesit, najit LCP problém. To ale neni viibec sloZité, staci
si napsat k sobé rovnice, které plynou ze Signoriniho zdkona, defino-
vaného v 3.1.3. A vypadne ndm nésledujici soustava rovnic, které je
velmi podobna soustavé rovnic LCP problému.

dQ = dQ + W(Q,P) - fP (3.18)
fQ>0 (3.19)

dQ >0 (3.20)

£QTdQ >0 (3.21)

kde Q je mnozina bodd, které prosly rovinou, P je mnoZina bodti na
/ nad rovinou, 4Q, dP pak znaci vzdalenost bodu od roviny (kladna
pokud je bod nad rovinou a zaporna pod rovinou), fQ, fP jsou sily
ptisobici na body a W(Q, P) je Delasstiv operitor.

Delasstiv operator W (,, kondenzovand” poddajnost) je matice veli-
kosti n x 1, kde w;; udava vztah mezi body s indexy i, j, urceny tim, Ze
se oba body nachézeji v jednom télese. K jeho vypoctu je potieba mit
matici tuhosti C a normaély jednotlivych bodt ;. Hodnota Delassova
operatoru pro body s indexy i, j se spocita:
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kde C(i,j) je 3 x 3 matice s indexy odpovidajicimi bodtim X; a X;.

K feSeni této soustavy rovnic pouzijeme tzv. Gauss-Seidlovu me-
todu s projekci (algoritmus 4). Ta pro kazdé omezeni (bod Q, ktery je
pod rovinou) hleda silu f,, aby platil Signoriniho zédkon. Navic musi
platit, Ze vztah mezi silou plisobici na bod a vzdélenosti, o kterou je
potteba bod posunout je pfimo iamérny poddajnosti.

Algorithm 4: Gauss-Seidlova metoda s projekci

Data: W je Delasstiv operétor, d vektor inicidlnich vzdalenosti bodti
od roviny se znaménkovou konvenci, Q mnozina bodt pod
rovinou

Result: f vektor ptisobicich sil v bodech

nastaveni TOL jako tolerance metody

while neni dosaZzen max. pocet iteraci do

error =0;

forg € Qdo

errQ = fg;

forpc Q—gdo

| dg=ds+W(q,p)* fp

end

fo=fq—dg/W(q,9);

if f, <0 then

| fi=0

end

error = error + abs(W(q,q) * (fq — errQ);

end

if error < TOL then

| return f;
end

end

Posledni a nejdtilezitéjsi ¢asti korekce je aplikace spoctenych sil f
na systém. CoZ se provedeme tak, Ze sily f promitneme do globédlniho
silového vektoru (normélovy vektor sil se vSemi body systému). CoZ
je jen slozity ndzev pro sloZeni vektoru, ktery obsahuje pro jednotlivé
body normaélu vyndsobenou korekéni silou. Pokud k danému bodu
korekéni sila neni, je normadla vyndsobena nulou. Ozna¢me takovy
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vektor A. Ndasledné je spocitdna korekce pro cely systém a to vyfeSenim
rovnice:

Augorr = A7TA (3.23)

a korekce pfipocitana k aktudlni poloze systému x = x + Aucorr. [9,
10]
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4 Algoritmus kompenzace sil

Problém dne$nich modeli organti pouZzivanych pfi rtiznych operac-
nich zékrocich pfichdzi jiz pfi samotné tvorbé modelu. Ten je vystaven
na datech o pacientovi, které ziskaji 1ékati pti skenech pacienta. Tyto
informace jsou o organech, které nejsou v klidové pozici, protoZe na
né ptlisobi sily napt. gravitacni sila nebo tlakova sila zptisobend umis-
ténim organt v uzaviené tekutiné (napf. tlaky ptisobici na mozek,
zplisobené umisténim mozku v mozkomisni tekuting, ktera je uza-
viena v lebce). Ackoliv jsou tedy anatomie rekonstruované z obrazii
nasnimanych napf. pomoci CT nebo MR, jiZ zdeformované a tak
jejich inicidlni mechanické napéti je nenulové, vétsina simulacnich
algoritm tento fakt zanedba a uvaZzuje tento stav za klidovy. Algo-
ritmus kompenzace sil pfedstaveny v této kapitole otevird moznost
rekonstrukce klidového stavu télesa p¥i znalosti deformované pozice
télesa a hodnot ptisobicich sil. [28]

Poéateéni Koneéna
konﬁgurace /—\ kOllﬁglll'ace
R o R
A Vﬁ?&"!'..;.i k-
AKX A O
X

Obrazek 4.1: Klasicka deformace vs. kompenzace sil

Na obrazku 4.1 vidime porovnani klasického problému deformace
télesa (smér funkce ¢) a problému kompenzace sil (smér funkce ).
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4. ALGORITMUS KOMPENZACE SIL

4.1 Naivni pfistup k feSeni problému

V rédmci naivniho pfistupu k problému lze jednoduse vytvofit itera-
tivni algoritmus feSeni problému kompenzace sil. Algoritmus zac¢in
tim, Ze pocate¢ni, deformovanou konfiguraci télesa X" nastavim
jako pocate¢ni odhad kone¢né, nedeformované konfigurace télesa X°.
Provedu pfimou simulaci a uloZim si rozdil mezi vysledkem pfimé
simulace a po¢ateéni konfiguraci télesa u". Pokud nebyl dosaZen ma-
ximalni pocet iteraci, nebo pokud jsem nedosahl dostate¢né presnosti
mezi vysledkem p¥imé simulace a zndmou konfiguraci t&lesa X", tak
je upraven odhad nedeformované pozice télesa X/ = X/~ — u/=1. Po-
tom se opét provede p¥ima simulace a znovu spo¢itd rozdil u/, chyba a
navysi se hodnota poctu iteraci. Lepsi pfedstavu o algoritmu si mtiZete
udélat s pomoci nédsledujictho pseudokédu. [11, 12, 28]

Algorithm 5: Iterativni algoritmus pro vypocet kompenzace sil

Data: X" je deformovan4 konfigurace télesa

Result: X/~! je odhadnut4 nezdeformovana konfigurace t&lesa
X0 — xinit ;

spustime pifmou simulaci 0 s po¢ate¢ni konfiguraci X° ;

u0 = x0 — X0,

err = chyba mezi x° a X;

j=1

while err > ¢ & j < NB™* do

X = xi-1 —yi-1.

spustime pfimou simulaci 0 s pocate¢ni konfiguraci Xi—1;
w =l — X,

err = chyba mezi x/ a X";

j=itL

end

return X/~ 1;
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4.2 Algoritmus vyuZzivajici ,inverzi”

V kapitole 2.3 byla popsdna metoda vypocétu deformované pozice
télesa se znalosti sil plisobicich na dané téleso. Pfi takto definovaném
vypoctu jsme si zavedli ndsledujici znaceni, X pro nezdeformovanou
pozici télesa a x pro zdeformovanou pozice télesa. Tohoto znaceni se
budeme drZet i nadale.

Zamyslime-li se nad rozdilem mezi problémem definovanym v
2.3.2 a problémem, ktery fesime v této kapitole, dojdeme k zavéru, Ze
oba problémy se 1isi pouze prohozenim znalosti / neznalosti x a X.
Tento fakt se nejvice odrazi na rovnici 2.16, kde je deformacni napéti je
definovédno jako funkce proménné X, kterou ale zde nezname. Tento
maly rozdil vede k nutnosti udélat nékolik modifikaci v pfedchozim
algoritmu, abychom ho mohli pouZit p¥i feSeni inverzniho problému.

Prvni zména, kterou musime provést vychazi z odlisné definice
posunuti u jako

u'(x) =X —x (4.1)

kde X je nezdeformovana a x je zdeformovana pozice télesa, u’ ozna-
¢ime posunuti pfislusici inverznimu problému. S touto novou definici
posunuti je spojena i nova definice deformac¢niho gradientu F;;,,,. Z ob-
razku 4.1 na zacatku této kapitoly a ze znalosti definic deformaé¢niho
gradientu a deformac¢ni funkce z kapitoly 2.3.2 miZeme definovat
vztah mezi deformaénim gradientem F klasického deformac¢niho vy-
poctu a Fip.

- _9p(x)
Flnv — ax (4’2)

_9p(X) _99(y(x)) _ _9x _
F="ox = o (x) — 9p(x) Fino *3)

kde 1, ¢ jsou deformacni funkce, x, X jsou zdeformovana a nezdefor-
movand pozice télesa. Pro lepsi pfedstavu vSe oznaceno podle obrazku
na zac¢atku této kapitoly. Z obrazku taky vidime, Ze ¢ = ¢~1. Z rov-
nice 4.3 plyne, Ze pii feSeni inverzniho problému mtiZeme deformacni
gradient pocitat stejnym zptisobem jako u klasické deformace, jen pak
pouze misto F pouZijeme F~ 1.

Dal$im rozdilem mezi vypocétem klasického a inverzniho defor-
macniho problému je v metodé samotného vypoctu. Klasicky problém
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muiZeme vyfesit pomoci dvou definovanych metod v kapitole 2.4: total
a updated Lagrangians. P¥i uvazovani inverzniho problému se uka-
zuje, Ze nalezeni nedeformované konfigurace mtize byt formulovano
jako kombinace téchto dvou metod. Zakladni metodou vypoctu je
total Lagrangian. Ale protoZe zname sily ptisobici na kone¢nou konfi-
guraci télesa, jejiz geometrii nezndme, podle kapitoly 2.1 se jedna o
Eulerovsky pohled, ktery vyuziva Cauchyho napéti, tak je pti feSeni
inverzniho problému v rovnici 2.18 nahrazeno 2PK napéti Cauchyho
mechanickym napétim. Externi sily ptlisobici na téleso jsou nahrazeny
silami v deformovaném stavu.

Konstitué¢ni rovnice, kterou potfebujeme vyftesit, pak vypada takto:

O:|P1—|f(x)+V-a(x),x€Q (4.4)

kde F,; je deformacni gradient definovany v 4.2, f jsou sily ptisobici
na téleso, o vyjadiuje Cauchyho napéti.

4.3 Tlustrace vysledki algoritmu na redlnych datech

V tivodu této kapitoly byl uveden piiklad s modelovanim mozku, na
ktery ptisobi tlaky, protoZe je obklopen mozkomisnim mokem (CSF)
a uzavien v lebce. Algoritmus predstaveny v této kapitole mtizeme
pouZzit, pokud chceme zjistit, jak vypada rozloZeni pole mechanického
napéti zptisobeného tlakem CSF na uvedeny orgén. Tato informace
je dtilezita pro odhad posunuti mozku (tzv. brain-shift), ke kterému
dochazi po vytvoreni otvoru do lebky pfi operacich mozku.[4]

Simulace byla provedena s nasledujicim nastavenim parametrii:
pro modelovéni je pouZzit Mooney-Rivlintiv hyperelasticky materiél
s logaritmickou funkci penalizace zmény objemu s parametry Cy; =
3922 Pa a C1p = 30.838 Pa [31]. Tlak CFS na mozek se obvykle udava
jako 7 — 15 mmHg, coZ je ptiblizné 900 — 2000 Pa. Simulace pracuje s
dolni hranici tohoto intervalu, a tak je hodnota nastavena na 1000 Pa.
Aplikace okrajovych podminek byla provedena ,uchycenim” spodni
¢asti mozku pomoci homogenni Dirichletovy okrajové podminky. Toto
zjednoduseni anatomicky odpovida spojeni mozku a prodlouzeni
michy.

Provedeni simulace pak zahrnovalo dva nésledujici kroky:
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¢ Kompenzace tlaku provedend s vyuzitim zpétné simulace (un-
dated_inverse), jejiZ vysledkem je konfigurace bez aplikovaného
tlaku. Z obrazku 4.2b vidime, Ze maximalni posunuti mozku
je do 1.4 cm. Tato konfigurace je, ale pouze ,teoreticka”, pro-
toZe i kdybychom vypustili vesSkerou CSF, tak by mozku k ta-
kové ,deformaci” branila lebka. Tu ale neuvaZujeme, protoZe
by znamenala aplikaci kontaktd, které nejsou v metodé zatim

aplikovany.

¢ Aplikace piimé simulace, kterou spustime z konfigurace spoc¢-
teme v pfedchozim kroku. Vysledkem je sit, ktera je geometricky
stejna s ptivodni siti mozku, ale obsahuje informaci o rozloZeni
tlaku (obrazek 4.2c), kterou miizeme vyuzit k dalSim vypoctim.

B

(a) pocatecni geometrie (b) posunuti geometrie bez(c) geometrie s distribuci na-
CFS tlaku péti

Obréazek 4.2: Ukdzka simulace na datech mozku.

Simulace byla spousténa na pocitaci PC Intel Core i7-6700K @ 4.00
GHz, 16 GB RAM s Matlabem verze R2016a (9.0). Sit pouzita p¥i
simulaci byla sloZena z 1916 elementti (1830 stupniti volnosti). Zpétny
krok simulace (provedeny metodou updated Lagrangian s inverzi)
trval 214 s a pfimy krok (provedeny pomoci metody total Lagrangian)
94.7 s.
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5 Kontakty v kompenzaci sil

V pfedchozi kapitole byl pfedstaven algoritmus pro rekonstrukce kli-
dového stavu télesa s vyuzitim znalosti sil plisobicich na téleso. Tento
algoritmus je velmi perspektivni pro vyuZziti pti simulacich v chirurgii.
Pti uvaZovani pouZiti algoritmu p¥i modelovani redlnych simulaci v
medicin€, nardZime na problém se znalosti vSech ptisobicich sil. Pti
modelovani orgdnti musime mezi ptisobici sily, uvazovat i kontaktni
sily, kterymi na sebe navzdjem organy lidského téla ptisobi a jejichz
velikost nezndme. Z kapitoly 3 zndame metody modelovani kontaktt
pfi pfimém algoritmu, cilem této kapitoly je blize prozkoumat chovani
kontaktti pfi kompenzaci sil a pfipadné navrhnout algoritmus odhadu
kontaktnich sil pfi kompenzaci sil.

Poiéateéni

Koneina
konfigurace /_\\\ konfigwrace

Obrazek 5.1: [lustrace hledani nezdeformované konfigurace.

Na obrazku 5.1 vidime problém zndzornény graficky. Obrazek
vlevo (pocate¢ni konfigurace) zndzortuje téleso deformované gravitaci
a kontaktnimi silami, obrazek vpravo pfedstavuje téleso v klidovém
stavu —bez ptisobeni gravitace a kontaktnich sil (kone¢né konfigurace).
Funkce CIDI_?gl . r. je inverzni deformacni funkce, ktera zavisi na gravitaci
a kontaktnich silach, ®r, oznacuje deformacni funkci diky gravitaci.

V této kapitole se budeme drzet znaceni definovaného v kapi-
tole 2.3.
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5. KONTAKTY V KOMPENZACI SIL

5.1 Definice problému

Problém pfedstaveny v tivodu této kapitoly pfesahuje rdmec diplo-
mové prace a tak se budeme zabyvat pouze kontakty jednoho de-
formovatelného télesa s nehybnou piekazkou - rovinou. Na vstupu
mame téleso, které bylo zdeformovano vnéjsimi silami f, ale protoze
béhem deformace téleso interagovalo s pfekazkou, ptisobi na néj bé-
Nasim tikolem je ze znalosti zdeformované pozice télesa x, ptisobicich
sil f a umisténi prekazky urcit nedeformovanou pozici télesa X. Sily
plisobici na téleso ve stejném okamziku, mizeme jednoduse secist,
ozna¢me tedy vSechny sily ptisobici na téleso f,;; = f + f.. ProtoZe se
jedna o problém kompenzace sil, definovany v kapitole 4 vyuZijeme
rovnici 4.2 a pfepiSeme ji do tvaru s kontakty.

0= |;—|fall(x) +V.o(x),xeQ (5.1)

kde F;,, je deformacni gradient definovany v 4.2, f,;; jsou vSechny sily
ptisobici na téleso, ¢ vyjadfuje Cauchy tensor mechanického napéti.

ProtoZe se jedna o stejny problém jako problém v pfedchozi kapi-
tole, mizeme k feSeni vyuZit algoritmus kompenzace sil popsany v
kapitole 4.2. Jedinou piekdZkou k jeho vyuziti je neznalost kontaktnich
sil a pravé jejich odhadem se bude zabyvat v nasledujicim textu.

5.2 Odhad kontaktnich sil

Kontaktni sily plisobici na téleso béhem interakce s pevnou piekazkou
neumime pfi znalosti pouze deformované pozice télesa spocitat pfimo
a tak se pokusime nalézt iterativni algoritmus odhadu kontaktnich sil.

5.2.1 Iterativni algoritmus s postupnym vylepSovanim

Iterativni algoritmus odhadu kontaktnich sil je zaloZen na postup-
ném vylepSovani odhadu sil, které vede k minimalizaci chyby, kterad
vznikne aplikaci téchto sil. Obecny navrh takového algoritmu pfed-
stavuje algoritmus 6.

Z pseudokédu obecného iterativniho algoritmu vidime, Ze vypocet
z4visi na vhodné volbé funkci opravy kontaktnich sil na fadku 5 a
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Algorithm 6: Obecny iterativni algoritmus odhadu F.

Mev s

ptisobici na téleso
Result: F.jsou kontaktni sily ptisobici na téleso

repeat
if j == 0 then
\ F. < nastaveni poc¢ate¢niho odhadu sil ;
else
‘ F. <~ Oprava_kontaktnich_sil(F err) ;
end
err = Vypocet_chyby (F,, F, X%f);
=]+
until err > ¢ & j < NB™;
return F,;

vypoctu chyby na fadku 7. Vhodnym navrZzenim téchto funkci se
budeme zabyvat nasledujici textu prace.

Vypocet chyby

Pfi vypoctu chyby byly uvazovany dva pfistupy — postupné vypinani
sil a vypinani vSech sil.

Prvni varianta algoritmu, kterd vyuZzivala postupného vypinani
sil, ma za cil spocitat velikost kontaktnich sil bez nutnosti pouZzivat
algoritmy uvazujici kontakty, které jsou obecné pomalejsi neZ ostatni
pouzivané algoritmy. Tento p¥istup k feSeni problému narazi na pro-
blém s nelinearitou samotného problému, ktera znemoZnuje rozlozit

rovnici 5.1 na postupné feSeni rovnic
1
0 = —f(x)+V.0o(x),xeQ (5.2)
|Finv’
1
0 = —f(x)+V-0o(x),xeQ (5.3)
‘Finv’

kde F;,;, je deformac¢ni gradient definovany v 4.2, f jsou sily ptisobici
na téleso (napf. gravitace), f. jsou kontaktni sily, o vyjadfuje Cauchy
tensor mechanického napéti.
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5. KONTAKTY V KOMPENZACI SIL

Algorithm 7: Vypocet chyby s postupnym vypinanim sil

N

ptisobici na téleso, F, odhad kontaktnich sil
Result: err chyba pfi aplikaci danych F.
Xt < spustime inverzni simulaci s po¢ate¢ni konfiguraci X4/ a
vypneme F ;
X < spustim inverzn{ simulaci z X" a vypnu F; ;
3 Y < spustim inverzni simulaci z Xdef a vypnu F; ;
x <— spustim klasickou simulaciz X s F ;
er= T ()" (- (-0
i€nodes
return err;

Algoritmus 7 pfedstavuje moZznou variantu vypoctu chyby s po-
stupnym vypindnim sil. Tento algoritmus nejprve algoritmem kom-
penzace sil spocita pozici télesa bez ptisobeni sil mimo kontaktnich sil
(fadek 1), vypne odhadované kontaktni sily (fadek 2) a nasledné spusti
klasickou deformaci télesa bez uvazovani kontaktt (fadek 4). Vysled-
nou pozici télesa pak porovnava s pozici, kterou dostaneme, kdyz
algoritmem kompenzace sil z deformované pozice télesa spocitame
pozici télesa bez kontaktnich sil (fadek 3 a 5).

Jak bylo zminéno v tivodu této kapitoly, hlavnim dtvodem k se-
staveni tohoto algoritmu byla snaha vyhnout se pocitani dopfedného
algoritmu s kontakty, které je v porovnani s algoritmem kompenzace
sil ¢i dopfednym algoritmem bez kontaktti pomalejsi. Toto feSeni vy-
poctu chyby neni mozné, protoze narazi na problém s nelinearitou.
Jako ptiklad si uvedme obrazek 5.2 s vysledky simulaci pfi postupném
vypinani sil.

Obrazek 5.2 zobrazuje 2 situace, které dokumentuji problém s ne-
linearitou. Na obrazku 5.2a je zndzornéno porovndni vysledki dvou
simulaci. Prvni simulace, jejiZ inicidlni stav je zeleno-Sedy a kone¢ny
stav je vykreslen zelenou barvou, zndzornuje situaci, kdy u télesa
zdeformovaného pomoci gravitace a kontaktti spustime inverzni algo-
ritmus a vypneme kontaktni sily. Druha simulace zndzornéna cerve-
nou barvou (inicidlni stav ¢erveno-Sedé a konecny cervené) ukazuje
aplikaci gravitace na nezdeformovanou pozici télesa bez kontaktnich
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5. KONTAKTY V KOMPENZACI SIL

(a) Vypnuti kontaktnich sil (b) Postupné vypindani sil

Obrézek 5.2: Ukazky nelinearity problému

sil. Kdyby dany problém nebyl nelinedrni cervend a zelené pozice
télesa by byly totozné. Z obrazku ale vidime, Ze tomu tak neni.

Na obrazku 5.2b je zachyceno postupné vypinani gravitace a kon-
taktnich sil. Cervené téleso znazoriiuje téleso, na které neptisobi zadné
sily, a tedy také pozici téleso, do niZ se pottebujeme postupnym vypi-
nanim sil dostat. Modré téleso ukazuje pozici, do niZ se téleso dostane
pokud v zdeformovaném stavu vypneme gravita¢ni silu a zelené téleso
je pozice télesa u kterého jsme vypnuli nejprve gravitaci a poté kon-
taktni sily. Protoze cervené téleso neni totoZné se zelenym, nemtizeme
tento rozklad sil vyuZivat.

JelikoZ se ukazalo, Ze algoritmus postupného vypinani sil neni
mozné aplikovat, byla vytvofena jind metoda vypoctu chyby, ktera
obsahuje dopfedny algoritmus s pocitanim kontaktti — algoritmus
chyby bez postupného vypinani sil.

Algoritmus 8 predstavuje vypocet chyby bez postupného vypinani
sil a je zaloZen na pocitani klidové pozice télesa bez ptisobent sil,
vypnutim vSech sil ptisobicich na téleso tzn. i odhadu kontaktnich sil
(fadek 1). Na fadku ¢islo 2 je z této klidové pozice spustén klasické
vypocet s uvazovani piekazky, abychom ziskali zdeformovanou pozici
télesa pfi pusobeni odhadnutych kontaktnich sil. Jako chyba odhadu
je oznacen soucet euklidosvkych vzdélenosti vSech odpovidajicich
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5. KONTAKTY V KOMPENZACI SIL

Algorithm 8: Vypocet chyby bez postupného vypinani sil

v 2

Data: Y je deformovana konfigurace télesa, F jsou vnéjsi sily ptisobici
na téleso, F, odhad kontaktnich sil

Result: err chyba pfi aplikaci danych F.

X < spustime inverzni simulaci s po¢ate¢ni konfiguraci Y a vypneme

F—F;

x < spustim klasickou simulaci s pfekdzkou z X ;

er= T (- (2" ()%
i€nodes

return err;

si bodt ptivodni deformované konfigurace télesa Y a deformované
konfigurace pfi odhadnuté klidové pozici x.

Oprava kontaktnich sil

Funkce opravy kontaktnich sil je zaloZena korekéni ¢asti modelovéni
kontaktti pfedstavenych v kapitole 3.3.3. VyuZivad Gauss-Seidelovu
metodu s projekci a jako vstupni hodnota vzdalenosti je nastavena
zaporna hodnota chyby.

Pti testovani metody bylo zjisténo, Ze metoda konverguje velmi
pomalu a je tak nepouZzitelnd. CoZ moZzna souvisi s tim, Ze opravo-
vani sil je provddéno na zdkladé vzdalenosti v deformované pozici
télesa. MoZzn4 by stélo za tvahu pfevést velikost téchto sil pomoci
deformacniho gradientu do nezdeformovanych soufadnic.

5.2.2 Algoritmus zaloZeny na minimalizaci chyby

Tento iterativni algoritmus je zaloZen na odhadu sil za pomoci minima-
lizace chybové funkce. Kéd funkce je popsan pseudokédem algoritmu
6 s definici chyby podle algoritmu 8, ale opravu sil nechavdme pocitat
Matlabem voldnim funkce fminsearch. Ta je funkci z optimaliza¢niho
baliku Matlabu a je zaloZena na hledani minima funkce diky nume-
rické aproximaci derivace funkce.

JelikoZz algoritmus vyuziva chybu definovanou podle algoritmu
8, musi algoritmus pracovat s funkcemi runlnverseSimulation.m a run-
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DirectSimulation.m, které spoustéji inverzni nebo p¥imou simulaci s
danymi parametry s vhodné nastavenymi parametry pro vypocet.

function runInverseSimulation(params, model, fem, dirichlet, solver, configuration,
outDir, k, 1)

params.outDir = sprintf('%s/inverse %d %d', outDir,k,1l);

params.workingDir = params.outDir;

solver.numIncSteps=4;

solver.newtonMaxIt=10;

createWorkingDirectory(params);

staticIncrementalLoading(params, model, fem, dirichlet, solver, configuration);
end

Obréazek 5.3: Kéd funkce runlnverseSimulation.m

Obrazek 5.3 ukazuje kéd funkce, ktera spousti inverzni algoritmus
s odhadem kontaktnich sil. Funkce obsahuje spusténi inverzni simu-
lace na ¥adku ¢islo 7, pfenastaveni parametrti feSice (fddky 4 - 5) a
vytvoreni slozky pro ulozeni vysledku simulace (fadky 2, 3, 6).

function [finalNodalPosition, conf] = runDirectSimulation(params, outDir,k,1)
params.vtkVolumeFile = sprintf('%s/inverse %d %d/volFinal.vtk', params.experimentName,
k, 1);

params.vtkSurfaceFile = sprintf('%s/inverse %d %d/surfFinal.vtk', params.
experimentName, k, 1);
params.lagrangian=Lagrangian.total;
params.solutionMethod=SolutionMethod.INR;
params = checkConfig(params);
params.outDir = sprintf('%s/direct %d %d', outDir,k,1);
params.workingDir = params.outDir;
[model, dirichlet] = setupModel(params);
fem = setupFEM(model);
solver = setupSolver(params, model);
configuration = setupConfiguration(model, dirichlet);
createWorkingDirectory(params);
initDir=cd(params.workingDir);
if (params.doProfile)
profile on;
end
solver.numIncSteps=10;
solver.newtonMaxIt=1;
conf = loadingWithPlaneContact(params, model, fem, dirichlet, solver, configuration);
[finalNodalPosition,~,~] = readVTK(sprintf('%s/volFinal.vtk', params.outDir));
end

Obrézek 5.4: Kod funkce runDirectSimulation.m

Obrazek 5.4 predkladéd kéd funkce runDirectSimulation.m. Z kédu
vidime, Ze dochézi k pfenastaveni parametr(i, jako vhodny vybér
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soubort s geometrif télesa (fadky 2 a 3), nastaveni vhodné metody
feSeni (fadky 4 — 5), nastaveni adresate pro ulozeni vysledkt (fadky 7
a 8) a spusténi vypoctu (9 — 20). Navratova hodnota funkce je matice
pozice pro jednotlivé body a struktura s konfigura¢nim nastavenim.

Na fadcich 18 a 19 je provedeno nastaveni maximalniho poctu ite-
raci Newton-Raphsonovy metody z dtivodu urychleni vypoctu a lep-
$ich vlastnosti funkce odhadu chyby. Rozdilné chovani funkce chyby
pro vypocty s pouzitim klasické a jedno itera¢ni Newton-Raphsonovy
metody pii vypocétu simulaci vidime na obrazku 5.5 .

errar

(a) pocet NR iteraci =1

0,08
0.08 4

0.07 ~

eror

0.06 —

0.05 <

0,04 =—
015

02" oas

0.3 gas 0. 2 o a0s 0l 0l1s D02 25 03 035 04
fl 1

(c) pocet NR iteraci = 15 (d) pocet NR iteraci = 15

Obrézek 5.5: Grafy funkce chyby pro rtizné metody feSeni v zavislosti
na maximdalnim poctu iteraci Newton-Raphsonovy metody.
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Obrazky 5.5 vykresluji graf (klasicky 3D a obrysovy graf) chyby pro
deformace télesa (cylinder sloZen ze 152 elementti), které deformujeme
gravitaci a pfi kontaktu s rovinou se roviny dotykd ve dvou bodech.

Obrazky 5.5a a 5.5b zobrazuji hodnoty funkce pocitajici chybu s
vyuzitim pouze 1 iterace Newton-Raphsonovy metody pro hodnoty
okoli skute¢nych hodnot sil spocitanych simulaci kontaktu télesa s
ptekazkou (f; = 0.335756, f, = 0.128877). Z obrazk vidime, Ze tvar
funkce je vhodny pro aplikovéani optimalizacnich funkci. Obrazek 5.5b
obsahuje zndzornéni vypoctu minimalizace chyby provedené pomoci
minimaliza¢ni funkce s po¢ate¢ni hodnotou sil [0.1,0.1].

Obrazky 5.5¢ a 5.5d ukazuji hodnoty funkce pocitajici chybu s
vyuzitim konvergujici Newton-Raphonovy metody. Obrazek ndm
ukazuje jiné chovani funkce nez v pfedchozim piipadé a navic vidime,
Ze funkce nedosahuje minimalni hodnoty v oc¢ekavanych hodnotach
sil.

Na z&vér kapitoly jesté uvedme vysledky simulaci pfi pouZiti al-
goritmu s minimalizaci chyby. Na pfikladu valce deformovaného gra-
vitaci.

I initial state
() fixed points
plane
0.05 simu INR TL 5V Gr contact
’ I s U IDNR UL SV Gr contact
0
[}

-0.05

I I I I I I I
0.25 0.2 0.15 0.1 0.05 0 -0.05
Y

Obrazek 5.6: Vysledek algoritmu minimalizace chyby

Na obrazku 5.6 vidime porovnéni vysledné pozice vélce spoci-
tané danym algoritmem (Cerveny valec) se skute¢nou klidovou pozici
(modry vélec). Toto porovnani mtiZeme provést, protoZze mame im-
plementovany dopfedny i zpétny algoritmus s kontakty. Z obrazku
je vidét, ze algoritmus nenaSel pravou klidovou pozici. Nicméné
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porovname-li deformovanou pozici télesa, kterou jsme dostali na
vstupu s deformovanou pozici, kterou dostaneme pfi spusténi primé
simulace s odhadnuté klidové pozice dostavame dva témér totozné
vysledky.

V této kapitole byl pfedstaven problém inverzniho algoritmu p¥i
uvazovani kontakt(i. Ukézali jsme, Ze tento problém se pfi znalosti
inverzniho algoritmu redukuje na problém odhadu kontaktnich sil.
Byly zde rozvedeny dva moZné sméry odhadu kontaktnich sil, které
byly implementovany v prostfedi MatlabuFEM a nasledné vyzkou-
Seny na jednoduché simulaci. U obou algoritmti se pfedpoklada silna
zévislost mezi konvergenci metody a vhodnou volbou pocate¢nich
odhad sil. Tato otdzka by méla byt pfedmétem dalstho zkoumaéni.
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6 Simulacni prostiedi MatlabFEM

vV 2

V posledni kapitole diplomové préace se zaméfime na implementacni
¢ast prace. Pfedstavime si framework, na jehoz rozsifeni a vylepseni
jsem pracovala. UkdZeme si, co bylo nutné do frameworku doplnit. A
na zaveér si porovname framework s podobnych programem zabyvaji-

cfm se modelovanim hyperelastickych simulaci FeBiem.

6.1 Piedstaveni prostfedi MatlabFEM

V tvodu préace bylo uvedeno, Ze existuje matlabovska implementace
hyperelastickych simulaci, kterou vytvofil vedouci mé diplomové
prace ve spolupréci s institutem Inria. Hlavnim dtvodem vzniku
tohoto femu bylo umozZnéni rychlého prototypovani metod feSeni
hyperelastickych simulaci s vyuzitim matematickych funkci, jenz na-
bizi prostfedi Matlabu. To ndsledné umoZriuje perspektivni metody
implementovat v prostfedi SOFA 1.

JelikoZz se ukazalo, Ze MatlabFEM miiZe byt uzite¢ny nejen jako
prototypovaci nastroj, ale také jako dobra vyukova pomiticka pro stu-
denty, jejichZ programovaci znalosti kon¢i na drovni znalosti Matlabu,
zacalo se uvazovat o zpfistupnéni celého kédu vefejnosti. A pravé
z tohoto diivodu bylo nutné v kédu udélat zmény, které by udélaly

N NN

program nazornéjsi a uzivatelsky privétivéjsi.

6.1.1 Struktura programu

Struktura programu prosla béhem vyvoje programu podstatnymi
zmeénami. S vedoucim prace jsme se dohodli na nové struktufe fra-
meworku, kterd ma pomoci v lepsi orientaci v frameworku. Zménu
adresatrové struktury mizeme vidét na obrazku 6.1.

Obrazek 6.1a pfedstavuje ptivodni adresarovou, kdy byl kéd fra-
meworku rozdélen do péti hlavnich sloZek - conf, doc, externs, in-
put_mesh a scripts. SloZka confs obsahovala konfigura¢ni soubory

1. SOFA (Simulation open framework architecture) je open-oure framework zaby-
vajici se medicinskymi simulacemi v redlném case. Vice informaci a Sofé najdete na
jejich webovych strankach https:/ /www.sofa-framework.org.
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B = confs
#) cubesssconf.m
) cylinder152Conf.m
#) tetralconf.m
#) visualconf.m
B [ doc
2 InverseFEMMath
153 LinearElasticity

B [ compare-febio
=1 doc
=1 external
Bl = framework
[ assembleFEm
B 3 enumcClasses
) Lagrangian.m

I3 ReadMe ) material.m
) ReferencestatePres2011.pdf ) solutionMethod.m
B [ externs 1= helper
15 Tetraguad 5 initialize

B 1 input_mesh
£ cubesss 5 solvers
15 eylinder152 5 solversDev
B ) scripts 5 visual
) applyBC.m #) runFESimulation.m
#) assemble_aA_total.m (5 simulations
#) assemble_aA_updated.m 15 brain
#) assemble_FK_total.m Bl & cubes55
#) assemble_FK_updated.m I3 geometry
#) assemble_FKA_total.m ) cubesssconfig.m
#) assemble_FKA_updated.m I eylinder1s2

5 inputOutput

m

(a) pred restrukturalizaci (b) po restrukturalizaci

Obréazek 6.1: Struktura frameworku

s udaji o nastaveni simulace, v doc se ukryvala dokumentace, v ex-
terns je nachazely informace o prvcich, z nichZ jsou simulovana télesa
slozeny. Udaje o geometrii simulovanych t&les byly uloZeny v sloZce in-
put_mesh a vSechna vypocetni logika frameworku byla k nahlédnuti
ve sloZce scripts.

Na obrazku 6.1b vidime novou strukturu frameworku sloZzenou s
péti sloZek - compare-febio, doc, external, framework a simulations.
Jedind slozka, které ziistala nezménéna je slozka doc s dokumentaci.
SloZka externs byla pfejmenovédna na external, kterd 1épe vystihuje
obsah slozky. Konfigura¢ni soubory s nastavenim simulaci jsou nové
umistény v sloZce simulation, kde jsou rozdéleny do sloZek podle
téles, které jsou objektem deformace, tato slozka noveé také obsahuje ge-
ometrii daného télesa, kterd byla dfive umisténa ve sloZce input_mesh.
Nové slozka compare-febio obsahuje skripty a vysledky porovnani
prostiedi MatlabFEM a simula¢niho programu FeBIO, které najdete
ve kapitole 6.3. Vypocetni jadro frameworku je umisténa ve slozce
framework a jednotlivé funkce jsou rozdéleny do sloZek podle tcelu,
ke kterému jsou poZivany. Vyznam funkci v jednotlivych slozkach
najdeme v tabulce 6.1.
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Slozka Obsah slozky

assembleFEM  funkce slouZici k sestaveni soustavy rovnic

enumClasses  tfidy typu enumerated pro zaddvani metod vypoctu

helper pomocné funkce jako napf. kontrolni funkce

initialize inicia¢ni funkce slouZici k nastaveni konfigurace,
FEMU, vypocetniho modelu atd. pred spusténi vy-
poctu

inputOutput  funkce slouZzici pro export a import dat

solvers fesici funkce

solversDev experimentalni feSice ve fazi vyvoje

visual vizualiza¢ni funkce

Tabulka 6.1: Rozdéleni funkci do jednotlivych slozek

6.1.2 Konfigura¢ni soubory

Konfigura¢ni soubor, jeden z nejdtleZitéjsich skripth, v sobé ukryva
nastaveni celé simulace a zarover spousti vypocet celé simulace. Co
vSechno musi konfigura¢ni soubor obsahovat najde uZivatel v doku-
mentaci programu, ktera je soucasti pfiloh B.

Soubor je rozdélen do ¢tyf hlavnich ¢asti - zahlavi, parametry si-
mulace, vizualiza¢ni parametry a zapati. V zdhlavi konfigura¢niho
souboru se nachdzi nastaveni domovského adresare pro vypocet si-
mulace a zajisténi viditelnosti vSech vypocetnich funkci programu. V
zapati najdeme kontrolu parametrt konfigurace a spusténi simulace.

V ¢asti konfigura¢niho souboru mezi zdhlavim a zdpatim se na-
chazi definice parametrti simulace a vizualiza¢ni parametry, jenz jsou
nutné pro zobrazeni simulace v Matlabu. Tato ¢ast prosla nejvétsimi
zmeénami, skupina parametri udavajici nastaveni metody vypoctu,
typu lagrangianu ¢i vlastnosti materidlu byla pfevedena z fetézce na
vyctovy typ (enumerated), a to tak, Ze byly vytvofeny nové ttidy vycto-
vého typu SolutionMethod, Material a Lagrangian. ProtoZze Matlab
umoZnuje vyctovym typtim definovat metody, najdeme u kazdého
vyctového typu metodu toString(obj), kterd pfevede vyctovy typ na fe-
tézec. Tato metoda se vyuZiva pii tvorbé souboru s vysledky simulaci,
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jehoZ jméno naznacuje typ pouzité metody, Lagrangianu, materidlu a

pfi¢inu deformace.

classdef SolutionMethod < uint32
enumeration
INR (1),
IDNR (2),
end
methods
function str = toString(obj)
switch obj
case 1
str = '"INR';
case 2
str = '"IDNR';
end
end
end
end

Obrazek 6.2: Pfiklad definice vyc¢tového typu Matlab.

Na obrazku 6.2 najdete kéd vyctového typu SolutionMethod,
ktery oznacuje, jakda metoda vypoctu byla zvolena. Zatim tento typ
obsahuje pouze dvé metody a to Newtonovu-Raphsonovu metodu
(pouzivajici analytické derivace) a diskrétni Newton-Raphsonovu me-
todu (vyuzivajici diskrétni aproximace derivaci). Vidime zde i definici
metody toString(obj).

Vy¢tova typ Lagrangian je definovén stejné jako SolutionMethod.
Trida Material se lisi pouze v tom, Ze obsahuje vice funkci, protoze u
materidlu mizou existovat rtizné varianty daného materidlu jako napt.
stlacitelnd, nestlacitelnd varianta. Z tohoto d@ivodu obsahuje tfida
tunkce isIncompressible(obj) ¢i isNearlyIncompressible(obj), které vraceji
true nebo false podle varianty materialu.

6.1.3 Kontrola a vyhazovani vyjimek

Kazdy programator by mél oc¢ekdvat nepozornost ¢i zlomyslnost uZi-
vatele a tak by kazdy program mél kontrolovat spravnost vloZzenych
parametri minimélné pfed spusténim samotného programu. Z tohoto
dtivodu MatlabFEM obsahuje skript checkConfig.m ve sloZce initialize.
Tento skript je spoustén v zahlavi kazdého konfigura¢niho souboru a
jedna se o skript ke kontrole nastaveni vSech parametri simulace v
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ramci dané konfigurace. Skript hlid4 pfitomnost vSech povinnych pa-
rametrd, kontroluje typografickou spravnost parametrti a také vhodné
doplruje konfigura¢ni soubor o potfebné parametry. Vice o parame-
trech a dostupnych kombinacich v dokumentaci programu. Na na-
sledujicich ¢astech k6du budou demonstrovény tfi typy kontroly v
uvedeném skriptu.

if (~isfield(params, 'materialType'))
error('FATAL ERROR: in configuration file is not definited type of material of
model like parameter params.typeMaterial');
end

Obrézek 6.3: Kontrola pfitomnosti parametru.

Na obrédzku 6.3 mtizeme vidét klasickou kontrolu povinného para-
metru material Type, ktery musi byt definovan, jelikoZ urc¢uje materiél
télesa. Jedna se o kontrolu jestli je v konfigura¢nim souboru tento
parametr existuje, nejedna se o kontrolu spravného nastaveni.

switch(params.solutionMethod)
case SolutionMethod.INR
case SolutionMethod.IDNR
if(~isfield(params, 'perturbation'))
error('FATAL ERROR: you need parameter perturbation for discrete NR
method like params.perturbation.');
end
otherwise
error('FATAL ERROR: Wrong definition of solution method in configuration
file, it have to be type SolutionMethod.NR,..."');
end

Obrazek 6.4: Kontrola typografické spravnosti parametru.

Obrazek 6.4 ukazuje kontrolu spravného nastaveni parametru. Jak
uz vime z pfedchozi kapitoly solutionMethod musi byt nastavena jako
vyctovy typ. Pokud tomu tak neni pokracuje béh programu na fadek
101 a 102 a je vyhozena chyba. V tomto k6du mtizeme vidét i kontrolu
vzajemné zavislosti jednotlivych parametrii a to na ¥adcich 97 - 100.
Pokud je totiz metoda nastavena na diskrétni Newtonovu metodu
jenz aproximuje derivace pomoci perturbaci musi se v konfigura¢nim
souboru objevit nastaveni hodnoty perturbace.
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params.doGravity=0;
params.doMassLumping=—1;
if(isfield(params, 'gravity'))
if(length(params.gravity) ~= 3)
error('FATAL ERROR: Wrong definition of params.gravity. It has to be a 3D
vector, typically [0 0 —9.81].');
end

if (isfield(params, 'totalMass'))
params.doMassLumping = 1;
params.density = 0;

end

if (isfield(params, 'density') && params.density > 0)
params.doMassLumping = 0;

end

if params.doMassLumping == —1
error('FATAL ERROR: gravity requires either totalMass (lumped version) or

density (non—Llumped version)');
end
params.doGravity=1;
end

Obrézek 6.5: Vhodné doplnéni parametrti.

Posledni ukdzkou kédu v obrdzku 6.5 vidime vhodné nastaveni
parametri konfiguraéniho souboru. Pokud nebude nastaven para-
metr gravitace pfidaji se do konfigura¢niho souboru nové parametry
doGravity a doMassLumping s ptislusnymi hodnotami.

Vétsinu kontrolnich operaci provadi program jesté pfed spusténim
feSicich metod, a to praveé zminovanou funkci checkConfig.m. Béhem
vypoctu vypocetni logiky programu jsou pak provadény kontroly z
matematického hlediska jako Spatnd podminénost matice pruznosti,
prilis deformované elementy ¢i pfi uvazovéni kontakti stav, kdy téleso
projde prekaZzkou. I tyto situace jsou oSetteny a zptisobi tak ukonceni
programu chybou s vhodnou chybovou hlaskou. Jak mtize vypadat
pad programu popf. varovani programu ukazuje nésledujici obrazek.

Error using checkConfig (line 256) . —-7r;$(#
Error: no motion sources defined, nothing to compute. In setupMod

In setupModel (1
Error in cyl152config (line 197) In :unEéSz;ulati
params = checkConfig(params]; E* cyl152config (L
(a) error (b) warning

Obrézek 6.6: Chybové ukonceni programu a varovani
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Na obréazku 6.6a je ukdzky chybové hlasky programu, kde se mii-
Zeme dozvédét, Ze program spadl ve funkci checkConfig.m, protoze
nebyl definovdn Zadny pohyb télesa. Na obrazku 6.6b najdeme ukazku
varovani programu, kde ndm program oznamuje, Ze ma problém se
¢tenim vrcholt z vtk souboru funkci readVTK. Toto varovani bylo
zapti¢inéno Spatnym definovanim poctu vrcholt télesa.

6.1.4 Vizualizaéni funkce

Jedna z velkych prednosti programu je moZnost vizualizace vysledkt
pfimo v matlabovském prostiedi, ale diky pouZzivani exportu vysledku
do vtk souboru i moZznost vizualizace simulace v jinych programech,
napt. Paraview 2.

Nyni se ale zaméfme na vizualiza¢ni funkce v prostfedi matlabu.
Po dopocitani vysledku simulace program uZzivateli sim nabidne pii-
kazy, které jsou nutné pro spusténi vizualizaci. K zobrazeni vysledki
simulace vyuZziva program dveé funkce: visual Deformation.m a visualLo-
ading.m. Obé funkce jsou umistény v adresafi framework/visual a pfi
vizualizaci pouZivani vizualiza¢ni parametry definované v konfigura-
¢nim souboru simulace.

Funkce visualDeformation umoZziiuje uzivateli zobrazit poc¢ate¢ni
konfiguraci té€lesa a kone¢nou. Jako vstup bere funkce fetézce s jmény
souborti, kde jsou uloZeny vysledné simulace. Ukdzky vystupti funkce
najdete v nésledujicich obrazcich.

Na obrazku 6.7a vidime vysledek pouziti funkce visual Deformation
s jednou simulaci. Jednd se o zobrazeni simulace ptisobeni gravitace
spolu s povrchovymi trakcemi (ptisobi pouze na ¢asti valce, které
jsou zvyraznény ¢ervenou barvou) na vélec s ndslednym kontaktem
valce a roviny. Simulace zachycuje pouze dva stavy — modry valec
predstavujici pocatecni konfiguraci a zeleny vélec konec¢nou.

Obréazek 6.7b zachycuje pouziti funkce s vice simulacemi, vhod-
nou k porovnani rozdilného chovani rtiznych materialt p¥i stejnych
deformacnich podminkach. Obrazek ukazuje deformaci vélce pomoci
gravitace pro rtizné parametry materialu. Pocatecni pozice, ktera je
pro vSechny stejnd, je zobrazena modrou barvou, ostatni barvy jsou
vysledky simulaci.

2. http://www.paraview.org/, vice o vtk souborech a vizualizaci pomoci paraview
v dokumentaci programu
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Obrazek 6.7: Ukazky pouZiti skriptu visualDeformation.m.

Druhou vizualizaéni funkci je visualLoading, kterd nezobrazuje
pouze pocétecni a kone¢nou konfiguraci, ale také pr@bézné konfi-
gurace vzniklé ¢aste¢nou aplikaci sil, tomuto pristupu se ¥ika kvasi
dynamika. Tato funkce umi vizualizovat pouze jednu simulaci.

Ve zdrojovych kédech metod mimo matlaboskych funkci najdeme
kontrolni funkci checkVisualParams.m, kterd, jak napovida nazev, kon-
troluje vizualiza¢ni parametry v p¥ipadé€, Ze n€jaky parametr chybi,
upozorni uzivatele varovnou hlaskou a parametr nastavi na vychozi
hodnotu.

UZite¢nou vlastnost, kterou mnoho vizualiza¢nich néstrojt za-
tim neumi a kterou jsme se rozhodli do funkci dodat v souvislosti
s modelovani kontaktti, je moZnost vizualizace poddajnosti télesa v
bodech. UZivatel si v konfigura¢nim souboru mtiZe nadefinovat, v kte-
rych bodech ho poddajnost zajima pomoci parametru complianceNodes,
kde jako vektor zada spravné body. A funkce mu vykresli k jednot-
livych bodtm télesa elipsoidy, které odpovidaji poddajnosti daného
bodu. Nepovinny parametr, ktery souvisi s touto funkci je parametr
scaleCompliance, kterym muzZe uZivatel nastavit méfitko zobrazované
poddajnosti.

Na obrazku 6.8 vidime pouZiti funkce visualDeformation s vizuali-
zaci poddajnosti. Cervené elipsoidy v jednotlivych bodech vymezuiji

velikost poddajnosti pro body télesa.
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Obrazek 6.8: Ukazka vizualizace poddajnosti

6.2 Pfidani novych funkci

Jednim z cilti prace bylo pfidani jednoduchych kontaktti mezi télesem
a pevnou pfekazkou a rovinou. Tohoto cile bylo dosaZeno vytvoreni
funkce loadingWithPlaneContact.m v sloZce framework/solvers. Ta na
zékladé matematickych definic kontakti uvedenych v kapitole 3.3
pocitd simulaci s uvazovani kontaktti. Dalsi funkce, jez byla pfidédna
do stejné slozky byla funkce adaptivelncrementalLoading.m, kterd je apli-
kaci pripustkové metody s adaptivnim krokem (popsana v kapitole
2.5.1). Posledni funkce, kterd byla pfidana byla zobrazovaci funkce
pro poddajnost zminénd jiz v pfedchozi kapitole.

6.2.1 Pfidani p¥ipustkové metody s adaptivni krokem vypoctu

Prvni metodou, kterd byla pfidana do frameworku byla pfipustkova
metoda s adaptivnim krokem, jejiZ pseudokéd najdeme v kapitole
2.5.1. K6d Matlabu je velmi podobny pseudokédu funkce. Malou kom-
plikaci pfi tvorbé funkce v Matlabu bylo rozhodnuti o nepouZzivani
vyjimek, které uz Matlab v novéjsich verzich nabizi. ProtoZe nas$im
cilem je udrZzet framework dostupny pro co nejvétsi spektrum verzi
Matlabu misto vyjimek, byl pouZit klasicky navratovy parametr boole-
ovského typu, ktery ukazoval, zda pfi vypoctu Newton-Raphsonovy

metody dochazi k chybé.
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6.2.2 Pfidani kontaktu

Pro realizaci kontaktti v prostfedi MatlabFEM bylo nutné do kon-
tigura¢niho souboru pfidat novy parametr params.Plane, v némz je
umoznéno uZzivateli definovat rovinu . Z moZznych definic roviny, které
udava matematiky, byla vybrana definice vychézejici z obecné roviny
roviny. UZivatel plane nastavi jako vektor skalarti udédvajici parametry
obecné rovnice roviny.

params.plane = [0 O s ——
1 0.05];

params.visuPlane =
'red'; e

Qbrazek 6.9: Zadani parametriiro- - 3,476k 6.10; Zobrazent roviny
viny

V ukézce kédu 6.9 vidime zaddni parametri roviny v konfigurac-
nim souboru. Prvni fddek ukazuje pfimou definice roviny a faddek
¢islo 2 nastaveni vizualiza¢nich parametrti. Obrazek 6.10 obsahuje
vykresleni zadané roviny.

Matematicky vypocet simulace s uvaZovanim roviny je feSen po-
moci funkce loadingWithPlaneContact Adapt.m, kterd je voldna progra-
mem, pokud se v konfigura¢nim souboru objevi parametr roviny.
Jedna se o kombinaci pfipustkové metody s adaptivnim krokem vy-
poctu a algoritmu pro feSeni kontaktti zaloZenym na LCP (vice v ka-
pitole 3.3). Pro funkénost algoritmu byla také implementovana Gauss-
Seidelova metoda s projekci, kterou najdeme ve sloZce framework/-
solvers jako funkci projectiveGaussSeidel.m.

6.2.3 Pfidani zobrazeni poddajnosti

Poddajnost télesa, jak si mtizeme piecist v kapitole 3.1.2, je vlastnost
télesa tizce souvisejici s tuhosti a kontakty téles. Vizualizace pod-
dajnosti byla zminéna jiz v kapitole 6.1.4. Podminkou funkénosti je
existence parametru complianceNodes v konfigura¢nim souboru (vo-
litelnym parametrem je scaleCompliance, ktery umoZznuje upravovat
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YN 2

méfitko zobrazenych elipsoidil), kterd zajisti spusténi exportu poddaj-
nosti pro zvolené body do souboru diky funkci exportCompliance.m v
slozce framework/inputOutput.

function configuration = exportCompliance(configuration, invA,incrementalRatio)
for i = configuration.complianceNodes
[U, E] = eigs(invA(3*1—2:3%1,3%i—2:3%i))
compliance(3*i—2:3%i,:) = [U, El;
end

if incrementalRatio ==
save('complianceFinal.mat', 'compliance');
end
save(sprintf('compliance%02d.mat',configuration.llindex), 'compliance');
end

Obrézek 6.11: Koéd funkce exportCompliance.m

Obrazek 6.11 ukazuje zdrojovy kéd funkce exportCompliance, ktera
jako vstupni parametry potiebuje strukturu configuration, kde je ulo-
Zeno, pro jaké body se ma poddajnost exportovat, inverzni matici
matice tuhosti a incrementalRatio, které je ukazatelem exportu ko-
nec¢né hodnoty poddajnosti. Z kédu funkce vidime, Ze nejprve dochdzi
k exportu vlastnich ¢isel a vektorti ¢asti inverzni matice tuhosti odpovi-
dajicim vybranym bodtim, poté jsou vlastni vektory a ¢isla uloZeny do
matice (k6d na ¥addcich 2 - 5). Takto vytvofend matice je uloZena jako
matlabovsky soubor complianceXX.mat, kde XX je nahrazeno ¢iselnou
hodnotou indexu vypoctu a slovem final pokud se jedné o kone¢nou
konfiguraci (fadky 7 - 10).

Samotna vizualizace pomoci elipsoidti, kterou mtiZeme vidét na
obrazku 6.8 je provddéna uvnitt vizualiza¢nich funkci nactenim sou-
boru complianceXX.mat a volanim funkce visualizeEllipsoids.m.

Z koédu funkce visualizeEllipsoid.m 6.12 je vidét, Ze vykreslovani
probiha po jednotlivych bodech tak, Ze je nejprve vytvoten jednotkovy
elipsoid, ktery je ndsledné pomoci vlastnich vektorti a vlastniho ¢isla
prislusného bodu transformovéan, aby vyjadfoval hodnotu poddajnosti
(fadky 2 - 8). Nasledné€ jsou hodnoty pfeskalovany pomoci meétitka
scale a vykresleny matlabovskou funkci patch (fadky 9 - 10).
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function visualizeEllipsoid(node, eigValue, eigVectors, scale)
[x, y, z] = ellipsoid(0,0,0,1, 1, 1);
for 1 = 1:size(x,1)xsize(x,2)
eigVectorsxeigValuex[x (i), y(i), z(i)]';
vysl(1);
vysl(2);
vysl(3);

end

fvc = surf2patch(scalexx + node(l),scalexy + node(2),scalexz + node(3));

patch('Faces', fvc.faces, 'Vertices', fvc.vertices, 'FaceColor', [1, 0, 0]);
end

Obrazek 6.12: Kéd funkce visualizeEllipsoid.m

6.3 Porovnani simula¢nich programt MatlabFEM a
FeBIO

V této kapitole se zaméfime na validaci simula¢niho prosttedi Matlab-
FEM. Pro tcely validace jsme pouZili simula¢ni prostiedi FeBIO. Jedna
se o pokrocily software implementujici metodu kone¢nych prvki na
Siroké spektrum elastickych materiélii. Software méa Sirokou komunitu
uZivatel@ v oblasti biomechaniky a biofyziky 3. Tento software byl
jako valida¢ni vybran z nékolika d@ivodi: jedna se o ustdleny a dobte
zdokumentovany open-source kéd, ktery byl v minulosti verifikovan
vzhledem ke standardiim pouZivanym v oblasti modelovani defor-
maci a strukturdlni analyzy [20]. Navic umoZiiuje préci se soubory
VTK, které pouzivame pro zadavani geometrii v prostiedi Matlab-
FEM.

6.3.1 Srovndani deformaci a materialu

Nejprve si musime ujasnit, které deformace a materidly maji oba soft-
wary spolecné. Ty pak mtiZeme pouZzit pfi srovnavani. Z dokumentace
programu B, Matlab FEM Mathematic Backround (soucésti dokumen-
tace v doc/linearElasticity/) a Febio 2.4 Theory Manual, jeZ je do-
stupny na http://febio.org/febio/febio-documentation, vidime,
Ze oba programy pouZivaji ndsledujici deformace a materialy.

V tabulce 6.2 vidime, Ze oba softwary obsahuji definice St. Venant -
Kirchhoffova materiadlu, Mooney-Rivlinova materidlu s logaritmickou

3. http://febio.org
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POROVNANI MatlabFEM Febio
MATERIAL

St. Venant - Kirchhoff SV Isotropic Elastic
Mooney-Rivlin MRNILOG Mooney Rivlin
DEFORMACE

gravitace gravity with density Body Loads

sily aplikované v bodech ~ directionalNodalForc Nodal Force

tazné sily directionalTractions Faces Traction

Tabulka 6.2: Porovnani materidlti a deformaci

funkci a téleso mtizou deformovat pomoci gravitace, sil aplikovanych
v bodech a tazné sily (trakce).

SloZzka compare-febio obsahuje konfigura¢ni soubory obou pro-
gramf, pouzitych pfi porovnani. K porovnani byly pouZity dvé sité
(cubeb55 a cylinder152), které jsou také pouzity jako ptiklady simu-
laci v prostfedi MatlabFEM. Ve sloZce Matlab najdeme konfigurac¢ni
soubory pro vSechny simulace a slozky s vysledky simulaci. Ty stejné
soubory a slozky najdeme ve sloZce febio.

6.3.2 Metody porovnani

Pfi porovnani obou softwart bylo vyuZito exportu vysledki do VTK
souborti. Ty pak byly porovnavany pomoci vytvofené matlabovské
funkce compareFebioMatlabVTK.m, kterou najdete v sloZce compare-
defio, kterd se zaméfuje na porovnani geometrie a fyziky.

Porovnani geometrie

Porovnéni geometrie bylo provedeno na zédkladé euklidovské vzdale-
nosti kazdého bodu télesa. Euklidovska vzdalenost 2 bodti je defino-
véana jako:

de(A,B) = /(o — 1)+ (o — yo)* + (za —2)?  (61)
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kde A = [X4,Ya, 2a], B = [xp, Y3, 2] jsoubody a d. (A, B) je euklidovska
vzdalenost téchto bodt.

Tato vzdalenost by v idedInim piipadé€ méla byt pro vSechny body
0. ProtoZe pocitac a softwary maji pouze kone¢nou piesnost, tak se
zde mtZe objevit mala chyba zptisobena zaokrouhlovanim. Pokud
spocitdme euklidovskou vzdélenost vSech shodujicich se bodt, mii-
Zeme pii porovndni pouZzit statistiky jako napf. maximum, minimum,
prameér nebo medidn, abychom potvrdili nebo vyvratili podobnost
obou konfiguraci.

Porovndni fyziky

Pti porovnani fyziky vyuZijeme kritérium s ndzvem von Misesovo
napéti (von Mises stress) definovany pro kazdy element. Toto napéti je
pocitdno z Cauchyho tensoru mechanického napéti a vysledkem kri-
téria je pfevod tensoru napéti na skalarni veli¢inu podle nasledujictho
vzorce: [21]

Ovms =

1
\/5 (711 — 022)% + (022 — 033)% + (033 — 011)% + 6(0%, + 05, 4+ 03,) |
6.2)

kde oyys je von Misesovo napéti a oy, vyjadiuji slozky Cauchyho
tensoru mechanického napéti na pozici x, y.

Protoze von Misesovo napéti je skalar, mtZeme ho jednoduse po-
rovndvat a v kazdém bodu si vyjadtit rozdil mezi hodnotami pro
jednotlivad prostfedi (vyjaddfenou v procentech viici von Misesovu
napéti spocitanému prostiedim FeBIO):

d _ |Toms(F) — Opms (M)
muvus (Tvms(F)

6.3)

kde gyms(F), opms (M) jsou hodnoty von Mises stresu pro bod F, M,
kde F a M jsou odpovidajici si body z geometrie F pro FeBIO a M jako
MatlabFEM.

V idedlnim pfipadé by méla hodnota d,,,s v8ech bodti byt 0, ale
protoZe pocitac a softwary maji pouze kone¢nou presnost, tak se zde
mtiZe objevit mala chyba zptisobena zaokrouhlovdnim stejné jako v
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pfipadé geometrie. I pfi tomto kritériu mtZzeme vyuZzit statistickych
funkci nabizenych Matlabem, abychom ovéfili podobnost obou konfi-
guraci.

6.3.3 Vysledky porovnani

Porovnani bylo provedeno na zdkladé deformaci provadénych nad
dvéma télesy: cubeb55 a cylinder152; ¢isla v nazvu geometrie urcuji
pocet elementti v dané geometrii. P¥i simulacich byly pouZity parame-
try definované v kapitole 6.3.1, vysledky porovnavacich metod pro
obé télesa obsahuje nasledujici text.

Cube555

Porovnéni bylo provadéno s parametry, jejichZ hodnoty ukazuje ta-
bulka 6.3.

NASTAVENTI hodnoty parametra

MATERIAL

St. Venant - Kirchhoff ~ youngsModulus= 30000;  poisson-
sRatio=0.34

DEFORMACE

gravitace [0 -9.81 0]; density = 1000

sily aplikované v bodech  [0.1 0.1 O]

tazné sily [5000 2000 2000]; tractionFaces-febio.csv

Tabulka 6.3: Nastaveni parametrti pro Cube555

Vysledky porovnani jsou zobrazeny v tabulce 6.4. Z této tabulky
vidime, Ze rozdily v geometrii jsou u poloviny bod nulové a u druhé
poloviny bod# ¥f4dové mezi 10~ a 1077, coZ je zanedbatelna zao-
krouhlovaci chyba. Pfi pohledu na porovnani fyziky jsou rozdily mezi
jednotlivymi hodnotami taky zanedbatelné. Pohybuji se fadové mezi
10~* — 107°% z hodnoty von Misesova napéti spo¢itané pomoci pro-
gramu FeBIO, opét zanedbatelna zaokrouhlovaci chyba.

69



6. SIMULACNT PROSTREDI MATLABFEM

POROVNANI medidn praumér maximum
GEOMETRIE

Gravitace 0 2.362¢7° le=”

Sily aplikované v bodech 0 1.484¢°8 le™®

Tazné sily 0 2.573¢ 7 1.414¢~7
FYZIKA

Gravitace 5.414e7°%  7.751e7 %%  4.760e"*%
Sily aplikované v bodech 8.763¢>%  1.129¢ %%  4.440e %%
Tazné sily 5.742¢°%  7.544¢7°%  2.838¢ %%

Tabulka 6.4: Porovnani vysledkd pro Cube555

Cylinder152

Porovnani bylo provadéno s parametry, jejichz hodnoty ukazuje ta-
bulka 6.5.

NASTAVENTI hodnoty parametri

MATERIAL

St. Venant - Kirchhoff ~ youngsModulus= 27000; poisson-
sRatio=0.28

DEFORMACE

gravitace [0-9.81 0]; density = 789

sily aplikované v bodech  [0.02 0 0.03]

tazné sily [100 50 10]; tractionFaces-febio.csv

Tabulka 6.5: Nastaveni parametrti pro Cylinder152

Vysledky porovnani jsou zobrazeny v tabulce 6.6. Z této tabulky
vidime, Ze rozdily v geometrii jsou opét u poloviny bodti 0 a druhé
poloviny bodt fadové miiZzeme tento rozdil oznacit jako zanedbatel-
nou zaokrouhlovaci chybu. I pfi porovnéni fyziky obou konfiguraci
muZeme rozdily, které mezi nimi vznikly oznacit za zaokrouhlovaci

chybu.
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POROVNANI medidn praumér maximum
GEOMETRIE

Gravitace 0 2.161e678 le=”

Sily aplikované v bodech 0 9.771¢~? le””

Tazné sily 0 5.471e~° le”
FYZIKA

Gravitace 1.418¢7 4%  2.093e %%  1.058¢ 3%
Sily aplikované v bodech 1.273¢ %%  1.498¢ %%  7.165¢ %%
Tazné sily 6.392e %%  2.024e %%  6.490e 3%

Tabulka 6.6: Porovnani vysledkt pro Cylinder152

Zavérem muZeme konstatovat, Ze z hlediska geometrie i fyziky v
tomto pfipadé pocitaji oba softwary stejn€, coz potvrzuje spravnost
simula¢niho kédu prosttedi MatlabFEM.
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7 Zavér

Pfi tvorbé diplomové prace jsem se blize sezndamila s metodami mate-
matického modelovani deformaci téles. Pochopila jsem matematické
zéklady téchto modelti a bliZe jsem se sezndmila s modely, které se
pouzivaji pro modelovéani hyperelastickych materidlt. Pochopila jsem
zakladni algoritmy modelovéani kontaktti mezi deformovatelnym téle-
sem a rigidni pfekazkou a zdkladni algoritmus kompenzace sil, ktery
predstavuje pokrocilou techniku k rekonstrukci klidového stavu télesa
ze znalosti puisobicich sil. Sezndmila jsem se s existujicim simula¢nim
prostiedim MatlabFEM, ktery umoZriuje simulace deformaci hypere-
lastickych téles.

Béhem tvorby diplomové prace se povedlo modularizovat simu-
laéni prostfedi MatlabFEMu a doplnit cely framework tak, Ze jeho
pouzivani pro uzivatele je jednodussi a pfehlednéjsi. Jako soucast
préce byla vytvofena rozsahla dokumentace v angli¢ting, ktera po-
pisuje funkce a prostfedi celého programu. V dokumentaci je navic
popséna vizualizace vysledkt1 simulaci v Paraview, kterd je mozna
diky exportu vysledkii simulaci VIK souborti.

V programu byly opraveny a vylepSeny moZznosti zobrazeni vy-
sledkti simulaci pomoci vizualiza¢nich funkci. Do téchto funkci byla
pfiddna moZnost zobrazeni poddajnosti pro vybrané body télesa.

Byla doprogramovana pfirtistkovd metoda feSeni nelinedrnich rov-
nic s adaptivnim krokem. Na jejiz zadkladé a s pomoci Gauss-Seidelovy
metody byla pfidana novd metoda pro modelovani kontakt(i defor-
movatelného télesa v pevnou (nedeformovatelnou) rovinou.

V ramci prace bylo také prozkouméana moZnost pfidani kontaktti
do jiz existujici metody kompenzace sil. ObtiZnost implementace kon-
takti do této metody je definovana obtiznosti odhadu kontaktnich
sil mezi ptekdZkou a deformovanym télesem. V préci byly nastinény
dva mozné pfistupy k tomuto odhadu. Oba pfistupy nabizi moznost
dalsiho zkoumani.

Jako ¢ast prace bylo provedeno srovnani MatlabFEMu s progra-
mem FeBIO, ktery je respektovanym simula¢nim kédem v oblasti
modelovani nelinedrnich deformaci. Ukézalo se, Ze pro stejné sité a
vstupné fyzikalni parametry oba programy dédvaji numericky ekviva-
lentni vysledky.
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7. ZAVER

Jako dalsi smér rozvoje této prace by mohlo byt doplnéni Matlab-
FEMu o jiné techniky pouZivané p¥i modelovani deformaci téles, popt.
rozsifeni spektra pouZivanych materidld. Dal$i moZnosti rozsifeni by
bylo ptidani technik umoZnujici modelovéani kontaktti mezi dvéma de-
formovatelnymi télesy nebo hlubsiho zkoumani odhadu kontaktnich

sil v kombinaci s algoritmem kompenzace sil.
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A Definice vybranych materialt

V této Casti se zaméfime na definici asi nejzndméjsich a nejpouziva-

néjSich materidld. A to materidlt St. Venant - Kirchhoff a Mooney -
Rivlin.

A.1 St. Venant - Kirchhofftiv material

Je nejjednodussi hyperelasticky material. Existuji dvé verze tohoto
materidlu - stlaciteIny a nestlacitelny. Tento materidl ma mechanické
napéti definované jako 2. Piola—Kirchhoffiv tensor mechanického
napéti a deformaci jako Lagrangian-Greenovu deformaci. Jeho hustota
energie je definovana takto:

Stladitelna varianta materialu:

W(E) = %[tr(E)F + utr(E?) (A1)

Nestlacitelnd varianta materidlu:
W(E) = utr(E?) (A.2)

kde A, u jsou Lamého koeficienty, E je Lagrangian-Greentiv tensor
deformace.
Konstitu¢ni rovnice pro St. Venant - Kirchhofftiv material vypada
takto:
S = AMr(E)1 + 2uE (A.3)

kde A, u jsou Lamého koeficienty, E je Lagrangian-Greentiv tensor
deformace, S je 2. Piola—Kirchhofftiv tensor mechanického napéti a 1
je jednotkova matice.

A.2 Mooney-Rivlintv material

Druhy nejvice pouZivany materil je materidl Mooney - Rivlin. Opét
se jednd o hyperelasticky material a existuje mnoho verzi.

Stlacitelny Mooney - Rivlin materidl
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Zakladni typ materidlu a jeho hustota energie je definovana takto:

W = Cy(I; —3) + C(Ir — 3) (A4)
I =]2BI; 0 = A+ A%+ A3 (A.5)
I = J74830; 1 = A3A3 + A2A2 + A3A2 (A.6)
] = det(F) = A3A3A3 (A7)

kde C; a C; jsou materidlové konstanty, I; a I jsou prvni a druhy
invariant Cauchy - Greenova deformacniho tensoru a F je deforma¢ni
gradient.

Konstitu¢ni rovnici pro né€j mtizeme definovat jako:

1 - 1
[21)1( J—1)— %(clfl +2C D) |1 (A8)

kde ¢ je Cauchyho mechanické napéti | je determinant deformac-
niho gradientu, C; a C; jsou materidlové konstanty, I; a I; jsou prvni
a druhy invariant Cauchy - Greenova deformacniho tensoru, B je levy
Cauchy-Green deformacni tensor a 1 je jednotkova matice.

Nestlacitelny Mooney-Rivlin
Pro nestlacitelny Mooney-Rivlin materidl plati, ze | J |= 1 takze
pfedchozi hustota energie mtizeme definovat jako:

W=Ci(A2+ A3+ A3 -3) +Ca(A2A5 + A3A3+ 2202 -3)  (A9)

Konstitué¢ni rovnice pak vypada takto:
- 2 - -
0=2(C+1C) —2C,B-B— 3 (G111 +2C 1) 1 (A.10)

kde ¢ je Cauchy mechanické napéti C; a C; jsou materidlové konstanty,
I; a I jsou prvni a druhy invariant Cauchy - Greenova deformaéniho
tensoru a jsou definovany stejné jako v A.5 a A.6, B je levy Cauchy-
Green deformacni tensor a 1 je jednotkova matice.

sV 2

Mooney-Rivlin bliZici se nestlacitelnosti

Existuje vice zptisobti jak tento druh materidlu definovat a to v
zavislosti na tom jaky typ funkce je v definici pouzit. A tak muze byt
funkce hustoty energie definovana jako:
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¢ linearni funkce
W = Ci(I; —3) + Co(I — 3) + K(] — 1) (A.11)

¢ logaritmickd funkce
_ _ 1
W = Ci(I; —3) + Co(To — 3) + SK (log()))? (A.12)

kde C; a C; jsou materidlové konstanty, I; a I jsou prvni a druhy
invariant Cauchy - Greenova deformac¢niho tensoru a jsou definovany
stejné jako v A.5 a A.6, K je bulk modulus, | je determinant deformac-
niho gradient a 1 je jednotkova matice.

Konstituéni rovnice pak miizeme napsat takto:

¢ linedrni funkce

211 1
0= = i []2/3 (Cl +11C2)B ]4/3C232] +

{21<(] —1) - 35] (G + 2C272)] 1 (A.13)
¢ logaritmickd funkce

211 »

g = — ] |:]2/3(C1+11C2)B ]4/3C2B :|

log(])

2K——+~ T T3 (C I +2G1) |1 (A14)

kde o je Cauchy mechanické napéti, C; a C; jsou materidlové konstanty,

I; a I jsou prvni a druhy invariant Cauchy - Greenova deformaéniho

tensoru a jsou definovany stejné jako v A.5 a A.6, K je bulk modu-

lus, B je levy Cauchy-Green deformacni tensor a | je determinant
deformacniho gradient.
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B Dokumentace a zdrojovy kéd MatlabFEMu

Soucasti préce je elektronickd pfiloha, kterou lze najit v pfilozeném
ZIP archivu priloha.zip. Soucasti archivu je sloZka se zdrojovymi
kédy simulaéniho prostiedi MatlabFEM ! s vytvofenou dokumentaci
UserManual.pdf ve sloZce doc

1. Soucasti vystaveného kédu neni pokrocila metoda kompenzace sil.
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