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Anotace

Prdace se zabyvd uplnou axiomatizaci atributovych implikact, které popisuji
zavislosti mezi atributy objektu, které se meéni v po sobé jdoucich casovych
okamzicich. Tyto atributové implikace jsou pravidla ve tvaru kdyz-pak vyjadiujici
pritomnost atributu objektu relativné v case. Jejich vijznam je urcen na zdkladeé
vyskytu nebo absence atributu objektu v po sobé jdoucich casovych okamZzicich.
Prezentovand aziomatizace je rozsirenim klasické Armstrongovy uplné axiomati-
zace atributovych implikaci o casové okamziky. Klasicky pripad je pak specidlni
pripad tohoto rozsirent, kdy se wvazuje pouze jeden casovy okamZik.



Chtél bych podékovat doc. RNDr. Vilému Vychodilovi, Ph.D. za trpélivost a cas,
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1. Uvod

V préaci je popsan uplny axiomaticky systém pravidel ve tvaru kdyz-pak,
které vyjadiuji vztahy mezi atributy objektu, které se méni v po sobé jdoucich
casovych okamzicich. Tato pravidla tzce souvisi s atributovymi implikacemi,
kterymi se zabyva formalni konceptudlni analyza [7], ale obsahuji prvek, kterym
jsou schopny vyjadrit vyskyt nebo absenci objektovych atributu relativné v case.
Navic z pohledu toho, Ze objekty muzou ménit své atributy v prubéhu ¢asu, jsou
tato pravidla v prubéhu casu zachovana. Prace vymezuje tyto zavislosti, jejich
vyznam a ukazuje axiomatizaci sémantického vyplyvani, ktera vychazi z Arm-
strongovy axiomatizace [2].

Hlavni zamér byl predpovidat vyvoj systému v ¢ase na zdakladé historickych
dat. Jednotlivé stavy systému jsou zaznamenavany v diskrétnich okamzicich a
jsou popsdny atributy. Predpovéd je pak na zékladé pravidel ve tvaru kdyz-
pak, které se relativné odkazuji na atributy v jinych stavech a tato pravidla jsou
zachovéna pro kazdy absolutni ¢as. Nakonec se ukazalo, Ze se na tento problém
lze divat jako na atributové implikace z formalni konceptudlni analyzy (FCA),
kde se vhodné ptida prvek casu.

Piipomenme si tedy nejprve atributové implikace a nékteré pojmy z FCA. Vs-
tupem FCA je bindrni relace I C X xY mezi objekty X a atributy Y, které se ika
forméalni kontext. Ta se ¢asto zobrazuje ve formé tabulky, kde fadky odpovidaji
objektum, sloupce atributum a kiizek/prazdné misto v tabulce znaéi, jestli ob-
jekt ma/nema dany atribut. Hlavni vystup FCA je mnozina dvojic shluku ve
vstupnich datech, kterym se fika formalni koncepty v I. Formalni koncept je
dvojce (A, B), kde pro A C X (nazyvanou extent) a B C Y (nazyvanou intent)
plati, ze B je mnozina atributi, které maji vSechny objekty z A a obracené A
je mnozina objektu, které maji vsechny atributy z B. V tabulce pitislusici I jsou
formélni koncepty nejvetsi obdélniky skladajici se z kiizku. Hlavni véta FCA [7]
k4, ze pokud vSechny formalni koncepty I uspoirddame podle mnozinové inkluze
na extentech, pak dostaneme strukturu nazyvanou konceptualni svaz, ktery je
uplnym svazem. Navic jeji druhd ¢ést 1ika, ze k libovolnému tdplnému svazu exis-
tuje formalni kontext tak, ze dany svaz je jeho konceptualnim svazem. Atributova
implikace nad atributy z Y daného formalniho kontextu je pak vyraz ve tvaru
A= B, kde A, B CY a vyjadiuje zavislost: ,,Pokud mé objekt vSechny atributy
z A, pak ma i vSechny atributy z B“. Proto v uzsim slova smyslu bychom se mohli
na A = B divat jako na vyrokovou formuli ve tvaru implikace mezi konjunkcemi
atributu z Y (které jsou brény jako vyrokové proménné). Pro A,B,M C Y
fekneme, ze A = B je pravdiva v M pokud plati, ze kdyz A C M, paki B C M
a tento fakt znacime M F A = B. Pokud pak uvazujeme, ze M, je mnozina
vSech atributu, které mé objekt = v I, tedy M, = {y € Y |(x,y) € I}, pak
M, E A = B je skutecné formalizace vyznamu A = B je pravdiva pro atributy
objektu x, tedy pokud mé x vSechny atributy z A, pak x ma i vSechny atributy



z B. Jako priklad vstupu muze byt bindrni relace mezi zdkazniky supermarketu a
vécmi, které si mohou zakaznici koupit viz. tabulku 1. Prvni fadek pak znamena,
ze pan Novak si koupil chleba a syr. Dale muzeme uvazovat atributovou implikaci
{syr} = {chleba}, ktera je pravdiva pro vsechny zdkazniky, a nebo atributovou
implikaci {chleba} = {syr}, ktera neni pravdiva pro zdkaznika Utikal, protoze si
koupil chleba, ale nekoupil si k tomu syr.

‘ zakaznik H chleba ‘ mléko ‘ pivo ‘ SyT ‘

Novak X X
Mala X

Utikal X X

Kratky X X

Tabulka 1. Nakupy zakazniku

Jednim ze zdjmu FCA je struéné popsat mnozinu vSech atributovych im-
plikaci, které jsou splnéné vSemi objekty daného formalniho kontextu. Hlavni
piistup [8] k tomuto problému se soustiedi na nalezeni neredundantni mnoziny
atributovych implikaci, ze které vyplyvaji presné vSechny atributové implikace,
které jsou splnény v daném formalnim kontextu. Klicovy je tedy pojem vyplyvani
atributovych implikaci. Jako v jinych logickych systémech muzeme uvazovat dva
zékladni typy vyplyvéani, a to sémantické, které je zalozeno na modelech, a syntak-
tické, které je zalozené na dokazatelnosti. Mnoziné M C Y fikdme model mnoziny
Y atributovych implikaci, pokud kazda A = B € ¥ je pravdiva v M. Daéle
C = D sémanticky plyne ze X, psano X F C' = D, pokud C' = D je pravdivd
ve vSech modelech .. Sémantické vyplyvani atributovych implikaci ma tuplnou
axiomatizaci, coz znamend, ze existuje inferencni systém tak, ze ¥ F A = B
praveé, kdyz A = B lze odvodit z formuli ze ¥, psdno ¥ + A = B. Dobte
znamym uplnym axiomatickym systémem atributovych implikaci je Armstronguv
inferenéni systém [2].

Pro dany formalni kontext I C X X Y nazyvame mnozinu formuli ¥ tiplnou
v I, pokud ze ¥ lze dokazat A = B préave, kdyz A = B je pravdiva pro vsechny
objekty v I. Navic ¥ se nazyva neredundantni, pokud zadnd ostrd podmnozina
uz neni v I uplna. Jednim piikladem neredundantni iplné mnoziny mohou byt
takzvané Guigues-Duquennovy béze [8], které jsou navic minimélni vzhledem
k poctu formuli, které obsahuji. Napiiklad ve formalnim kontextu znédzornéném
v tabulce 1. neredundantni a tiplnd mnozina formuli obsahuje pouze atributové
implikace {syr} = {chleba} a {pivo} = {chleba}.

V praci jsou rozsiteny predchozi tvahy tim, Ze se bere jako vstupni data
posloupnost formalnich kontextu, které vzniknou zaznamenavanim atributu ob-
jekti v po sobé jdoucich ¢asovych okamzicich, kterym budeme tikat casy. Jako
piiklad vezméme zdznamy pocasi ve méstech Praha a Ostrava viz. tabulku2.,
kde ¢asy mohou byt napiiklad dny. Zde nés pak zajimaji zavislosti mezi atributy



t=1
‘ misto H dést ‘ slunce ‘ zima ‘ teplo ‘

., | Praha X X |,
Ostrava X X
t=2
| misto || dést | slunce | zima | teplo |
Praha X X ,
Ostrava || X X
t=3
| misto || dést [ slunce | zima | teplo |
Praha X Y
Ostrava || X X

Tabulka 2. Zaznamy pocasi ve méstech v po sobé jdoucich dnech

relativné v case, tedy napiiklad ,jestlize dnes prsi, pak zitra bude zima“, kde
pojmy dnes a zitra odkazuji na casy relativné k soucasnému casu. Muzeme tedy
uvazovat pravidla ve tvaru

vt = (1)
kde y1, ..., Yn, 21, - - -, 2m jsou atributy z Y, které maji stejny tucel jako u kla-
sickych atributovych implikaci a iy, ..., %, J1,- - ., Jm jsou celd ¢isla vyjadiujici cas

relativné k soucasnému okamziku. Tedy 0 muzeme chépat jako soucasny okamzik
(dnes), —1 jako predchudce 0 (v¢era), 1 jako nédslednika 0 (zitra), atd. Pro danou
posloupnost formalnich kontextu je pak zajimavé zkoumat, kdy jsou pravidla
jako (1) splnéna ve vSech ¢asech nebo v daném rozsahu ¢asu. Pokud by se takova
pravidla urcila z dat, pak by se dala pouzit k predpovédi blizké budoucnosti, tedy
k predpovédi atributti v ¢asech za poslednim zaznamenanym formdalnim kontex-
tem. Jako pifklad vezmeme pravidlo {pr&i '} = {zima’}, které je pravdivé pro
viechny objekty v ¢asech t = 1,2,3 a pravidlo {slunce"} = {teplo'}, které neni
pravdivé v case 1.

V této préci jsou formalizovdana pravidla ve tvaru (1) a sémantickému
vyplyvani je ptifazen vyznam tak, jak byl pravé popséan, a pak se prace soustiedi
na axiomatizaci. Tak jako pro klasické atributové implikace existuje i pro tato
pravidla systém odvozovacich pravidel v Armstrongové stylu, ktery je uplny vzh-
ledem k uvedenému sémantickému vyplyvani.

2. Souvisejici pristupy

Na vstupni data, kterd uvazujeme, se muzeme také divat jako na triadicky
formélni kontext [10], kde podminky odpovidaji casovym okamzikum. V triadické
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FCA uz byly ptistupy, které se zabyvaly atributovymi implikacemi [6], nicméné
jsou koncepcné a technicky jiné nez ty, které jsou popsany v této praci. Tri-
adicky formalni kontext je struktura T = (X,Y,Z,I), kde I C X XY x Z je
relace mezi objekty X, atributy Y a podminkami Z. Triadicky kontext muze byt
chapan jako mnozina tabulek, které jsou stejné jako u FCA, kde kazda z nich
udava jaké maji objekty atributy pri dané podmnince ze Z. Atributova imp-
likace uvazovana v [6] je pak vyraz ve tvaru A =¢ B, jehoz vyznam je ,pokud
ma objekt pri vsech podmninkach z C vSechny atributy z A, pak ma pii vSech
podmninkach z C' i vSechny atributy z B*. Pokud bychom brali podminky jako
casy, pak by tyto zavisloti byly omezeny pouze na konkrétni casy. Navic nedokazi
vyjadrit, ze atributy objektu pfi jedné podmince implikuji atributy objekty pri
druhé podmince. V kapitole 5. je pak podrobné rozebrano, jak by vypadala fo-
malizace formuli ve tvaru (1) v triadickém formélnim kontextu.

V kontextu asocia¢nich pravidel [1] byly podobné zavislosti jiz studovany
jako mezitransakéni asociaéni pravidla [12, 14, 11, 5, 9]. Asocia¢ni pravidla
formule ve tvaru A = B a jsou interpretovana v tabulkach, kde radkum se
iikd transakce, sloupcum polozky a kfizek/prdzné misto v tabulce znadi, jestli
v transakei je/neni piitomna dand polozka. Tabulky lze chapat jako formalni
kontexty. Asociac¢ni pravidla maji v tabulce skoro stejny vyznam jako atribu-
tové implikace ve formdalnim kontextu, ale obsahuji navic ¢isla support a confi-
dence, kde support vyjadiuje kolik procent celkového poctu transakei ma vsechny
polozky z A a confidence vyjadiuje kolik procent transakci, které maji vsechny
polozky z A maji i vSechny polozky z B. Pokud u asocia¢niho pravidla je ¢islo
confidence rovno 100, pak ho muzeme chapat jako atributovou implikaci. U mez-
itransakénich pravidel jsou transakce tabulek, ve kterych se intepretuji, oznaceny
celymi &isly [14] nebo celociselnym vektorem [12, 11, 5]. Cisla mtizeme chépat jako
¢as nebo vzdalenost v prostoru. Pokud budeme brat transakce jako zdznamy stavu
systému, pak dand tabulka je zdznamem vyvoje systému v ¢ase (prostoru) nebo
také naptiklad v ¢ase i prostoru, pokud jsou transakce oznaceny vektory. Ale to je
jen nepodstatny detail tykajici se interpretace. Mezitransakéni asociaéni pravidla,
jak uz nazev napovida, obsahuji v predpokladu a dusledku polozky oznacené
nezapornym celym ¢islem nebo nezapornym celociselnym vektorem, ktery se rel-
ativné odkazuje na jinou transakci. Kazdé pravidlo je normované, tedy musi ob-
sahovat néjakou polozku s ¢islem 0 nebo s nulovym vektorem. Navic u kazdého
pravidla lze najit nejvétsi ¢islo nebo nejveétsi cisla u kazdé slozky vektoru, které
udéavaji posuvné okno. Pro dané pravidlo lze pak tabulku rozlozit na mnozinu
podtabulek, kde kazds se vleze do posuvného okna. Cislo support pak udéva
kolik procent podtabulek obsahuje predpoklad pravidla vzhledem k celkovému
poctu podtabulek a ¢islo confidence udava kolik procent podtabulek, které ob-
sahuji predpoklad obsahuji i dusledek. Pristupy se zabyvaji hlavné algoritmy
na urceni téchto zavislosti z dat. Prakticky byla mezitransakéni asocia¢ni pravidla
aplikovana na predpoviddni kurzu cen na burze [12], pfedpovidani pocasi v Hong
Kongu [5] a zjisténi casovych zavislosti mezi slanosti a teplotou mote pobliz Tai-
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wanu [9]. Tato pravidla by mohla byt v podobném vztahu k ndmi uvazovanym
pravidlum, jako klasicka asocia¢ni pravidla ke klasickym atributovym implikacim.

3. Formule a sémantické vyplyvani

Kapitola se vénuje formalizaci formuli, jejich vyznamu a sémantickému
vyplyvani. Predpoklddejme, ze mnozina atributi Y je neprazdnd a konecna a celd
¢isla budou znacit casové okamziky (¢asy). Duvod pouziti celych ¢isel jako casy je,
ze vstupni data jsou ve formé forméalnich kontextu zaznamenanych v diskrétnich
okamzicich a je jich pouze koneé¢né mnoho, a proto je toto oznaceni postacujici.
Pak definujeme mnozinu

Tv={y'|lyeY aiecZ} (2)

kde kazdy prvek y' € Ty je atribut y v ¢ase i (na Ty se muzeme divat jako
na kartézsky soucin Y x Z). Pak pravidla ve tvaru (1) formalizujeme nasledovné:

Definice 3.1. Casovd implikace je formule ve tvaru A = B, kde A, B jsou
koneéné podmnoziny Ty .

Casy atributit v predpokladu a disledku ¢asovych implikaci maji vyjadiovat
cas relativni k ¢asu aktudlnimu. Zamysleny vyznam casové implikace A = B je
tedy: Pro vSechny casy t, pokud ma objekt vSechny atributy z A, kde ¢t bereme
jako aktualni cas, pak objekt m& i vSechny atributy z B, kde t bereme jako
aktudlni cas.

Jelikoz chceme, aby formule platila pro vSsechny konkrétni casy, je potieba
relativni ¢asy predpokladu i dusledku formule posunout do konkrétnich casu.
Proto zavadime nésledujici pojem:

Definice 3.2. Posunutim mnozZiny M C Ty o c¢as j, psano M + 7, budeme
rozumét pricteni j k casu kazdého atributu v M, tedy

M+ j={y" |y € M}.

aby byl zépis jednodussi. Dale jesté budeme vyrazem M — j oznacovat mnozinu
M + (—j). Nyni uvedeme nékteré vlastnosti posunuti.

Véta 3.1. (monotonie) Pro kazdé A, B C Ty a cas i plati, Ze
pokud A C B, pak A+1iC B +1.

Diikaz. Piedpoklddejme A C B a vezmeme libovolny ¢yt € A+i. Jelikoz y* € A,
pak z piedpokladu plyne, Ze y* € B, a tedy y** € B + 1. O



Véta 3.2. (distributivita) Méjme systém mnozin N; C Ty (j € J) a cas i.
Pak plati nasledugici:
mjej Nj+i= mjeJ(Nj + Z)

Diikaz.
ﬂjeJ N;j+i= {yaH |y € mjeJ N;} = mjeJ{yb+i | Yy’ e N;} = mjeJ(Nj +1)
]
Véta 3.3. (asociativita) Pro kazdou M C Ty a casy i,j plati
(M +id)+j5 =M+ (i+j).
Diikaz.
(M +i)+j = {y"™ |y* e (M +i)} = {y"H |y € M}
= [P | b € M)
=M + (i +j)
0

Nyni definujeme vyznam ¢asové implikace.

Definice 3.3. Casové implikace A = B je pravdivd v M C Ty, pokud pro
kazdy cas ¢ plati, ze

jestlize A+i1C M,pak B+i1C M (3)
a tento fakt znacime M = A = B.

POzZNAMKA. (a) Vsimnéme si, ze na zdkladé monotonie posunut{ (véta 3.1.)
muzeme ekvivalentné vyjadrit (3) jako

jestlize A C M — i, pak BC M — .

Tedy misto posouvani predpokladu a zavéru ¢asové implikace muzeme posou-
vat M.

(b) A = B neni pravdiva v M, psdno M ¥ A = B, pravé, kdyz existuje ¢ tak,
ze A+1C M, ale B+1i ¢ M. Cas i tedy slouz jako protipifklad.

(¢) Pokud by se v mnozindch A, B a M vyskytovaly pouze atributy v ¢ase 0, pak
by M F A = B byla klasickd pravdivost atributové implikace, tedy pokud
AC M, pak BC M.

Vsimnéme si, ze casové implikace A = B, pro které plati B C A, jsou pravdivé
ve vSech podmnozinach Ty .
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Véta 3.4. Pro kazZdou mnozinu M C Ty a casovou implikaci A = B takovou,
ze B C A, plati, zZe
MEF A= B.

Diikaz. Vezméme libovolnou mnozinu M C 7Ty a casovou implikaci A = B
takovou, ze B C A. Abychom ukazali, ze plati M F A = B staci ukazat, ze
pro kazdy cas i, pro ktery je A+ i C M plati, ze i B+ 11 C M. Vezmeme tedy
libovolny cas ¢ a predpoklddejme, ze A+1 C M. Z predpokladu vime, ze B C A,
a tedy z monotonie posunu (véta 3.1.) dostaneme B+1i C A+1. To ale znamena,
zeiB+1C M. U

Déle také existuje mnozina, ve které jsou pravdivé vSechny c¢asové implikace.
Dalsi véta tikd, ze touto mnozinou je Ty.

Veéta 3.5. Pro kazdou casovou implikaci A = B plati, Ze

Ty E A= B.

Diikaz. Vezméme libovolnou ¢asovou implikaci A = B a ukdzeme, ze Ty F A =
B, tedy pro kazdy cas i, pro ktery je A+ i C Ty musi platit byt i B + i C Ty.
Vezmeme tedy libovolny c¢as ¢ a budeme predpokladat, ze A+ C Ty. Jelikoz ale
B C Ty, pak nutné plati i B+ C Ty +i = Ty diky monotonii posunu (véta
3.1.) a definici Ty, coz je ale to, co jsme chtéli dokazat. O

Mnozinu M, ve které vyhodnocujeme A = B, muzeme brat jako reprezentaci
atributu jednoho objektu, ktery se meéni v case. A tedy k ospravedlnéni
zamysleného vyznamu muzeme vzit libovolnou posloupnost formalnich kontextu
I, C X xY (i € Z) a polozime M, = {y'|(x,y) € I,;}. Pak M, F A = B m4
presné zamysleny vyznam, tedy ,pro vSechny casy ¢, pokud objekt mé vSechny
atributy z A (v ¢ase t), pak mé i vSechny atributy z B (v ¢ase t)“. Pak pravdivost
A = B v posloupnosti kontextu I; (i € Z) muze byt chapana tak, ze pro kazdy
objekt z € X plati M, F A = B. Napiiklad pokud budeme brat posloupnost
kontextu z tabulky 2., pak Mprap, = {. ..  dést’ teplo', dést’, zima?2, zima®, . . . }.

Budeme uvazovat néasledujici pojem modelu:

Definice 3.4. M¢jme mnozinu ¢asovych implikaci 32, kterou nazyvame teorie.
Pak model teorie X je mnozina M C Ty, ve které jsou pravdivé vsechny implikace
z teorie ¥.. Mnozinu vsech modelu budeme oznacovat Mod(X), tedy

Mod(¥) = {M C Ty |pro kazdou A = B € ¥ plati M F A = B}.

Obecné mnozina vsech modeli dané teorie je nekonetna a muzou existovat
i teorie, které nemaji zadny kone¢ny model na rozdil od modeli mnozin atrib-
utovych implikaci nad kone¢nou Y, kde modely jsou vzdy konecné. Pro ptiklad
muzeme vzit teorii { = {y°}}. Pro mnozinu vsech modelu dile plati, ze je
uzaviena na libovolné pruniky a posunuti.
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Definice 3.5. O mnoziné S C 27 fekneme, 7e je uzaviend na posuny, pokud
pro kazdou M € S a kazdy cas i jei M +1 € S.

Véta 3.6. Pro kazdou teorii 2 plati, Ze Mod(X) je uzaviend na libovolné
pruniky a posuny.

Diikaz. Uzavienost na pruniky : Vezméme teorii ¥, mnoziny N; € Mod(X) (j €
J), a ukdzeme, ze [\, ; N; € Mod(X). Vezmeme tedy libovolnou A = B € ¥, Cas
i, budeme predpokladat, ze A +1i C [, Nj, a ukdzeme, ze i B +1i C [\, N;.
Jelikoz z predpokladu mame, ze A+i C ﬂjeJ N;, pak nutné musi byt A+1i C N;
pro kazdé j € J. Pak ale z pfedpokladu, ze kazdd N; € Mod(X) mame, ze i
B +1i C N; pro kazdé j € J. To ale znamend, ze B 4+ i C ﬂjeJNj, a tedy
Njes IN; € Mod(2).

Uzavienost na posuny : Vezméme libovolnou mnozinu M C Ty, teorii X, ¢as
i a predpokladejme, ze M € Mod(X). Stac¢i ukazat, ze pro kazdou A = B € ¥
plati M +i¢ F A = B. Vezmeme tedy libovolnou A = B € ¥, libovolny cas
7 a predpokladejme, ze A + j C M + 4, coz z monotonie posunu znamena, ze
(A+j) —i C (M +1i) — i, a pak z asociativity posunu dostaneme A + (j — i) C
M + (i —i) = M. Jelikoz j — i je také cas, pak z predpokladu M € Mod(X)
dostaneme, ze B + (j — i) € M, a tedy zase z asociativity a monotonie posunu
dostaneme B+ j C M +i. To ale uz znamend, ze M + 1 € Mod(X), protoze jsme
brali A = B € X libovolné. O

Jelikoz mnozina vsech modelu je uzaviend na libovolné pruniky, pak to zna-
mend, ze tvoil uzavérovy systém. K nému pak muzeme uvazovat indukovany
uzaverovy operator:

Definice 3.6. Sémanticky uzdveér mnoziny M podle teorie ¥ je zobrazeni
[+ ]s : 27v — 27v ddno predpisem

[Ml]s, = ({N € Mod(X) | M C N}.
Veéta 3.7. Sémanticky uzdvér je uzavérovy operdtor.

Dikaz. Tvrzeni plyne piimo ze vztahu uzavérovych systému a uzavérovych
operatoru. Presto diukaz rozebereme podrobnéji.

1. (extenzivita) M C [M]x
Kazda mnozina v pruniku obsahuje M, pak tedy i jejich prunik ji obsahuje.

2. (monotonie) Pokud A C B, pak [A]y C [B]s.

Predpokladejme, ze A C B. Z véty 3.6. vime, ze [B]y je model a navic z
extenzivity a predpokladu dostaneme A C B C [B]x. To znamend, ze [Blx
je jedna z mnozin z pruniku v [Al]y, a tedy [A]sx C [Bls.
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3. (idempotence) [[M]s]s = [M]s

Staci ukazat pouze ”C”, protoze druha inkluze plyne z extenzivity. Ale to
je hned vidét, protoze [M]x C [M]x a [M]x je model (véta 3.6.).

O

Sémanticky uzaveér [M]y je tedy nejmensi mozny model teorie 3, ktery ob-
sahuje mnozinu M. Jak uz bylo uvedeno, modely mohou byt i nekonecné, a tedy
i mnozina [M]y, muze byt obecné nekonecna. Navic plati, ze sémanticky uzaver
M muze byt vyjadien jako sjednoceni uzavéru konecnych podmmnozin M, coz
znamend, ze mnozina Mod(X) je algebraickym uzdvérovym systémem.

Véta 3.8. Pro kazZdou teorii 33 plati
M]s. = | {[N]s | N je konecnd podmnozina M}.

Diikaz. Vezméme mnozinu M = {N | N je kone¢nd podmnozina M }.

7C”: Z definice staci ukdzat, ze mnozina |y, [N]s obsahuje mnozinu M a
je model ¥. Jelikoz M obsahuje vSechny kone¢né podmnoziny M, pak jejich sjed-
nocenim musi byt mnozina M. Dale z extenzivity sémantického uzavéru vime, ze
pro kazdou N € M plati N C [N]s, a tedy platii JM = M C Uy [NV]s. Nyni
vezméme libovolnou A = B € ¥ a predpoklddejme, ze A +1i C |y ([V]s- Pak
ale jelikoz A+ 1 je konecnd, musi pro kazdy 3/ € A+ existovat néjakd N,; € M
tak, ze ¥/ € [Ny]s. To ale znamend, ze Nay; = Uyicars Ny je taky konecnd
podmnozina M, tedy Nay; € M. Navic z monotonie sémantického uzaveéru
pro kazdy y' € A + i plati [Nyl € [Nayls. Pak ale A+ i C [Naji]s, coz
znamend, ze B +1 C [Nayils € Uyem Vs

72" 7 extenzivity sémantického uzavéru pro kazdou N C M plati [N]y C
[M]s;. Tedy i pro kazdou N € M, a pak plati i |y [N]z C [M]s. O

Je zajimavé, zZe ke kazdému algebraickému uzavérovému systému lze najit
teorii tak, ze tento systém je pravé mnozina vSech modelu.

Véta 3.9. Necht S C 27 je algebraicky uzdvérovy systém, ktery je uzavieny
na libovolné posuny. Pak existuje teorie ¥ tak, Ze S = Mod(X).

Diikaz. Vezméme algebraicky uzavérovy systém S C 277, ktery je uzavieny na
libovolné posuny. S tedy tvoii uzavérovy systém a to znamend, ze k nému existuje
indukovany uzavérovy operator Cs definovany nasledovné:

Cs(M)={N eS| MCN}.
Nyni uvazujme teorii

Y={A=B|AC Ty, BC(Cs(A)a A, B jsou konetné}
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a ukdzeme, ze S = Mod(X).

7C”: Vezmeme libovolnou M € §, A = B € X, ¢as i a predpokladejme, ze
A+1i C M. Nyni ukdzeme, ze B+i C M. Z ptedpokladu A+i C M a monotonie
posunu a operatoru C's postupné dostaneme, ze A C M —i a Cs(A) C Cs(M —1i).
Jelikoz M € S, pak z predpokladu uzavienosti S na posuny platii M —i € S, a
tedy Cs(M —i) = M —i. To znamena, ze B C Cs(A) C M —i, atedy B+i C M.

7D”: Stacl vzit libovolnou M € Mod(X) a ukdzat, ze Cs(M) = M. Jedna
inkluze plyne z extenzivity Cs a my ukazeme tu druhou. Vezmeme casové imp-
likace A; = B; € ¥ (j € J) tak, ze A; C M. Jelikoz S je algebraicky uzavérovy
systém a A; jsou vSechny koneéné podmnoziny M, pak Uj6 ;Cs(A)) = Cs(M).
Déle z definice pro kazdou A; jsou v ¥ casové implikace A; = B; (i € I) tak, ze
Uier Bi = Cs(4;). To ale znamend, ze J;; B; = U c; Cs(4;). Pak z toho, ze
M je model pro i = 0 dostaneme {J,c; B; = Cs(M) C M. O

Nyni se budeme soustfedit na sémantické vyplyvani a jeho vlastnosti.

Definice 3.7. Casovéa implikace A = B sémanticky plyne z teorie ¥, psano
Y F A= B, pokud

pro kazdou M € Mod(X) plati, ze M F A = B.

Nésledujici véta ospravedlnuje fakt, ze ¢asy atributu u ¢asové implikace jsou
relativni. Rikd, ze z A = B sémanticky plynou vsechny ¢asové implikace, které
vzniknou z A = B posunutim ptredpokladu i dusledku o stejny cas.

Veéta 3.10. Pro kaZdou c¢asovou implikact A = B a ¢as i plati, Ze
{A=B}FA+i= B+i.

Dukaz. Abychom ukézali {A = B} F A+ i = B + i, je potieba ukézat, ze
pro vsechny M € Mod({A = B}) plati M F A+ i = B + i. Vezmeme tedy
libovolny model M € Mod({A = B}) tak, ze (A+i)+j C M, tedy A+i C M —j.
Z véty 3.6. mame M — j € Mod({A = B}), tedy B+i C M — j, a déle
(B+1i)+j C M. Ale to uz znamend, ze {A= B} FA+i= B+i. O

Podobné jako u atributovych implikaci muzeme ovérit, jestli implikace A = B
sémanticky plyne z teorie > pomoci nejmensiho modelu generovaného mnozinou
A. Ale nejdiive si ukdzeme jednu pomocnou vétu, kterd ukazuje, ze i sémanticky
uzaveér ma zajimavou vlastnost vzhledem k posunuti.

Véta 3.11. Bud ¥ teorie, a pak pro mnozinu A C Ty plati

[A+i]y = [A]ls + 4.
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Diikaz. " C”: Jelikoz Mod(X) je uzaviend na posuny, pak [Alx +i € Mod(X),
a jelikoz A C [Aly, pak plati A+ i C [A]x + i. To ale z definice sémantického
uzéveru znamena, ze [A +i]s C [Aly + 1.

727" Jelikoz Mod(X) je uzaviend na posuny, pak [A +i]y —i € Mod(X), a
jelikoz A+1i C [A+1i]y, pak plati A C [A+i]y, —i. To ale z definice sémantického
uzaveru znamend, ze [Aly, C [A+ ]y, — i, tedy [A]lx +i C [A+i]s. O

Veéta 3.12. Pro kaZdou teorii X a casovou implikaci A = B je ndsledujici
ekvivalentni:

1. X FA=1RB
2. [AlsFA=1B
3. B C [A]s

Dikaz. 71 = 2”: Pokud plati ¥ £ A = B, pak pro kazdy model M plati M F
A = B. To ale znamend, ze plat{ i pro [A]y € X.

72 = 3”: Pokud plati [A]x, F A = B, pak pro cas 0 z toho, ze A = A+0 C [A]x
dostaneme B C [A]y.

73 = 17: Pfedpoklddejme, ze plati B C [A]x a vezmeme M € Mod(X) a
cas i, tak ze A+1i C M. Pak A C M — i, a tedy [A]ls C [M — i]s. Pak spolu
s predpokladem a vétou 3.11. dostaneme B C [M|y — i, a tedy B+1i C [M]x. To
ale uz znamena, ze X F A = B. O

4. Axiomatizace
V této kapitole je popsdn odvozovaci systém casovych implikaci a pojem syn-

taktického vyplyvani. Syntaktické vyplyvani je zalozeno na rozsiteni Armstron-
gova axiomatického systému [2] o fakt, ze ¢asy ve formulich jsou relativni.

Pokud A, B jsou konecné, odvod AU B = A. (Ax)
ZA=BaBUC= Dodvod AUC = D. (Cut)
Pro ¢asiz A= B odvod A+i= B+i. (Shf)

Pravidlo (Shf), které je oproti Armstrongovu systému navic, budeme nazyvat
pravidlo ¢asového posunu. Déle standardné definujeme pojem dukazu a syntak-
tického vyplyvani neboli dokazatelnosti.

Definice 4.1. Dikaz z teorie X je konecnda posloupnost casovych implikaci
01, .- Pn, kde kazda o;

1. je z teorie X, nebo
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2. vznikla odvozenim pomoci (Ax), (Cut) nebo (Shf) z ¢y, ..

Casova implikace A = B je dokazatelnd z teorie ¥, pséno ¥ - A = B, pokud

existuje dukaz ze X tak, ze ¢, = A = B.

Nasledujici tvrzeni je zndmym vysledkem pro dokazatelnost Armstronga
systému [13], a jelikoz odvozovaci systém, ktery uvazujeme, je rozsifenim Arm-

stronga systému, pak pro néj toto tvrzeni plati také.

Véta 4.1.

{A=BA=C}FA= BUC,
{B=C}-AUB= AUC,
{A= BUC}+ A= B,
{A=B,B=C}FA=C.

Diikaz. (Add):

(Add)
(Aug)
(Pro)
(Tra)

1 A= B predpoklad z teorie
2 BuC=BUC (Ax)
3 AuC=BUC (Cut)z 1 a2
4 A=C predpoklad z teorie
5 A= BUC (Cut) z3 a4
(Aug)
B="C predpoklad z teorie
AuC = AUC (Ax)
AUB=AUC (Cut)z 1 a2
(Pro):
A= BUC predpoklad z teorie
2 BUC=1HB (Ax)
A=B (Cut)z 1 a2
(Tra):
A= B predpoklad z teorie
B=C predpoklad z teorie
A=C (Cut)z1a?2
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POzZNAMKA. Pro zjednoduseni muzeme piedchozi pouzivat jako odvozovaci
pravidla, protoze v dukazu je muzeme nahradit jejich dukazy, které pouzivaji
pouze odvozovaci pravidla (Ax) a (Cut).

Abychom ukazali, ze vSe, co je dokazatelné z dané teorie, z ni i sémanticky
plyne, je potieba ukazat, ze vSechna pravidla jsou korektni, tedy pro kazdé
pravidlo "Z A, = By,...,A, = B, odvod C = D’musi platit {4; =
By,...,A,= B,} EC = D.

Véta 4.2. Pro konecné mnoziny A, B C Ty plati
fEAUB= A.

Diikaz. Vezméme libovolnou M € Mod((), a jelikoz A C AUB, pak diky veété 3.4.
plati M F AU B = A. O

Veéta 4.3. Pro konecné mnoziny A, B,C, D C Ty plati
{A=B,BUC=D}rAUC = D.
Diikaz. Vezméme libovolnou M € Mod({A = B,BUC = D}), a
predpokladdejme, 7e (AUC) +i C M. (AUC) +i = {y/T |y’ € Aneboy’ €
C={y" |y € A+ineboy/t" € C+i} = (A+1i)U(C+1). Jelikoz M je
model, pak urcité plati i B+1i C M, a tedy (C+i)U(B+1i) C M. Ale pak plati
iD+i1C M. [

Véta 4.4. (korektnost) Pro konecnou teorii ¥ a ¢asovou implikaci A = B
plati, Ze
pokud X - A= B, pak X F A= B.

Diikaz. Dukaz provedeme indukei ptres délku dikazu A = B. Predpokladejme, ze
pro kazdé j < i—1 plati ¥ F ;. Déle kazd4 formule ¢; z dukazu je bud ze X, tedy
trividlné plati ¥ F ¢;, a nebo ; vznikla z predchozich formuli pomoci pravidla
(Ax), (Cut) nebo (Shf). Jelikoz vsechna pravidla jsou korektni (véty 4.2., 4.3. a
3.10.), pak z predpokladu plati i ¥ F ;. O

Pro dokazani tiplnosti budeme potiebovat jesté ukazat, ze pokud ¥ F A = B,
pak ¥ = A = B. V nasledujici vété je dokdzané obménéné tvrzeni.

Véta 4.5. Méjme konecénou teorii ¥ a casovou implikaci A = B.

Pokud X ¥ A = B, pak existuje M € Mod(X) tak, ze M ¥ A = B.

Dikaz. Vezméme konecnou X a predpokladejme, ze ¥ ¥ A = B. Pak pro kazdé
nezaporné celé ¢islo n polozime
A) = A,
APt = ARU{F+i|E=FeXaFE+iC AL},
Ay = USLO:O AS..
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Nyni staci ukazat, ze AY je hledany model M. Vezméme E = F € ¥ a cas ¢
tak, ze £+ C A%, Jelikoz E + 4 je konetnd mnozina, pak musi existovat n tak,
7e E+1i C A% a tedy z definice plati F +i C AL C A%, coz znamend, ze
A¢ € Mod(X). Déle dokazeme, ze pokud B C A¢, pak ¥ - A = B. K tomu
nam staci ukazat, ze pro kazdé n a kazdou konecnou D C A% plati ¥ - A = D,
protoze pak staci jen vzit D = B. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n a
pro viechny koneéné podmnoziny A%. Nyni vezméme n + 1, kone¢nou D C AL
a konecnou
D={({E=Fi)|E=>FeXaFE+iCAYL}

takovou, ze D C | J{F +i|(FE = F,i) € D'} U A%. Z indukéniho predpokladu
pro kazdou (E = F,i) € D' madme ¥ F A = FE + i, protoze E + i C AL. Pak
dikaz A = E + i prodlouzime o

1 A= FE+i posledni formule z dikazu
2 E=F predpoklad z teorie

3 E+i=F+i (Shf) z 2

4 A= F+i (Tra)z 1 a3

a mame dukaz A = F +1i, tedy X F A= F +1i. A jelikoz D a D’ jsou konecné,
pak ¥+ A = D dostaneme pouzitim indukéniho predpokladu a koneé¢né mnoha
aplikacemi (Add). Pak z naseho pocatecniho predpokladu ¥ ¥ A = B dostaneme
B ¢ A¢. Déle proi =0 mdme A+i=A C A¢, ale tedy B+i= B ¢ A%, coz
znamena, ze L F A = B. O

Korektnost a predchozi véta uz dohromady davaji vétu o uplnosti.

Véta 4.6. (tplnost) Pro kazdou konecnou teorii 3 a ¢asovou implikaci A =
B plati, ze
YE A= B prave, kdyz X - A = B.

Diikaz. Véta je dusledkem korektnosti a predchozi véty. O

Na mnozinu A$, kterd byla uvedena v dukazu véty 4.5., se muzeme divat jako
na konstruktivni popis [A]y, protoze tyto mnoziny jsou stejné.

Dusledek 4.1. Pro kaZdou konecnou A C Ty a konecnou teorii ¥ plati, Ze
[Als = AS.

Dikaz. "C”: 7 dukazu véty 4.5. je vidét, ze AY je model obsahujici A, tedy
[A]ls C AY.

" D7: Z dukazu véty 4.5. je také vidét, ze pro kazdou koneénou D C AY plati
Y+ A= D. Tedy z uplnosti mame > F A = D a z véty 3.12., pak dostaneme,
ze D C [A]s. Jelikoz to plati pro kazdou koneénou podmnozinu, pak to plati i
pro jejich sjednocent, a tedy AY C [Als. O
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PozNAMKA. Nakonec poznamenejme, ze pojmy sémantického a syntak-
tického vyplyvani jsou vskutku jiné nez u klasické FCA. Muzeme uvazovat
mnozinu atributu 7y, a pak kazda ¢asova implikace bude také atributovou im-
plikaci. Pak k sémantickému vyplyvani z definice 3.7. muzeme uvazovat kla-
sické sémantické vyplyvani, kde nebudeme brat v tvahu specidlni roli ¢asu. To
samé aplikujeme na dokazatelnost, tedy klasicky pojem dostaneme vynechanim
pravidla (Shf). Pak napiiklad z ¥ = {{a™'} = {b'},{0®} = {c'}} 1ze dokézat
{a'} = {b®} pomoci (Shf), a pak {a'} = {c'} pomoci (Tra). Na druhé strané
ale ze ¥ nelze dokdzat {a'} = {c'} bez (Shf).

5. Vztah k ostatnim formalismum

Tato kapitola se zabyva vztahem formuli, pravdivosti a sémantického
vyplyvéni z kapitoly 3. k vyrokové temporalni logice [3, 4] a k triadické FCA [10].

U atributovych implikaci jsme fikali, ze muzou byt chéapany jako formule
vyrokové logiky. Casové implikace pak muzou byt chapany jako formule tem-
poralni vyrokové logiky a podmnoziny Ty jako Kripkeho modely vyrokového
jazyka, ktery obsahuje atributy z Y jako vyrokové symboly. Konkrétné pro M C
Ty muzeme uvazovat Ky, = (W,e,r), kde mnozina svetu W = Z, relace
dosazitelnosti r C W x W je definovana jako (w,w + 1) € r pro kazdy w € Z
a e(w,y) = 1, pokud y* € M jinak e(w,y) = 0. Pro vyjadieni vztahu mezi
casy z casovych implikaci zavedeme modality GG, jehoz vyznam je , v nésledujicim
svété”, a H, jehoz vyznam je ,,v predchozim svété“. Pak reprezentujeme casovou
implikaci tedy formuli ve tvaru (1) jako

(Ai1y1&~-~&ﬁ”yn)=> (Ajlzl&-~-&Aijm>v (4)
kde & je konjunkce a

4 Y, if 1 =0,
Ny =< GN~Ly, if i >0,
HNF Yy if 4 < 0.

Pak s touto notaci je (1) pravdiva v M préve, kdyz prislusna formule ve tvaru
(4) je pravdiva v K, ve vSech svétech w € W, kde hodnota Gy v K a w je dana
hodnotou ¢ v K a w’ tak, ze (w,w’) € r (a analogicky pro H). Tedy az na ruznou
formalizaci interpretace ¢asovych implikaci muze byt chapana jako interpretace
urcitych modalnich formuli v Kripkeho modelech.

Nakonec se podivame na casové implikace a pravdivost v kontextu triadické
FCA. Jak bylo psano v uvodu, tak posloupnost formalnich kontextu I, C X x
Y (i € Z) by mohla byt chépana jako triadicky formalni kontext. Konkrétné
pro triadicky formélni koncept T = (X,Y,Z, ) mame (x,y,j) € I prave, kdyz
(z,y) € I;. Casova implikace pak miize byt interpretovina v tomto triadickém
kontextu:
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Definice 5.1. Formule A = B je pravdiva v triadickém kontextu T =
(X,Y,Z,1), pséno T E A = B, pokud pro kazdy x € X a M, = {y*| (z,y,i) € I}
plati M, F A= B.

Klasicky vysledek u atributovych implikaci iika, ze atributova implikace je
pravdiva ve formalnim kontextu prave, kdyz je pravdiva ve vSech jeho inten-
tech. Navic A = B je pravdivd v triadickém kontextu pokud mnozina B
je podmnozinou intentu generovaného mnozinou A. V naSem piipadé muzeme
prokéazat podobnou charakterizaci.

Pro dany T = (X,Y,Z, I) definujeme operatory T : 27x — 27v a+:27v — 27x
nésledovné: Pro kazdou A C Tx (definovand jako (2), kde X nahradime za Y') a
B C Tx mame

At =1{y € Ty | (x,y,i+j) € I for all " € A},
BY = {z' € Tx | {(x,y,i+j) € I for all y/ € B}.

Dvojce operatorii T a + tvoif antitonni Galoisovu konexi, tedy pro mnoziny A C Tx
a B C Ty plati A C B* prave, kdyz B C A'. Pak slozeny operator 1 : 27v — 27v
je uzaveérovy operator.

Véta 5.1. Pro kazdy triadicky kontext T = (X, Y, Z,I) a formuli A = B je
ndsledugici ekvivalentni:

1. TEA= B,
2. AY C BY,
3. B C AV

Dikaz. T E A= B plati pravé, kdyz pro kazdy = € X plati M, E A = B. Déle
A+1i C M, plati prave, kdyz pro kazdy y? € A plati (z,y,j+1) € I, coz je prave,
kdyz ¢ € A, Stejné pozorovani muzeme udélat pro B, a tedy pro kazdy x € X
plati M, F A = B prave, kdyz A* C B'. 1 je tedy ekvivalentni s 2. Ekvivalence
2 a 3 plyne hned z vlastnosti Galoisovy konexe (+,T). O

Na zakladé véty 5.1. muzeme ukéazat analogii k vysledku o pravdivosti atrib-
utovych implikaci v kontextech jako implikace splnéné intenty vSech konceptu.
K tomu ale jesté budeme potiebovat nésledujici tvrzeni o vztahu operatorta T+ k
posunuti.

Lemma 5.1. Pro mnozinu B C Ty a ¢as k plati
(B +k)' =B —k.

Dale plati i dudlni tvrzeni pro 7.
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Dukaz. Vezméme libovolnou B C Ty a cas k. Pak

(B+ k)= {2 € Tx | {z,y,i+ j) € I pro kazdy v’ € B + k}.
Pokud polozime j' = j — k, pak dostaneme

(B+ k) = {a' € Tx | (z,y,i+ j + k) € I pro kazdy ¢y € B}
Navic pokud polozime i" = i + k, dostaneme

(B+ k) = {27 € Tx | (x,y,i' + j') € I pro kazdy 3’ € B}
= {2 € Tx | (z,y,i' +j') € I pro kazdy v/ € B} — k = B¥ — k.

Pro T by se tvrzeni ukézalo stejné. O

Véta 5.2. Pro kazdy triadicky kontext T = (X,Y,Z,I) a formuli A = B
plati, Ze

T E A= B prdve, kdyz M¥' = A = B pro kazdou M C Ty.

Dikaz. < plyne z véty 5.1. pro M = A a i = 0. K prokazani druhé strany
predpoklddejme, 7e T F A = B a A+ i C M*". Pak z vlastnosti Galoisovy
konexe a piedchozi lemmy mame M+ C (A +i)* = A¥ — i. Pak z piedpokladu,
véty 5.1. a monotonie posunu dostaneme M+ C AY —i C BY —i = (B + i)}, a
tedy B +1i C M"Y, O
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Zaver

V této préaci jsme predstavili casové implikace a jejich vyznam na zdkladé vyhod-
nocovani v modelech pomoci posunu do konkrétnich ¢astu. Formule jsou pravdivé,
pokud jsou zachovany ve vSech ¢asech. Definovali jsme sémantické vyplyvéni,
ukazali uzaveérové vlastnosti systému modelu a poskytli charakterizaci na zakladé
nejmensich modelu. Navic jsme ukézali axiomatizaci, ktera rozsituje klasickou ax-
iomatizaci o dodateéné pravidlo ¢asového posunu.

Puvodné ¢asové implikace obsahovaly pouze konec¢né mnoziny atributi v ¢asech,
které jsou zaporné nebo se rovnaji nule a pravdivost ¢asové implikace A = B
v M jsme definovali v urc¢itém rozsahu ¢asu. Podminka (3.3.) nemusela platit
pro vSechny c¢asy, ale pouze pro ¢asy i takové, ze mnoziny A + i a B + i
obsahuji pouze atributy v casech, které jsou v ramci daného rozsahu. Diky
zavedeni ¢asového rozsahu u pravdivosti se muzeme u sémantického vyplyvani
omezit pouze na modely, které obsahuji pouze atributy v ¢asech, které jsou
v daném rozsahu. Sémanticky uzavér je tedy vzdy konecny. Déle jsme praco-
vali pouze s implikacemi, jejichz dusledek obsahuje aspon jeden atribut v case,
ktery je vétsi nebo roven nez vSechny c¢asy atributu z predpokladu a zaroven
predpoklad obsahuje aspon jeden atribut v ¢ase, ktery je mensi nebo roven nez
vSechny casy atributu z dusledku. Sémantické vyplyvani ¢asové implikace A = B
z mnoziny téchto implikaci pak lze charakterizovat pomoci nejmensitho modelu
generovaného mnozinou A. Navic pokud bereme pouze tyto casové implikace,
pak oproti obecnym ¢asovym implikacim je odvozovaci pravidlo (Cut) korektni.
Navrhli jsme algoritmus pro vypocet sémantického uzavéru, ktery je rozsitenim
znamého algoritmu LinClosure [13]. Tato formalizace zabrala hodné casu, ale
nanestésti se ukazalo, ze axiomatizace, kterd byla stejna jako ta, kterd je uve-
dena v kapitole 4., neni iplna vzhledem k sémantickému vyplyvéani. Po riznych
upravach jsme se nakonec rozhodli zrusit omezeni na ¢asy a tato verze formalizace
je popsana v této praci. Jak jsme ukazali, tak nyni uz plati véta o uplnosti, ale
bohuzel sémanticky uzavér muze byt nekonecna mnozina. Mnozina Ag, ktera je
uvedena v dukazu véty 4.5. slouzi jako formalni zaklad pro algoritmus na zjisténi,
jestli casovd implikace sémanticky plyne z dané teorie (véta 3.12.). V préaci algo-
ritmus uveden neni, protoze zatim neni jasné, jak by mél vypocet vypadat, aby
se nemusel pocitat cely uzavér. Dalsim predmétem badani pak bude také popis
neredundantni mnoziny casovych implikaci, ktera je uplna v datech.
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Conclusions

In this work we introduced time implications and their semantics based on eval-
uating in models using the shift to concrete time points. The formulas are true
if they are preserved in all time points. We defined semantic entailment, showed
closure properties of systems of models, and provided a characterization based
on least models. Furthermore we showed axiomatization which extends classic
axiomatization by an additional rule of the time shift.

Originally time implications contained only finite sets of attributes in time points
which are negative or equal to zero and we defined the truth of time implication
A = Bin M in particular time scope. Condition (3.3.) didn’t have to be satisfied
for all times but only for times ¢ such that sets A +¢ and B + ¢ contains only
attributes in times which are within the current scope. Thanks to the introduction
of time scope in truth and also in semantic entailment, we can limit models only to
models which contain only attributes in times which are within the current scope.
Semantic closure is then always finite. Next we worked only with implications such
that their consequent contains at least one attribute in time which is greater or
equal than all times of attributes in antecedent and their antecedent contains
at least one attribute in time which is less or equal than all times of attribute
in consequent. Semantic entailment of time implication A = B from sets of
implications of this type can be then characterized by the least model generated
by the set A. Moreover when we consider only this time implications, the inference
rule (Cut) is sound in contrast with general time implications. We designed an
algorithm for computing the semantic closure which is an extension of known
algorithm LinClosure [13]. This formalization took lot of time but unfortunately
we discovered that the axiomatization which was similar to the axiomatization
in section 4. is not complete with respect to semantic entailment. After some
modifications we decided to remove the limitation on time point and this version
of formalization is described in this work. As we showed, the completness theorem
now holds but unfortunately the semantic closure can be an infinite set. The set
A$ which is stated in theorem 4.5. is used as a formal basis for algorithm on
indicating whether a particular theory semantically entails a time implication
(theorem 3.12.). The algorithm is not included in this work because it is not clear
yet how should the computation look like to not compute the whole semantic
closure. Future research will focus on description of non-redundant set of time
implications which is complete in data.
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