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Anotace

Problémem neuplnych dat se zabyva stale vice clanku z riznych oblasti informa-
tiky a to véetné formdalni konceptudlni analyzy (FKA). Tento problém nabyvd
na duleZitosti, protoZe je nutné zpracovdvat vetsi objemy dat a ne vZdy jsou uplnd
data k dispozici. Prace obsahuje wvod do problematiky neuplnych dat z pohledu
FKA a shrnuti nékolika metod pro praci s takovymi daty. Ddle predstavuje néko-
lik vlastnich teoretickiych vysledki z této oblasti, na zaklade kterych jsem vytvoril
algoritmy pro zuplnéni neuplnych dat a transformaci konceptudlnich svaziu pri-
slusngch moznym zuplnenim.
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Uvod

V reélnych aplikacich se netiplna data vyskytuji bézné a je nutné s nimi pra-
covat. Zakladni metody zpracovani dat jsou ve vétsiné pripadd navrzeny pro
data Uplna a neuplna data je tireba pfedzpracovat nebo zpracovat zcela jinak.
Predzpracovani vétsinou spociva v odstranéni netplnych zaznamt nebo v jejich
zuplnéni. Na ziplnéni dat existuje nékolik metod, které odhaduji neznamé hod-
noty na zakladé znamych dat nebo s pomoci znalosti uzivatele. Vyjimkou neni
ani formalni konceptudlni analyza (FKA), jejiz zékladni metody pracuji vyhradné
s Uplnymi daty. Cilem této préace je popsat vybrané pristupy k netuplnym dattim
ve FKA a pfinést nové vysledky z této oblasti.

Prvni kapitola zpracovava struc¢ny tuvod do FKA. Obsahuje potfebné definice
a pojmy k pochopeni dalsich kapitol. Druha kapitola je vénovana shrnuti nékolika
vybranych ¢lankt vénujicich se problematice netuplnych dat ve FKA. Zejména
se jedna o zuplnovani dat pomoci atributovych implikaci, explorativni analyzy
a maticové faktorizace.

Posledni kapitola obsahuje vlastni vysledky. Prvnim z téchto vysledki je ana-
Iyza experimentalni metody zupliiovani dat pomoci pocitani konceptti. Pro tuto
metodu bylo nutné nejdiive vytvorit algoritmus, pomoci kterého jsem provedl
sadu experiment. Druhym vysledkem je analyza zmény konceptualniho svazu
pri odebrani praveé jedné incidence. Konec¢nym vysledkem je algoritmus pro trans-
formaci konceptualniho svazu pfi odebrani incidence.



1. Formalni konceptualni analyza

Formalni konceptualni analyza je metoda analyzy dat, ktera byla predstavena
ve ¢lanku Willeho [1]. Pfedmétem zkouméni FKA je analyza dat popisujicich
vztah mezi danou mnozinou objektd a danou mnozinou atributt. Jednim ze za-
kladnich vystupi FKA je konceptuélni svaz, coz je mnozina formalnich konceptii
spolu s jejich usporadanim. Formalni koncept je shluk v datech dany mnozinou
objektti a mnozinou atribut. Formalni koncepty mtzeme mezi sebou porovna-
vat a pokud jsou srovnatelné, tak fekneme, zZe jeden je obecnéjsi nez druhy nebo
naopak konkrétnéjsi. Dilezitou vlastnosti konceptualniho svazu je jeho snadna
grafickd reprezentace. Uzivatel ma moznost data zkoumat v grafické podobé,
ktera v sobé zahrnuje i hierarchické usporadani. Dalsim ze zékladnich vystupt
FKA je mnozina platnych atributovych implikaci ve vstupnich datech. Atributova
implikace popisuje urcitou zavislost mezi atributy vstupnich dat.

V této kapitole jsou uvedeny zakladni pojmy a vysledky z FKA, které jsou
potfebné k pochopeni dalsich ¢asti této prace. Pii jejim zpracovani jsem vychézel
z elektronického uc¢ebniho textu Bélohlavka [2] a z knihy Gantera a Willeho [3].
Vétsina uvedenych vét je ponechana bez diikazi, protoze to neni pfedmétem této
prace. Zajemcum o hlubsi studium FKA doporucuji zminéné zdroje.

1.1. Zaklady formalni konceptualni analyzy

Zéakladnim pojmem ve FKA je formdlni kontext, ktery predstavuje vstupni
data. Metody FKA pracuji s jednoduchymi bindrnimi daty, kterd se skladaji
z mnoziny objektd, mnoziny atributt a vztahem urcujicim, zda dany objekt ma
dany atribut.

Definice 1.1 (formalni kontext).

Formdlni kontext je trojice (X, Y, 1), kde X a'Y jsou neprdzdné mnoZiny a I je

bindrni relace mezi témito mnozinami (I C X xY).

V predchozi definici interpretujeme X jako mnozinu objektt, Y jako mnozinu
atributt a (x,y) € I mé vyznam ,objekt 2 ma atribut y“.

Formalni kontext 1ze reprezentovat pomoci tabulky, kde zahlavi fadkd jsou
jednotlivé objekty a zadhlavi sloupcti jednotlivé atributy. V daném poli tabulky
je bud kiizek (objekt mé prislusny atribut) nebo prazdné pole (objekt neméa pii-
slusny atribut). Na potadi fadka a sloupct nezalezi. Pokud v tabulce pfislusné
danému formalnimu kontextu prohodime nékteré fadky /sloupce, pofad bude re-
prezentovat tentyz formélni kontext.

Neni nédhoda, Ze kazdy formalni kontext lze reprezentovat tabulkou. Tabulka
predstavuje ptrehledny zapis jednoduchych binarnich dat, kterd chceme pomoci
FKA analyzovat. Mizeme tedy pouzivat pojem tabulka (piislusna forméalnimu
kontextu) a vime, Ze se jedna o reprezentaci urcitého formalniho kontextu. Ta-
bulka je také vhodnéjsi pro grafické znazornéni i pro lidskou predstavivost.
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Formalni kontext 1: Reprezentace formalniho kontextu tabulkou.

V nasledujicim textu budeme vzdy uvazovat formalni kontext C' = (X, Y, I)
a k nému piislusny konceptudlni svaz (B(X,Y,I), <), pokud nebude dano jinak.
Déle zavedeme zékladni operatory FKA.

Definice 1.2 (Sipkové operétory).
Pro mnozinu A C X a B CY definujeme

A" = {y e Y | pro viechna x € A plati (x,y) € I},
BY = {x € X | pro viechna y € B plati (x,y) € I}.

Operétory 77+ jsou tzv. sipkové operdtory. Operator 17 pfifazuje mnoziné vstup-
nich objektd mnozinu vSech atributt, které tyto objekty sdili. Podobné opera-
tor + piifazuje mnoziné vstupnich atribut@ mnozinu vsech objektt, které maji
tyto atributy. Pokud je jasné dany formalni kontext, mizeme misto 7.+ psat
pouze T+,

Matematické zaklady formalni konceptualni analyzy se opiraji zejména o Ga-
loisovy konexe, uzdvérove operdtory a prislusné uzdveérové systémy. Je vhodné
tyto pojmy dobfe znat, spolecné s jejich zakladnimi vlastnostmi. V tomto textu
je uvedena pouze malé ¢ast téchto vlastnosti, ktera je potfeba k pochopeni dalsich
casti prace.

Véta 1.3.
Necht C = (X,Y, 1) je formdlni kontext, pak operdtory (11, 1), indukované
kontextem C', tvori antitonni Galoisovy konexe, tzn. Ze plati:

1. Ay C Ay = ANt C A - antitonie 77,
2. By C By = ByY C ByY - antitonie b
3. A C AN - extenzivita TV
4. B C BYr - egtenzivita +111.

Galoisovy konexe jsou dtlezitym matematickym pojmem, ktery je znam jiz
dlouho. Jelikoz Sipkové operatory tvoii, dle predchozi véty, Galoisovy konexe,
muzeme vyuzivat vSech jejich znamych vlastnosti. Nekteré z téchto vlastnosti



jsou predstaveny v nasledujicim textu. Pfestoze se jedna o vlastnosti Galoiso-
vych konexi obecné, jsou predstaveny konkrétné na vyse zavedenych Sipkovych
operatorech, a to kviili prehlednosti. Prvnim dilezitym pojmem je mnoZina pev-
nych bodu Galoisovych konexi.

Definice 1.4 (pevné body Galoisovych konexi).
Pro Galoisovy konexe (T, V) definujeme mnoZinu pevngjch bodii jako

fir((",)) = {({A,B) € 2¥ x 2V | A" = B, B* = A}.

Dalsi znamou vlastnosti Galoisovych konexi je tzv. retézeni. Tato vlastnost nam
umoznuje urc¢itym zptisobem ,kratit“ nékolikanasobnou aplikaci Galoisovych ko-
nexi. Retézeni mizeme formalizovat nasledovné.

Véta 1.5.
Pro Galoisovy konexe (T,%) a libovolné A C X, B CY plati

AT :ANT’ B = g+

Pojem formdini koncept je jednim ze zakladnich pojmt FKA. Na otazku, co
koncept je, lze odpovédét nékolika zplisoby. V nasem pripadé vychazime z po-
jeti Port—Royalské logiky, kde je koncept definovan extentem a intentem. Extent
je mnozina objektt zahrnutych danym konceptem. Intent je mnozina atributi
zahrnutych danym konceptem.

Definice 1.6 (formalni koncept).
Formdlni koncept nad (X,Y,I) je dvojice (A, B), kde A C X, B CY takové,
ze
A'=B a B*=A.

MnoZina objekti A se nazyvd extent, mnozina atributi B se nazyvd intent.
Slovné vyjadieno, (A, B) je formélni koncept, pravé kdyz A je mnoZina vSech ob-
jekti sdilejicich vSechny atributy z B a B je mnozina vSech atributi, které maji
vSechny objekty z A. Je dobré si uvédomit, Ze ne kazda podmnozina objekti je
extentem (obdobné pro atributy). Dulezita je také geometricka interpretace for-
malniho konceptu. Z tohoto pohledu jsou koncepty pravé maximéalni obdélniky
v tabulce reprezentujici dany formalni kontext, pricemz je mozné radky a sloupce
libovolné prohazovat. Geometrické interpretace je vhodna pro lidskou predstavi-
vost a mnohdy je lepsi uvazovat nad koncepty jako nad maximalnimi obdélniky.
Z pohledu operatorii T+ je (A, B) formalni koncept, pravé kdyz (A, B) je pevny
bod (T, +).

Nyni mame zavedené formalni koncepty, ale nemame urcené jejich uspora-
dani, které potrebujeme k definici konceptualniho svazu. Prirozenym pozadav-
kem na takové usporadani je moznost jej interpretovat jako uspotradani dle obec-
nosti koncepti. Pfi splnéni tohoto pozadavku potom (A;, By) < (Ay, Bs) zna-
mena, ze (Aq, By) je specifictéjsi nez (As, Bs) (ekvivalentné, (As, Bs) je obecnéjsi
nez (A, By)).



Definice 1.7 (uspofadani formalnich koncepti).
Pro formdalni koncepty (A1, By), (As, By) definujeme

(A1, B1) < (Ay, By), pravé kdyz Ay C Ay (ekvivalentné, By C By ).

Mnozina vSech formalnich koncepti, nad danym forméalnim kontextem, spole¢né
s vysSe definovanym usporadanim tvoii tzv. konceptudlni svaz.

Definice 1.8 (konceptudlni svaz).
Oznaéme B(X,Y,I) mnoZinu véech formdlnich koncepti nad (X,Y,I), po-
tom (B(X,Y,I),<) se nazyvd konceptudlni svaz prislusny formdlnimu kon-
textu (X, Y, I).
Konceptualni svaz (B(X,Y,I), <) reprezentuje mnozinu vSech shluki dat (for-
mélnich konceptti) ve formalnim kontextu (X, Y, I'). Konceptudlni svaz lze dobfe
graficky reprezentovat a poskytuje uzivateli graficky vhled do vstupnich dat re-
prezentovanych danym formalnim kontextem.

Véta 1.9 (slozené zobrazeni ™, +T).
Slozené zobrazeni ™ je uzdvérovy operdtor na X (obdobné pro sloZené zobra-
zeni V1), tzn. Ze plati:

1. A C A™ - primo z definice Galoisovijch konex,
2. A1 CA = AT CcA = AP C A," - z antitonie 7,7,
3. AN = AN _ 2 vlastnosti Tetézend.

Predchozi vysledek opét vychazi pouze z vlastnosti Galoisovych konexi a nejedna
se o zvlastni vlastnost sipkovych operatort.

Pted uvedenim tzv. zdkladni vety o konceptudlnich svazech pripomenme po-
jem supremdlné (infimdlné) husté mnoZiny. Na prvky téchto mnozin se miizeme
divat, jako na stavebni bloky tplného svazu V = (V, <). Vsechny prvky V lze
ziskat jako suprema (infima) prvka supremalné (infiméalné) husté mnoziny.

Poznamka 1.10 (supremdlné, infimélné husté mnoziny).
Necht V = (V, <) je uplny svaz, pak mnoZina K CV je:

1. \/-hustd, prdvé kdyzvv € V, IK' CK: v=\/ K,

2. N\-hustd, pravé kdyzVv € V, IK' C K: v=A\K.



Véta 1.11 (zdkladni véta o konceptuélnich svazech).
Veétu lze rozdélit do dvou nasledugjicich casti:

1. (B(X,Y,1I),<) je uplng svaz, kde suprema a infima jsou ddna

A4y, ;) — <ﬂ A (U Bj)m’> |

Jj€J Jj€J Jj€J

Vs ) = <(L€JJAJ.>W, D]Bj> |

2. Libovolny dplng svaz V = (V, <) je izomorfni s (B(X,Y,I),<), pravé
kdyz existuji zobrazeni vy : X — V', uy : Y — V takovd Ze plati:

(a) v1(X) je \/-hustd, ur(X) je \-hustd,
(b) vi(x) < pr(y), pravé kdyz (z,y) € I.

Jednim z uziteénych disledkt faktu, ze slozenim Sipkovych operatori ziskame
uzavérovy operator, je schopnost jednoduse vyjadfit nejmensi extent (intent) ob-
sahujici danou mnozinu objektt (atributi).

Véta 1.12.
Necht A C X. Plati A™ je nejmensi extent obsahujici A.
Necht B C Y. Plati BY" je nejmensi intent obsahujici B.

Diikaz. Jestlize C' je extent takovy, ze A C C, pak z monotonie uzavérového
operatoru ' plati A™ C O™,

Obdobné, jestlize D je intent takovy, ze B C D, pak z monotonie uzavérového
operatoru *! plati B¥T C DT, O

1.2. Klarifikace a redukce formalniho kontextu

Definice formalniho kontextu (1.1) dovoluje napiiklad vice objektt se stejnou
mnozinou atributt. V tabulce si tento pripad lze predstavit jako dva stejné radky
(mimo zahlavi). Toto pozorovani lze provést i pro atributy. Otézkou je, jak tato
situace ovlivni prislusny konceptualni svaz.

Definice 1.13 (klarifikovany formdlni kontext).
Formdlni kontext (X, Y, I) nazveme klarifikovany, pokud tabulka prislusnd to-
muto kontextu neobsahuje identické radky nebo sloupce.

Klarifikaci forméalniho kontextu nazveme proces odstranéni duplicitnich radkt
a sloupci z prislusné tabulky. Klarifikaci ziskame novou tabulku, ktera odpovida
klarifikovanému formalnimu kontextu.



Véta 1.14.
Necht formalni kontext (Xy, Yy, I) wvznikne klarifikaci formdlniho kon-
textu (X, Y, I). Potom konceptudlni svaz (B(Xg, Yi, Ix), <) je izomorfni s kon-
ceptudlnim svazem (B(X,Y, 1), <).
Klarifikace forméalniho kontextu nemé vliv (aZz na znadeni) na ptislusny koncep-
tudlni svaz. To ale neznamené, ze nema vliv na samotné koncepty. Odstranéni
duplicitnich Fadkt a sloupct vlastné znamenda odstranéni prislusnych objekti
a atributii, coz koncepty ovlivni. Dalsi iipravou formalniho kontextu, ktera nema
vliv (aZ na znaceni) na konceptudlni svaz, je redukce.

Definice 1.15 (reducibilni atributy/objekty).
Atribut y € Y nazveme reducibilni, prave kdyz

WY, y¢ Y {uy =) {="

zeY’

Objekt x € X nazveme reducibilni, prave kdyz

IX'cX, ¢ X' {a} = ) {z}".

zeX'’

Reducibilni atributy jsou praveé ty, jejichz sloupce v tabulce lze ziskat prinikem
jinych sloupcti. Podobné reducibilni objekty jsou pravé ty, jejichz fadky v tabulce
lze ziskat prinikem jinych fadkd. Reducibilita je tizce spojena se supremélni
(infimalni) reducibilitou v (B(X,Y,I),<). Pomoci téchto pojmu lze definovat
redukovany formalni kontext.

Definice 1.16 (redukovany formalni kontext).
Formalni kontext nazveme redukovany, pokud neobsahuje reducibilni objekty
a atributy.

Redukci formalniho kontextu nazveme proces odstranéni reducibilnich objektt
a atributii. Podobné jako u klarifikace, redukce kontextu neméa vliv na jeho kon-
ceptudlni svaz (aZ na znaceni), ale na samotné koncepty ano.

Véta 1.17.
Necht atribut y € Y je reducibilni. Potom (B(X,Y \ {y},J), <) je izomorfni
s (B(X,Y,I),<), kde J je restrikce I na'Y \ {y}.
Necht objekt x € X je reducibilni. Potom (B(X \ {z},Y,J), <) je izomorfni
s (B(X,Y,1),<), kde J je restrikce I na X \ {z}.

1.3. Vicehodnotové formalni kontexty

Rozsifenim zakladni definice formalniho kontextu je mozné definovat tzv. vi-
cehodnotové formalni kontexty. Ty si mizeme predstavit jako tabulky, které v jed-
notlivych polich mohou mit i jiné hodnoty nez krizek.



Definice 1.18 (vicehodnotovy formalni kontext).
Vicehodnotovy formdini kontext je ctverice (X,Y,V,I), kde X je neprdzdnd
mnozina objekti, Y je neprazdnd mnozina atributi, V je mnoZina vsech pri-
pustnych hodnot atributu z Y a I je relace mezi témito tremi mnoZinami
(I CX XY xV) takovd, Ze plati

(z,y,v) e )N ((z,y,w) € I) = v=w.

Vicehodnotovy formalni kontext umoznuje praci s vicechodnotovymi atributy. Ne-
uvazujeme pouze zda ma objekt dany atribut, ale uvazujeme i nad prislusnou
hodnotou atributu. Pfirozenym omezenim na vicehodnotovy formalni kontext je
pozadavek, aby kazdé dvojici objektu a atributu byla pfifazena nejvyse jedna
pripustna hodnota.

Analogicky, jako v pripadé binarnich formalnich kontexti, lze vicehodnotovy
formalni kontext (X, Y, V, I) reprezentovat tabulkou, kde zahlavi fadka jsou jed-
notlivé objekty z X a zahlavi sloupcti jednotlivé atributy z Y. Rozdil je u hodnot
v jednotlivych polich tabulky. V tomto pfipad€ je v daném poli tabulky uréeném
objektem x a atributem y hodnota v € V', pokud (x,y,v) € V, jinak prazdno.

Pro vicehodnotové formalni kontexty je vhodné zavést pojem doména atri-
butu. Tento pojem je analogii aktivni domény z relacniho databazového modelu.

Definice 1.19 (doména a skala atributu).
Necht (X,Y,V,I) je vicehodnotovy formdlni kontext. Doménu atributu y € Y
definujeme jako
D,={v|3reX:(x,y,v)el}

Skdla pro atribut y €Y je bindrni formdlni kontext S, = (X,,Y,, I,) takovy,

Ze Dy, C X,.
Méame definovany pojem vicehodnotového formalniho kontextu, ale otazkou je,
jak takovy formalni kontext zpracovat. V predchozich definicich jsme vzdy pra-
covali pouze s bindrnim formalnim kontextem. Jednou z moznosti, jak tento pro-
blém vytesit, je vhodnym zptisobem prevést vicehodnotovy forméalni kontext na
binarni. Toho lze dosahnout nékolika zptsoby. Uvedeme si zde jeden ze zakladnich
zpusob1, tzv. jednoduché skdlovdani.

| | Vykon (HP) | Barva | Cena (8) |

Porshe 911 GT3 475 cerna | 130400
Nissan GT-R 545 bila 115710
Pagani Huayra 720 Sedd | 1424966

Formalni kontext 2: Reprezentace vicehodnotového forméalniho kontextu tabul-
kou.
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Definice 1.20 (jednoduché skalovani).
Necht (X,Y, V. I) je vicehodnotovy formalni kontext a S, = (X,,Y,, 1)) skdly
pro vsechny atributy y € Y. Formadlni kontext odvozeny jednoduchym skdlo-
vdnim definujeme jako (X, Z,J), kde Z =J,cy Yy a plati

(x,2) € J, prave kdyZ y(x) =v, (v,z) € I,.

Existuji dalsi metody skalovani vicehodnotovych formalnich kontexti, které lze
nalézt v uvedenych zdrojich.

1.4. Algoritmy pro vypocet konceptualniho svazu

Zakladnim algoritmem pro vypocet vSech koncepti daného formalniho kon-
textu, ktery byl pfedstaveny v ¢lanku Gantera [4], je algoritmus NextClosure.
Tento algoritmus je ve své podstaté algoritmus pro vypocet pevnych bodt libo-
volného uzavérového operatoru. Jelikoz z predchoziho vime, Ze sloZzenim Sipko-
vych operatort dostaneme uzavérové operatory, lze tento algoritmus vyuzit pro
vypocet koncepti.

Pro jednodussi popis algoritmu NexztClosure uvazujme Y = {1,...,n}. Ji-
nymi slovy, atributy oznac¢ime navzajem rtiznymi pfirozenymi ¢isly a v diasledku
ziskame pevné dané usporadani atributt.

Definice 1.21.
Pro libovolnou mnozinu atributu B CY definujeme

Bai=(Bn{L,...,i—1})u{iH)*.

Pro algoritmus NeztClosure je zasadni definovat usporadani na mnozinach atri-
butd. Zavedeme proto lexikografické usporadani mnozin atributu.

Definice 1.22.
Pro libovolné A,B CY, i € {1,...,n} definujeme

A<; B privé kdyz i€ (B\A), An{l,...,i—1}=Bn{l,...,i—1},
A< B prave kdyz di: A <; B.

Dostavame uspotradani na mnozinach atributi, které vyuzijeme v nasledujici de-
finici.

Definice 1.23.
Necht B CY. Nejmensi intent (vzhledem k ,<“) vétsi neZ B je

BT =Bai,

kde i je mejvetsi pro které plati B <; B @ 1.
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Nyni mame zavedeno vSe potfebné pro popis algoritmu NeztClosure.

Algoritmus 1 NextClosure

1: procedure NEXTCLOSURE((X,Y, I))

2 B« (47 > Nejmensi intent.
3 Result < {B};

4 while B #Y do > Dokud se nedostaneme k nejvétsimu intentu.
5: B« Bt
6.
7

8
9:

Result + Result U B;
end while
return Result;
end procedure

Algoritmus NextClosure po¢ita mnozinu viech intentt (pevné body *). Mno-
zinu vSech formalnich koncepti 1ze dopocitat snadno. Staci ke kazdému intentu B,
piitadit extent B¥. NextClosure mtiZe také po¢itat mnoZinu viech extentii (pevné
body ™) a poté lze dopoéitat koncepty vypocétem piislusnych intentfi. Diilezité
je si uvédomit, ze NextClosure nam piimo nedava informaci o struktuie koncep-
tualniho svazu (uspofadani koncepti).

Nasledujici algoritmus, oproti algoritmu NeztClosure, pfimo poskytuje infor-
maci o usporadani koncepti. Jedna s o tzv. Lindigiv algoritmus - UpperNeighbor.

Véta 1.24.
Necht (A, B) € B(X,Y, ) je libovolnyg koncept mimo nejuétsi koncept. Potom
(AU{z})™, kde z € (X \ A), je extent horniho souseda (A, B), prdavé kdy?

Vze (AU{z)) ™\ A plati (AU{z})™ = (AU D)™,

Ptedchozi véta je pro algoritmus UpperNeighbor stézejni, protoze udava navod,
jak k danému konceptu vypocitat vsechny jeho horni sousedy.

Algoritmus 2 UpperNeighbor

1: procedure UPPERNEIGHBOR((4, B) € B(X,Y,I))
2 candidates <+ (X \ A);
3 neighbors < {;
4 for x € (X \ A) do
5: By + (Au{z))T;
6: A1 «— Bli;
7 if (candidates N ((A1 \ A)\ {z})) = 0 then
8: neighbors < neighbors U {(A1, B1) };
9: else
10: candidates < candidates \ {x};
11: end if
12: end for
13: return neighbors;

14: end procedure
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Algoritmus UpperNeighbor pocita vSechny horni sousedy daného konceptu.
Tento fakt 1ze vyuzit k vypoctu celého konceptualniho svazu i s jeho uspofa-
danim. Na zacatku spustime algoritmus se vstupem odpovidajici nejmensimu
konceptu ({(#™+,01)), &mZ dostaneme vsechny jeho horni sousedy. Na ty opét
postupné aplikujeme stejny algoritmus, dokud se nedostaneme k nejvétsimu kon-

ceptu (0%, O+1)).

1.5. Atributové implikace

Atributove implikace jsou vyrazy, které popisuji urcitou zavislost mezi atri-
buty ve vstupnich datech. Analogie atributovych implikaci se vyskytuji v mnoha
oblastech, napriklad v oboru relacnich databazi jsou to funkcni zdvislosti, v oboru
dolovéni dat jsou to asociacni pravidla. Jako prvni definujeme samotny pojem
atributové implikace.

Definice 1.25 (atributova implikace).
Necht 'Y je neprdzdnd mnoZina atributi. Atributovd implikace je libovolny
vyraz
A= B,

kde ACY, BCY.

Nyni, kdyz mame definovanou atributovou implikaci, je tfeba definovat jeji plat-
nost. Platnost atributové implikace se vzdy vztahuje ke konkrétnim dattim. Po-
trebujeme néjakou zakladni sémantickou strukturu, ve které budeme vyhodnoco-
vat pravdivost atributovych implikaci. Jako tuto zakladni sémantickou strukturu
zvolime Tadky formalniho kontextu. Na tadek formalniho kontextu se miizeme
divat jako na charakterizaci jednoho objektu vyctem jeho atributii. Nasim cilem
je definovat platnost atributové implikace ve formalnim kontextu.

Definice 1.26 (platnost atributové implikace).
Atributovd implikace A = B nad Y je platndg v mnoziné M CY, pravé kdyz

(AC M) = (BC M).

Atributovd implikace A = B nad Y je platnd ve formalnim kontextu (X,Y, ),
pravé kdyz A = B je platnd pro kaZdé {x}T, kde x € X.
Atributova implikace je platna ve formalnim kontextu, pravé kdyz je platna ve
vSech Tadcich tabulky pfislusné danému formalnimu kontextu. Pokud ve formal-
nim kontextu plati atributova implikace A = B, potom kazdy objekt, ktery ma
vsechny atributy z A méa i vSechny atributy z B.
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Poznamka 1.27.
Na atributove implikace se lze divat jako na zkratky pro wrcité vyrokové
formule. Necht C = (X,Y,I) je formdlni kontext, potom kaZdé dvojici
(r,y), * € X, y € Y lze pritadit vyrokovy symbol, jehoZ hodnota je
dina I(z,y) (pravda pokud (x,y) € I, jinak nepravda). Platnost atributové
implikace A = B ve formdlnim kontextu C' je potom ddna jako

A (/\ Iay) = /\z<x,z>>.

rzeX \yeA z€B

Nyni zavedeme analogii pojmt teorie a model z matematické logiky.

Definice 1.28 (teorie).
Teorie nad Y je libovolnd mnozina atributovych implikact nad Y.

Definice 1.29 (model teorie).
Model teorie T nad Y je libovolnd mnozina M C Y takovad, Ze kaZdd atribu-
tova implikace A = B € T je platnd v M. MnoZinu vSech modeli teorie T
znacime Mod(T).

Vybaveni pojmy teorie a modelu mtzeme definovat sémantickée vyplyvdani.

Definice 1.30 (sémantické vyplyvéni).
Atributova implikace A = B sémanticky plyne z teorie T (zn. T E A = B),
praveé kdyz A = B je platnd v kaZdém modelu teorie T.
Nékteré atributové implikace plynou z jinych nebo jsou trividlné platné. Napii-
klad atributova implikace A = A je vzdy trividlné splnéna. Dalsim piikladem
je atributova implikace A = C, kterad uréité plyne z teorie {A = B, B = C'}.
Otazkou je, zda existuje systém pravidel, ktery by umoznoval ovérit, zda ze za-
dané teorie plyne dana atributova implikace. Takové systémy existuji a uvedeme
si zde nejznaméjsi z nich, tzv. Armstrongiv axziomaticky systém.

Definice 1.31 (Armstrongiv axiomaticky systém).
Armstrongiv axiomaticky systém se sklddd z odvozovacich pravidel

A= B, BUC=D
AUB= A’ AUuC =D '

Odvozovaci pravidlo (Ax) umoziuje odvodit atributové implikace z prazdné mno-
ziny predpokladi. Pro takto odvozené atributové implikace vzdy plati, Ze jejich
pravé strana je podmnozinou levé. Druhé piedstavené odvozovaci pravidlo (Cut),
neboli pravidlo Tezu, jiz méa neprazdnou mnozinu predpokladt. Pravidlo fezu
proto, ze skladame dvé implikace, ze kterych ,vyfizneme® spolecnou c¢ast B.

Aby bylo mozné odvozovat atributové implikace z predstaveného axiomatic-
kého systému, je tieba forméalné zavést pojem dukazu. Za diukaz povazujeme ko-
necnou sekvenci atributovych implikaci, ktera spliiuje urcité vlastnosti.

(Ax) (Cut)
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Definice 1.32 (dikaz atributové implikace).
Dikaz atributové implikace A = B z teorie T je konecnd sekvence atributo-
vych implikaci Ay = By, ..., A, = B, splnujici:

1. A, = B, je privée A = B,
2.Vie{l,...,n}:
° bud’AZ = B, eT,

e nebo A; = B; vznikne pouzitim odvozovacich pravidel (Ax), (Cut)
na nekteré A; = B;, kde j < i.

Pokud existuje dukaz atributove implikace A = B z teorie T', potom tento
fakt zapisujeme jako T - A = B a 7ikame, Ze A = B je dokazatelnd z T
pomoci odvozovacich pravidel (Azx) a (Cut).
Armstrongtv axiomaticky systém obsahuje pouze dvé zakladni odvozovaci pra-
vidla a dokazovani pomoci nich mtze byt zdlouhavé. Je tedy vhodné zavést do-
datecna odvozovaci pravidla, ktera dokazovani usnadni. Tato dodatec¢na pravidla
se nazyvaji odvozend.

Definice 1.33 (odvozené odvozovaci pravidlo).

Odvozovaci pravidlo
A= B;,...,A,= B,

A= DB
nazveme odvozené z (Ax) a (Cut), pokud plati

{A1 = By,...,A, = B,}F A= B.

Na odvozend odvozovaci pravidla 1ze nahlizet jako na zkratky pro odvozeni pouze
pomoci odvozovacich pravidel (Az), (Cut) a lze je tedy pouzivat v dikazech.
To znamena, ze nas odvozovaci systém s nimi nebude siln€jsi, ale bude privéti-
véjsi pro uzivatele. Tim padem také nemusime ménit nasi definici diikazu, protoze
kazdé pouziti odvozeného odvozovaciho pravidla lze ekvivalentné nahradit sek-
venci odvozovacich kroki pouzivajicich pouze (Az), (Cut).

Véta 1.34.
Necht A, B,C, D C Y, potom ndsledujici jsou odvozend odvozovaci pravidla
A= B A= B A=C
A=A AUC = B’ A=BUC ’
A= BucC A= B,B=C
A=B ~’ A=C
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Mame tedy zpiisob jak z teorie odvodit dalsi atributové implikace, ale nevime,
zda jsou takto odvozené atributové implikace platné. Je tieba zavést pojem ko-
rektnosti odvozovaciho pravidla. Korektnost znamena, ze 1ze odvodit pouze platné
atributové implikace. Jinymi slovy, korektni odvozovaci pravidlo je takové, pro
které plati, pokud jsou vSechny pfedpoklady (leva strana) platné v danych datech,
musi platit i zavér (prava strana).

Definice 1.35 (korektnost odvozovaciho pravidla).
Odvozovaci pravidlo
A= By,...,A, = B,
A= B
je korektni, pokud plati {A; = By,..., A, = B,} F A= B.

Véta 1.36.
Odvozovact pravidla (Ax) a (Cut) jsou korektni.

Z predchoziho poznatku o korektnosti odvozovacich pravidel (Az), (Cut) do-
stavame i korektnost od nich odvozenych odvozovacich pravidel. To znamena,
ze cokoliv odvodime pomoci pfedchozich odvozovacich pravidel je urcité platné.
Nyni je potieba prozkoumat druhou stranku véci, zda vse co je platné, 1ze pred-
stavenym odvozovacim systémem dokazat. Tim ziskdme tzv. uplnost pro tento
odvozovaci systém.

Véta 1.37.
Armstrongiv axiomaticky systém je uplny, symbolicky:

THA= B, pravé kdyz TF A= B.

Armstrongtv axiomaticky systém je tedy uplny. Existuji dalsi zndmé systémy
odvozovacich pravidel, které jsou ekvivalentni tomuto systému, pokud jsou také
uplné.

Jak jiz bylo zminéno, nékteré atributové implikace mohou plynout z néjaké
teorie. Takové atributové implikace jsou v uréitém smyslu nadbytecné (redun-
dantni), protoZe nepfinasi zddnou novou informaci. Zavedeme proto pojem nere-
dundantni teorie.

Definice 1.38 (neredundantni teorie).
Teorii T nazveme neredundantni, pokud plati

VA=BeT: T\{A= B}¥F A= B.

Jinymi slovy, teorii nazveme neredundantni, pokud zadna z jejich atributovych
implikaci neplyne z ostatnich. To znamena, Ze vSechny atributové implikace v ne-
redundantni teorii nesou urcitou informaci, kterou bychom bez této atributové
implikace neméli. Je nutné si uvédomit, ze neredundantnost neznamena minima-
litu vzhledem k poctu atributovych implikaci. Dalsim dtlezitym pojmem je uplnd
teorie.
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Definice 1.39 (Gplna teorie).
Necht (X,Y, 1) je formdlni kontext a T teorie nad Y. Teorii T nazveme iplnou
v (X, Y, I), pokud plati

VA= BeT: A= B jeplatnd v (X,Y,I), privé kdyz T F A= B.

Uplna teorie, vzhledem k danému formalnimu kontextu, v sobé nese tiplnou infor-
maci o platnych atributovych implikacich v daném formalnim kontextu. Pouzitim
pojmu neredundantni teorie a tiplné teorie zavedeme pojem neredundantni baze.

Definice 1.40 (neredundantni baze).
Necht (X, Y, I) je formdlni kontext a T teorie nad Y. Teorii T nazveme ne-
redundantni bazi (X,Y,I), pravé kdyZ T je neredundantni a uplnd vzhledem
k(X,Y,I).
Rozsitenim pojmu neredundantni baze je minimdlni neredundantni baze, coz je
neredundantni béaze, kterd obsahuje nejmensi mozny pocet atributovych impli-
kaci.
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2. Prehled vybranych pristupt k netplnym da-
tim ve FKA

Formalni konceptualni analyza, jak je predstavena v prvni kapitole, zpra-
covava uplna data. To znamena, ze pokud chceme zpracovavat netplna data,
musime k nim pristupovat zvlastnim zptisobem. Jednim z téchto zptisobt je je-
jich predzpracovani. Nejjednodussi moznosti je odstranéni netuplnych zaznami
(objekti/atributi) a zachovani pouze uplnych dat, kterd umime zpracovat. Od-
stranénim nedplnych zaznamu ale prijdeme o informace, které tato data nesla.
Dalsim zptisobem predzpracovani je zuplnéni netplnych dat. To obnasi dopl-
néni chybéjicich hodnot. Otazkou je, jak urcit hodnoty, které mame doplnit. M-
zeme napiiklad pouzit né€jakou vlastni znalost nebo znamou zavislost v datech.
Predzpracovani netuplnych dat neni jedinou moznosti jak s takovymi daty praco-
vat. Existuji rozsifeni metod FKA, ktera dokazi pracovat pfimo s netiplnymi daty
bez jejich predzpracovani. V této kapitole predstavim nékteré vybrané ptistupy
k netplnym datim ve FKA a to zejména metody zuplinovani.

2.1. Zakladni pojmy

V prvni kapitole tohoto textu jsme definovali vicehodnotovy forméalni kon-
text (1.18). Tuto definici je moZné pouzit i nyni a to k definovani netplného
formalniho kontextu. Na neuplny formdalni kontext lze nahlizet jako na specialni
pripad jiz definovaného vicehodnotového formalniho kontextu.

Definice 2.1 (neuplny formalni kontext s relaci).

Nedplny formdalni kontext (X,Y,V,I) je wvicehodnotovy formdlni kontext,
kde V- = {x,7}.
Necht x € X, yeY, v eV, potom (x,y,v) € I md vyznam:

e & mad atribut y, pokud v = X,
e neni zndmo, zda x md atribut y, pokud v = 7,
e jinak x nema atribut y.

Netplny forméalni kontext 1ze reprezentovat tabulkou, stejné jako v pripadé binar-
niho formalniho kontextu, ovsem v polich tabulky dovolime nejen kiizek a prazdné
pole, ale i hodnotu ,,7.

V nékterych situacich je vyhodnéjsi uvazovat misto relace I C X x Y x V
zobrazeni I : X x Y — {x,—,7}.
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Definice 2.2 (neiplny formalni kontext se zobrazenim).
Necht (X,Y,V,I) je vicehodnotovy formdini kontext. Pokud I je zobrazeni
I: X XY {x,— 7}, pak I(x,y) = v ma vjznam:

e & md atribut y, pokud v = X,

e & nemda atribut y, pokud v = —,

e neni zndmo, zda x md atribut y, pokud v = 7.

Obé predstavené definice neuplného formalniho kontextu jsou ekvivalentni z hle-
diska obsahu informaci. Netplny formalni kontext dle jedné definice, lze prevést
na odpovidajici netplny formalni kontext dle druhé definice a to beze ztraty
informace.

Spolu se zavedenim neuplnych formalnich kontextt je vhodné zavést i dalsi
usporadani, tentokrat na netplnych kontextech.

Definice 2.3 (usporadéani neuplnych formélnich kontextit).
Necht Cy = (X, Y, {x,—, 7}, ), Co = (X, Y, {x,—,7}, 1) jsou neiplné for-
malni kontexty. Jestlize Cy vznikne z C7 nahrazenim néjakich otazniku jingmi
hodnotami (x,—), pak Cy obsahuge vice informaci nez Cy. Tento fakt zapisu-
jeme jako Cy < Cs.
Takto zavedené usporadani netplnych formalnich kontextt interpretujeme jako
uspordddni dle obsahu informaci.

Definice 2.4 (zGplnéni netplného formalniho kontextu).
Necht Cy = (X,Y,{x,—,7}, 1) je neiplny formalni kontext. Ziplnéni nei-
plného formdlniho kontextu Cy; = (X,Y,{x,—,7}, 1) je formdlni kontext C,
ktery vznikne z C1 nahrazenim vSech otazniki jingmi hodnotami (nahrazeni
hodnotou ,—“ lze interpretovat jako smazdni dané n—tice z relace).

Zuplnénim kontertu dostaneme maximalni kontexty vzhledem k zavedenému in-
formac¢nimu usporadani a vysledny formalni kontext neobsahuje zadné otazniky;,
takZe na néj lze nahlizet jako na klasicky binarni formalni kontext.

Déle zavedeme pojmy jisty a mozny intent (extent) nad neiuplnym formalnim
kontextem C' = (XY, {x,—,?},I). Jisty intent mnoziny A C X (zn. A°) je
mnozina vSech atributt, které urcité maji (dovoluje pouze ,,x“) v8echny objekty
z A. Naproti tomu mozny intent mnoziny A (zn. A°) je mnozina vSech atributt,
které mozna maji (dovoluje i ,,7*) vSechny objekty z A. Obdobné pro jisty a mozny
extent.

Definice 2.5 (jisty a moZny extent/intent).
Necht C = (XY, {x,—,7} 1) je neiplng formalni kontext. Pro mno-
zinu A C X definujeme
AY = {yeY | (z,y,x) €I pro vsechna x € A},
A = {yeY | (z,y,x) €1 nebo (z,y,?) € I pro viechna x € A}.
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Obdobné pro mnozinu B CY definujeme

BY = {ze X | (x,y,x) €I provsechnay € B},
BY = {ze€X | (2,y,x) €1 nebo (z,y,?) € I pro vsechna y € B}.

Pokud plati {z} = A, © € X piseme 25 misto {x}° a také x° misto {x}°.
Obdobné pro {y} = B, y € Y piseme 4= misto {y}=, y° misto {y}°.
Pokud netplny formélni kontext C' = (X, Y, {x, —, 7}, I) neobsahuje zadny otaz-
nik, lze jej ztotoznit s klasickym binarnim formalnim kontextem C' = (XY, I).
V takovém piipadé plati A” = AY = A a také BY = B® = B,

2.2. Zuplnovani pomoci explorativni analyzy

Attribute exploration, neboli explorativni analyza, je metoda FKA pro zis-
kavani znalosti z netplnych dat. Konkrétné, explorativni analyza funguje na-
sledovné. Uzivateli jsou postupné pokladany dotazy ohledné platnosti urcitych
atributovych implikaci. Pokud uZivatel poskytne odpovéd na vSechny poloZené
dotazy, vystupem explorativni analyzy je baze vSech platnych atributovych im-
plikaci v datech a navic, ke kazdé neplatné atributové implikaci alespon jeden
protipriklad. Muze se ale stat, ze uzivatel neznd odpovéd na vSechny poloZzené
dotazy. V takovém pfipadé je vystupem mnozina vsSech platnych atributovych
implikaci, mnozina atributovych implikaci, které mohou byt platné, a mnozina
vygenerovanych protipiikladt atributovych implikaci, u kterych uzivatel neznal
odpovéd na dotaz ohledné jejich platnosti. Na zakladé vyslednych atributovych
implikaci je mozné netuplna data zaplnit.

Algoritmii pro explorativni analyzu existuje nékolik typi. Lisi se zejména
tim, zda dovoluji uzivateli odpovédét ,nevim® na polozeny dotaz. Jinymi slovy,
jeden typ algoritmii pracuje s netiplnou znalosti platnych atributovych implikaci,
kdezto druhy typ pracuje pouze s tplnou znalosti platnych atributovych impli-
kaci. Zde bude uveden typ pracujici s netplnou znalosti platnych atributovych
implikaci. Hlavnimi zdroji pro tuto ¢ast byly ¢lanky od Burmeistera, Holzera
15],16],]7] a Obiedkova [8]. Jako definici netplného formalniho kontextu budeme
pouzivat definici 2.2.

2.2.1. Rozsifeni atributovych implikaci

V prvni kapitole jsme zavedli pojem atributové implikace (1.25) a souvisejici
pojem platnosti atributové implikace ve formalnim kontextu (1.26). Nyni potfe-
bujeme zavést analogii pojmu platnosti atributové implikace, tentokrat v netipl-
ném formalnim kontextu. Dale také zavedeme novy pojem spinitelnosti.
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Definice 2.6 (platnost a splnitelnost atributovych implikaci).
Necht C = (X, Y, {x,—,7},I) je neiplny formalni kontext. Atributovd impli-
kace A= B nad Y je

e platnd, praveé kdyz je platnd ve vsech zuplnénich C', tzn.

Vee X: (ACx%) = (B\ACaY);

e splnitelnd, prdvé kdyz je platnd alespon v jednom ziuplnéni C, tzn.

Ve X: (ACa") = (B\ACa%).

Z platnosti atributové implikace v netiplném formalnim kontextu urcité plyne jeji
splnitelnost. Kazda platna atributova implikace v daném netplném formélnim
kontextu je splnitelna. Naopak to ovSsem neplati.

2.2.2. Aplikace Kleeneho tiihodnotové logiky

Jak vime z prvni kapitoly (pozn. 1.27), atributové implikace 1ze chapat jako
zkratky pro zapis urcitych formuli vyrokové logiky. Navic, atributova implikace je
platnd v daném formélnim kontextu, pravé kdyz je platnd odpovidajici formule
vyrokové logiky. Je proto vhodné rozsitit tento princip i pro netplné kontexty.
Jelikoz mame tii mozné hodnoty atributii misto dvou, nabizi se moznost vyu-
zit tfihodnotové logiky. Logika, ktera ma velmi blizko k predstavené sémantické
definici platnosti a splnitelnosti atributovych implikaci je Kleeneho trihodnotovad
logika. Pravdivostni tabulky logickych spojek této logiky lze nalézt v tabulce 1.

Vyhodnoceni formuli v Kleeneho tiithodnotové logice ovsem plné neodpovida
definované platnosti a splnitelnosti atributovych implikaci. Napiiklad atributova
implikace {y} = {y} je vzdy trividlné platnd, ale pokud je hodnota y pro né&jaky
objekt rovna ,,7“, potom pravdivostni hodnota formule odpovidajici dané atri-
butové implikaci je ,,7“. Jedna se o dtisledek rozdilného vyznamu hodnoty ,,7*
v netplnych formélnich kontextech a Kleeneho tfihodnotové logice. V netplném
formalnim kontextu je vyznam hodnoty ,,?“ interpretovan jako nedostatek infor-
maci a jednad se pouze o zastupce pro jednu z hodnot ,—“ nebo ,x“. Naproti
ostatnim hodnotam, hodnota ,,?“ nemé zadny vztah k redlné doméné atributii
vstupnich dat.

AP x] =10 x]) (=] ]

Tabulka 1: Pravdivostni tabulky spojek Kleeneho tiithodnotové logiky.
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V pripadé, kdy vyrokova formule odpovidajici atributové implikaci A = B ob-
sahuje kazdou vyrokovou proménnou nejvyse jedenkrat (plati AN B = (}), potom
Kleeneho tfihodnotova logika odpovida predstavené sémantické definici platnosti
a splnitelnosti atributovych implikaci. Jelikoz atributova implikace A = B plati,
pravé kdyz plati A = (B \ A), mizeme pfedchozi pouZit pro vypocet platnosti
libovolné atributové implikace v netiplném formalnim kontextu. Kleeneho tiihod-
notova logika ovSsem nedostacuje pro vypocet platnosti libovolné mnoziny atri-
butovych implikaci, protoze vyrokova formule odpovidajici mnoziné atributovych
implikaci miize nevyhnutelné obsahovat nékterou vyrokovou proménnou vicekrat.

2.2.3. Aplikace modalni logiky

Ve ¢lanku Obiedkova [8] je predstavena modalni logika navrzend za tcelem
vyhodnocovani libovolnych formuli nad atributy daného netplného formalniho
kontextu.

Modalni logika rozsituje predikatovou logiku o operatory vyjadiujici moznost
a nutnost. Je v ni tedy mozné formalizovat vyroky typu ,,Je mozné, ze dnes bude
prset.“. Sémantika modalni logiky je zaloZena na tzv. mozZnych svétech, pricemz
mozné svéty mohou byt jeden z druhého dosazitelné.

V nasem pripadé definujeme mozné svéty jako vSechny netplné kontexty nad
danou mnozinou atributi Y a také vSechny podmnoziny Y (reprezentuji mozné
intenty objektit). Z netplného formalniho kontextu C' = (X, Y, {x, —, 7}, I) jsou
dosazitelnd vSechna jeho zuplnéni a vSechny intenty objektd téchto ziplnéni.
Z mnoziny atribut neni dosazitelné nic dalsiho. Interpretace tfeti pravdivostni
hodnoty je dana jako ,nesmysl“, coz ovliviiuje vyznam modalnich operatora. Vy-
rok ,,Je nutné, ze ¢.“ je v mozném svété w pravdivy, jestlize je pravdivy v kazdém
svéte dosazitelném z w, ve kterém ma smysl a jen pokud takovy existuje. Dale
tento vyrok nemé smysl ve svété w, pokud neméa smysl v zadném z dosazitelnych
svetll z w nebo kdyz z néj neni zadny svét dosazitelny. Mnozina atributovych
implikaci A je platna, tehdy a jen tehdy, pokud je pravdivy vyrok ,Je nutné,
ze ¢.“, kde ¢ je formule odpovidajici A, coz je konjunkce formuli odpovidajicich
jednotlivym atributovym implikacim, jak jsou popsény v poznamce 1.27. Splni-
telnost A je ekvivalentni pravdivostni hodnoté vyroku ,,Je mozné, Ze je nutné ¢.“,
kde ¢ je stejna formule jako v predchozim piipadé.

Predstavend modalni logika jiz netrpi nedostatky zminénymi u Kleeneho tii-
hodnotové logiky. Pravdivostni tabulky zakladnich logickych spojek predstavené
modalni logiky lze nalézt v tabulce 2. Dalsi logické spojky se definuji jako v kla-
sické vyrokové logice.
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!AH-\:\X\ = -[rx] (=]

Tabulka 2: Pravdivostni tabulky spojek modélni logiky pro formule nad atributy
v neuplném formalnim kontextu.

V pravdivostnich tabulkach logickych spojek predstavené modalni logiky je
treti pravdivostni hodnota i na mistech, kde Kleeneho tithodnotova logika udava
jednu ze dvou klasickych pravdivostnich hodnot. To je ddno pravé interpretaci
tfeti pravdivostni hodnoty jako ,nesmysl“. Jinymi slovy, pokud vyrok obsahuje
nesmyslnou cast, tak je vzdy cely nesmyslny.

2.2.4. Struktura algoritmu explorativni analyzy

Nyni jiz mtzeme predstavit zékladni strukturu algoritmu explorativni ana-
Iyzy, jak byla ptivodné predstavena nad Kleeneho tithodnotovou logikou. Zajem-
ctim o hlubsi studium této metody doporucuji zejména ¢lanky Holzera [5],[6].

1. Uzivatel na po¢atku zadd netplny formalni kontext (mtize obsahovat otaz-
niky), ktery ozna¢me jako aktudlni. Déle muZe zadat néjakou vlastni zna-
lost ve formé atributovych implikaci, tzv. background knowledge, o univerzu
vstupnich dat. Mnozina pfijatych atributovych implikaci se inicializuje na
prazdnou mnozinu (na poc¢atku neni pfijatd zadna).

2. V j-tém pribézném kroku oznac¢me aktualni kontext jako C;. Algoritmus
zvoli atributovou implikaci A = B, kterd je splnitelna. Pficemz A je
nejmensi (vzhledem k ,C“) mnozina, ve které jsou platné vSechny doposud
pfijaté atributové implikace a B = {y € Y | A = {y} je splnitelna v C;}.
Pokud takova atributovd implikace neexistuje, algoritmus konc¢i. Mno-
zina B tedy obsahuje vsechny atributy y, pro které je atributova impli-
kace A = {y} splnitelnd v aktudlnim kontextu. Pokud A = B je od-
voditelnd (pomoci Armstrongova axiomatického systému) z mnoziny do-
posud piijatych atributovych implikaci a zadané vlastni znalosti, je pfi-
jata automaticky. Jinak je uzivateli polozen dotaz, zda je atributova impli-
kace A = B platna v daném univerzu.

e Pokud uzivatel odpovi ,ano“, potom je atributova implikace A = B
pridana do mnoziny pfijatych atributovych implikaci.

e Pokud uzivatel odpovi ,ne“, musi zadat objekt (fadek tabulky), ktery
je protipfikladem atributové implikace A = B. Novy radek mtize ob-
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sahovat opét otazniky. Objekt odpovidajici takovému fadku je pridan
k aktualnimu kontextu.

Pokud uzivatel odpovi ,nevim“, potom musi piesné specifikovat, pro
které b € B je platnost atributové implikace A = {b} neznama.
Ozna¢me Z; = {b € B | platnost A = {b} je neznama}. Pro kazdy
atribut b € Z; algoritmus vytvori imaginarni objekt, ktery je nejmensi
(vzhledem k informa¢nimu uspofadani) protipiiklad pro atributovou
implikaci A = {b}. Takovy objekt méa vSechny atributy z A, neméa
atribut b a ostatni atributy jsou neznamé. Pokud B\ Z; # A, pak
atributova implikace A = B\ Z; je pfiddna do mnoziny piijatych
atributovych implikaci.

Po dokonceni algoritmu explorativni analyzy miize byt tieba dodatecnych
akci. Jednou takovou akci je napriklad odstranéni nadbytecnych imaginarnich
objekti. Mize totiz nastat situace, ze atributova implikace A = {b}, o které se
nevi zda je platnd, plyne z vysledné mnoziny prijatych atributovych implikaci.
V takovém pripadé je nutné odstranit imaginarni objekt, ktery byl pridan jako
protiptiklad pro tuto atributovou implikaci. Dale lze odebrat nadbytecné imagi-
narni protipiiklady pro atributové implikace, pro které ve vysledném kontextu
existuje redlny protiptiklad.

Otazkou zustava, jak zaplnit netplny formalni kontext na zakladé vyslednych
atributovych implikaci. Ozna¢me 7" mnozinu atributovych implikaci, které maji
byt platné ve zuplnéni netiplného kontextu C' = (X, Y, {x,—,?7},I). Je mozné
nahradit hodnotu ,,7“ pfislusnou objektu x € X a atributu y € Y hodnotou

e x“ - pokud existuje A = B € T takovd, ze A C 2" a y € B;

e ,—“- pokud existuje A = B € T takova, ze v € A, A\{z} C2”a B ¢ z°.

2.3.

Zuplnovani pomoci maticové faktorizace

Metoda zuplnovani netplného formalniho kontextu pomoci maticové faktori-
zace byla pfedstavena v ¢lanku Piskové, Pera, Horvatha a Krajéi [9], ze kterého
jsem pfi zpracovani této casti vychazel.

Nejdrive pripomeneme pojmy matice daného typu a mmnoZina vsech matic
danéeho typu, zejména k ujasnéni znaceni.
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Definice 2.7 (matice).
Necht T je ciselné téleso a m,n € N. Pak zobrazeni

A A{L2,... om}x{1,2,....n} =T

se nazyvd matice typu m X n, kterou zapisujeme jako obdélnikové schéma

a1 a2 - Q1

a1 Q2 -+ d2p
A= :

Am1 Am2 - Amn

kde a;; = A(i, 7). MnoZinu vSech matic typu m x n nad ciselnym télesem T
znacime Myn(T).

2.3.1. Faktorizace matice

Maticova faktorizace je Casto pouzivand metoda v oblasti dolovani dat. Po-
moci ni 1ze rozlozit matici na mensi matice tzv. faktory, které pfi zpétném slozeni
davaji aproximaci ptivodni matice. Pro faktorizaci matic existuje nékolik metod.
Jednou z nich je stochastickd gradientni faktorizace. Vystupem této metody pro
matici C' € M|x|xy|(R) je dvojice matic W € M|xxx(R), H € Myxx(R)
takova, ze WHT = C' aproximuje matici C, znaceno C' ~ ¢’ = WHT. Cislo K
udava pocet faktort. Necht z;; € C' je neznamé hodnota. Odhad w;; je x/., ktery
je dan jako

Z]’
l’;j = (WHT)U

Jinymi slovy, odhad nezndme hodnoty v C' je hodnota na dané pozici ve vy-

pocitané aproximaci C’. Nyni je potieba vyfesit, jak ziskat takové C’, které dobre

odhaduje nezname hodnoty. Za timto tcelem se C' rozdéli do dvou komplemen-

tarnich ¢asti Ctrain Ctest tzn. Ctrain C O Ctest = '\ C'*", Mnozinu C*rein

oznac¢me jako tréninkovou mnoZinu a C***' jako testovaci mnoZinu. Aproximace C’

je urcéena pouze ze znamjch hodnot z C"%" a pfesnost této aproximace je ddna
pomoci smérodatné odchylky nad matici C**!, ktera je dana jako

Ctest sz]ecww (@i;—a; 9)2
Ctest ’

kde x;; jsou pouze zname hodnoty z C'™. Zapocitdvame jen zndmé hodnoty,
protoze u neznamych hodnot nemame jak spocitat odchylku odhadu. Cilem je
nalézt takové C” (respektive W, H), pro které je smérodatna odchylka minimalni.
Za timto ucelem se pouzije stochasticka gradientni metoda, ktera hleda minimum

funkce
> (i — 2)? + A wil >+ [1Ry]1%),

Tij eCtrain
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kde w; je i-ty fadek matice W, h; je j-ty fadek matice H, A je parametr, ktery
zabranuje tzv. preuceni. Preuceni je jev, ktery nastava, kdyz jsme schopni velmi
presné odhadovat data v tréninkové mnoziné, ale odhad nad testovaci mnozinou
selhava.

2.3.2. Hledani vhodné faktorizace

Ve fazi hledani vhodného rozkladu matice C' jsou nejprve matice W, H ini-
cializovany na ndhodné hodnoty. Déale dle vypocitané odchylky se inkrementalné
upravuji jejich prvky. Tyto tpravy ovliviiuje dalsi volitelny parametr. Celkoveé
tedy existuje nékolik parametri faktorizace, které je tfeba zvolit.

P¥i snaze ziskat vhodné W, H miiZze nastat situace, kdy prvky Ot 5 Ctest
nesdili zddné podobné rysy. K zabranéni tomuto jevu lze pouzit tzv. n-fold cross
validaci, kde data rozdélujeme do n stejné velkych casti. Zvolime sadu parame-
tr faktorizace a pro kazdou zvolenou ¢ast vypocitame pomoci predchozi metody
faktorizaci jejiho dopliiku a spocitdme smérodatnou odchylku pro tuto cast. Vy-
sledné smérodatné odchylka pro C’ s danymi parametry uceni je potom priameér
vSech smérodatnych odchylek jednotlivych ¢asti. Po vyzkouseni nékolika sad pa-
rametri faktorizace vybereme tu s nejmensi vyslednou smérodatnou odchylkou.

2.3.3. Experimenty

V ¢lanku [9] lze nalézt tii experimenty s timto druhem zupliiovani. Pouzita
data byla vybrana z UCI machine learning repository [10], u kterych byly prove-
deny testy s riznym procentem neznamych hodnot (10 %, 20 %, 30 %). Primérna
Uspésnost v téchto experimentech byla okolo 55 %. Zajimavé ale je, Ze u dvou
ze t11 provedenych experiment byla tspésnost témér identickd, nezavisle na pro-
centu neznamych dat. Jelikoz se jednd o experimentalni metodu, autori ¢lanku
tento fakt dale nijak nekomentovali.

2.4. Ostatni pristupy

Problematika netplnych dat se stale rozviji a jiz existuje nekolik metod pro
jejich zpracovani pomoci FKA. V predchozich ¢astech jsem podrobnéji rozebral
dva vybrané pristupy. V této Casti nékolika malo vétami shrnu obsah dalsich
¢lankt, které jsem v této oblasti studoval.

V ¢lanku Lia a Yaa [11] je rozvedena idea $kdlovani neuplného formalniho
kontextu. Vime, Ze netplny formalni kontext je vlastné specialni ptipad vice-
hodnotového kontextu. V prvni kapitole je popsan proces skdlovani netuplného
kontextu, ktery vede k ziskani bindrniho formalniho kontextu. V tomto ¢lanku se
autori zabyvaji zavislostmi mezi jednotlivymi atributy a jejich vlivem na volbu
skal a zptisob skalovani netuplnych forméalnich kontextii.
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Jednim z pristupi, ktery neni zaloZeny na predzpracovani dat, ale na prizpt-
sobeni/rozsifeni metod FKA pro netplna data je pfedstaven v ¢lanku Krupky
a Lastovicky [12]. V ném je pfedstavena metoda konstrukce konceptualniho svazu
pro netplné formalni kontexty a to takovym zptisobem, ze vysledny konceptualni
svaz v sobé nese informace o konceptualnich svazech vsech moznych ziplnéni.
Tato teorie méa jako sviij zaklad vicehodnotovou logiku, kde mezilehlé stupné
pravdivosti predstavuji bud proménné nebo hodnoty vypocitané z téchto pro-
ménnych pomoci logickych operaci.

Dalsi pristup ke zupliovani netplnych formalnich kontextd je predstaven
v ¢lanku Othmana a Yahia [13]. Pfedstavend metoda je zaloZena na asocia¢nich
pravidlech a tesi problém konfliktu pravidel pfi jejich pouziti pro zupliovani.
Konkrétneé, je zde predstavena mira pro asocia¢ni pravidla, dle které se vybere
vhodné asocia¢ni pravidlo, na zakladé kterého se doplni neznadméa hodnota. Pted-
stavena metoda ale nezarucuje, ze po jejim provedeni dostaneme tplny formalni
kontext.
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3. Vlastni vysledky

Pii studiu formalni konceptualni analyzy nad netplnymi daty jsem se
zaroven snazil prijit s vlastnimi poznatky z této oblasti. Jako prvni jsem zkoumal
experimentalni metodu zipliiovani netiplného formalni kontextu, ktery obsahuje
pravé jeden otaznik. Jedna se tedy o problém predikce pravé jedné neznamé
hodnoty. Tomuto je vénovana prvni ¢ast této kapitoly. Ukézalo se, ze tento
problém vede na jiny, obecnéjsi problém, ktery je neméné zajimavy. Jedna se
o zkouméani zmén v konceptualnim svazu po odebrani incidence z prislusného
formalniho kontextu. Pravé tomuto tématu se vénuje druha cast.

V celé této kapitole je pouzito nasledujici znaceni:

e C = (XY, {x,—,7}, K) - netplny formalni kontext vstupnich dat, ktery
obsahuje pravé jeden otaznik prislusny objektu xg a atributu yp.

o C(I)=(X,Y,{x,—,7},I) - Gplny formdlni kontext, ktery vznikne zuplné-
nim C nahrazenim otazniku hodnotou ,x*.

o C(J) =(X,Y,{x,—,7},J) - Gplny formAlni kontext, ktery vznikne zupl-

13

nénim C' nahrazenim otazniku hodnotou ,,—*.
e B, B(I), B(J) - prislusné konceptudlni svazy.

Formalni kontexty C(I), C(J) jsou uplné a lisi se pouze v relaci incidence.
Konkrétné, jedna vznikne z druhé odebranim/pfiddnim pravé jedné incidence
(xo,yo). Jelikoz jsou C(I), C(J) Gplné, lze je ztotoznit s klasickymi binarnimi
formalni kontexty C'(I) = (X,Y,I), C(J) =(X,Y,J).

3.1. Zuplnovani pomoci pocitani konceptua

Zuplnéni neaplného formalniho kontextu lze provést nékolika zpusoby, jak
je mozné vidét v predchozi kapitole. Jednim z prvotnich cili této prace bylo
prozkoumat experimentalni ptistup ke ziplnovani, ktery je zalozen na pocitani
konceptli. Idea této metody vzesla z experimentt pivodné provedenych pro
jinou praci. Tyto experimenty byly provedeny na nékolika vybranych formalnich
kontextech. Vysledkem byla zajimava tspéSnost predikce neznamé hodnoty
a proto jsem se této metodé vénoval.

Myslenka ztaplnéni netiplného formalniho kontextu pomoci pocitani konceptt je
nasledujici:

e Nechf vstupni data (netplny formalni kontext C') obsahuji pravé jednu ne-
zndmou hodnotu (jeden otaznik).
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e Zuplnime C nahrazenim otazniku hodnotou, ktera prislusi konceptualnimu
svazu s mensim poc¢tem koncepti. Jinymi slovy, pokud plati |B(.J)| < |B(I)],
hodnota pro ziplnéni je ,—“. Oproti tomu, pokud plati |B(I)| < |B(J)],
hodnota pro zuplnéni je ,x“. Pokud |B(I)| = |B(J)|, nelze na zakladé
tohoto postupu rozhodnout.

Vyvstava prirozena otazka, pro¢ by tento pristup mél fungovat. Z prvni kapi-
toly vime, ze formalni konceptualni analyza je metoda pro analyzu dat. Odhaluje
v datech shluky (forméalni koncepty), které mnohdy maji pfirozenou interpretaci
(pfedstavuji znAmy pojem). Dle pravidla ,spravna odpovéd je vzdy ta nejjedno-
dussi“ je spravné to zuplnéni, které obsahuje méné koncepti (je jednodussi). To
ale také znamena, ze tato metoda se vzdy snazi zjednodusit vzory ve vstupnich
datech a potlacuje prvky vymykajici se jiz pritomnym vzortim. Jinymi slovy, tato
metoda se nesnazi pfinést novou informaci do vstupnich dat, ale naopak se snazi,
aby tato informace zapadla do jiz pritomné struktury dat.

Jelikoz se jedna o experimentalni metodu, bylo nutné provést nékolik expe-
rimentd. Aby tyto experimenty bylo mozné provést, zaméril jsem se prvotné na
hlubsi zkoumani tohoto problému a vytvoreni zakladniho algoritmu pro tuto me-
todu zuplnovani.

Naivni algoritmus pro zuplnéni pomoci pocitani konceptll spocita koncepty
v obou zuplnénich a porovna vypoctené hodnoty. Vypocet konceptualnich svazi
B(I), B(J) lze provést napiiklad nékterym z algoritmi, které jsou uvedeny
v prvni kapitole. Zaroven je vhodné se zamyslet, zda tento problém nelze TeSit
efektivnéji, protoze vypocet konceptualniho svazu je vypocetné velmi naroc¢ny. To
mé privedlo k problému odvozeni poc¢tu koncepti jednoho konceptualniho svazu
ze druhého. Dosel jsem k zavéru, ze pro tento tucel je vyhodnéjsi vychazet ze
znalosti B(I). Ukazalo se, Ze pro vypocet rozdilu po¢tu konceptti ani neni nutné
pocitat cely konceptudlni svaz B([I), ale staci vypocitat jeho uréitou ¢ast.

3.1.1. Zakladni pojmy a jejich vlastnosti

Nejprve zavedeme vhodné pojmy k uchopeni predstaveného problému. Jako
prvni objasnime vztah, ktery mezi sebou maji sipkové operatory 7,17 +1 47 pii-
slusné obéma moznym zuplnénim. Néasledujici véta je velmi casto vyuzivana ve
zbytku této kapitoly a je vhodné ji dobfe prostudovat.

Véta 3.1 (vztah Sipkovych operatort 7,17 41 +7),
Pro libovolnou A C X a B CY plati

Aty — Al jestlize xg & A, B — B4 jestlize yo ¢ B,
AV {yo} Jestlize x € A, B4\ {xo} jestlize yo € B.

Konkrétne, ATV C At ¢ B¥7 C B¥r.

Diikaz. Thned ze zavedeni C'(I), C(J) a z faktu, ze J = I \ {(z0,v0)}- O
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Pti zkoumani B(I) a B(J) si lze vSimnout, ze mohou sdilet nékteré formalni
koncepty. Zavedeme tedy pojem stabilni koncept. Jako stabilni oznac¢ime koncepty
patfici do konceptudlnich svazii obou zuplnéni C(I), C(J). To znamend, Ze pii
vypoctu B(I), B(J) neni nutné tyto koncepty pocitat dvakrat.

Definice 3.2 (stabilni koncept).

Koncept c € B(I) U B(J) nazveme stabilnim, pravé kdyz ¢ € B(I) N B(J).
Koncept c € B(I) U B(J) nazveme nestabilnim, pravé kdyz neni stabilni.
Pojem stability rozdéluje koncepty B(I), B(J) na dvé disjunktni mnoZiny, které
tvofi pokryti vSech konceptti v kazdém z téchto konceptualnich svazi. Kazdy
koncept je bud stabilni nebo nestabilni. Pfi vypoctu B(7), B(J) neni nutné sta-
bilni koncepty pocitat vicekrat. Naopak nestabilni koncepty jsou pravé ty, které
patii pravé do jednoho z B(I), B(J). To znamend, Ze se mizeme zaméfit pouze
na urcitou podmnozinu konceptl a zabyvat se vlastnostmi jen téchto konceptii.

Za timto ucelem definujeme ¢tvefici operatori, které nam v tomto pomohou.

Definice 3.3 (operatory =, o, ¥ x).

Pro koncept c = (A, B) € B(I), d = (C,D) € B(J) definujeme
CD — (AD,BD> — <ATJ¢J,ATJ>7 o= (AD,BD> — <B~LJ’B¢JTJ>’
d® — (C&,D®> — <D¢17D¢m>7 dg = <C&7D®> — <C’T’“,C’T’).

Z piedchozi definice je jasné, Ze pro libovolné ¢ € B(I) plati 7, cq € B(J). Po-
dobné, pro libovolné d € B(J) plati d¥, dx € B(I). Ugelem operétort z predchozi
definice je zachytit urcité spojeni mezi koncepty z B(I) a B(J), které s vyhodou
vyuzijeme pii tvorbé cilového algoritmu.

Ukézalo se, ze dvojice (M%) (g,g) maji vlastnosti podobné Galoisovym ko-
nexim, coz je vitané, ale nejedna se primo o Galoisovy konexe. Netvoii antitonni
Galoisovy konexe, protoze vsechna zobrazeni jsou izotonni. Netvori ani izotonni
Galoisovy konexe, protoze v takovém pfipadé slozené operatory tvori uzavérovy

a vnittkovy operator. V nasem pripadé jsou oba slozené operatory stejného typu.

Teorém 3.4 (vlastnosti operatorti &, 0, ¥, ).
Necht c € B(I), d € B(J). Zobrazeni c — 7, ¢+ cq ad— d¥, d— dy jsou
1zotonni a splnugt

¢ < B d < d*°, AHO _ A d5OR — g2

¢ > com, d > dgn, oo = ¢o, dyox = dx.

Diikaz. Dokazeme, ze predchozi plati pro zobrazeni ¢ — 7 a d — d®. Diikaz pro
c— cgad— dyg je dudlni.

Necht ¢; = (A1, By), co = (As,By) € B(I), ¢1 < ¢3. Potom A; C A,
a Al7V7 C AV takie ¢F < )"

Necht dy = (Cy,Dy), do = (Co,Ds) € B(J), di < dy. Potom Dy C Dy
a D31 C DI takze di® < dy”.
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Dale necht ¢ = (A, B) € B(I). Z véty 3.1 madme A" C AV, Z toho, ze
A = Altht C AM1 dostdvdme ¢ < P®. Obdobng, pro d = (C, D) € B(J),
DVY7 C DY takze DV17 C DWWy = D a tedy d < d®F.

K dokazani platnosti ¢?*~ = M staci dokézat, Ze pro extent A konceptu c
plati ATHts = Al Dle véty 3.1 existuji dvé moznosti: bud A" = A’ nebo
AV = A\ {y}. V prvnim ptipadé AT7+1T7 = AT plati trividlng z vlastnosti Ga-
loisovych konexi. Ve druhém piipadé A7+ = AT (7 véty 3.1, protoze yy ¢ A1V)
a ATty = ATty = AT Rovnost d¥7% = d¥ se dokazuje analogicky. O

Ptimym dtsledkem predchoziho jsou vlastnosti zobrazeni, kterda vzniknou sloze-
nim ¢ — ¢, d+— d® a ¢+ ¢, d— dg. Jednotliva slozend zobrazeni vzdy tvoii
uzavérovy nebo vnittkovy operator.

Dusledek 3.5 (slozené operatory ™% og).
Slozend zobrazeni ¢ — ™%, d — d*F jsou uzdvérové operdtory.
SloZend zobrazeni ¢ — cox, d — dgpg jsou vnitrkovée operdtory.

Pti zkoumani zavedenych operatorti si lze vSimnout nékolika zjevnych vlastnosti,
které jsou uzitecné jednak pro zjednoduseni jejich vypoctu, ale také pro dokazo-
vani dalsich netrividlnich vlastnosti.

Véta 3.6.
Pokud pro koncept ¢ € B(I) plati ¢ = ¢, potom ¢ = 7.
Pokud pro koncept ¢ € B(I) plati ¢ = cq, potom ¢ = cog.

Diikaz. Trivialné z definice operatort ™, 0. m

Véta 3.7.
Pro koncept ¢ = (A, B) € B(I) plati A" = AV prdvé kdyZ B¥ = BV,

Diikaz. Pokud B = AT = A" potom
AC Atbr — Atids — Bl C B — A

a tedy B¥ = B%. Opacné implikace se dokazuje analogicky. O

V dalsi ¢asti textu budeme potiebovat pojem interval ve svazu, ktery pouzijeme
pri zkoumani stability koncepti.

Definice 3.8 (interval ve svazu).
Necht (L, <) je svaz. Mnozina K C L se nazgvd interval ve svazu, nebo pro
jednoduchost pouze interval, jestliZe existuji prvky a,b € L takové, Ze plati

K={keL|a<k<b} znaceno la,b.
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Vlastnost stability ma pro tvorbu cilového algoritmu velky vyznam a je zasadni
presné identifikovat stabilni koncepty. Pokud je koncept stabilni, vime, Ze se vy-
skytuje v obou konceptudlnich svazech B(I), B(J). Identifikaci stabilnich kon-
ceptil zaroven identifikujeme i nestabilni koncepty, jelikoz koncept je nestabilni,
pravé kdyz neni stabilni. Stabilni koncepty v B(I) lze popsat nékolika ekvivalent-
nimi zpusoby, jak ukazuje nasledujici teorém.

Teorém 3.9 (stabilni koncepty v B([)).
Pro libovolny koncept ¢ € B(I) je nasledujici ekvivalentni:

~

c & [v1(xo), ur(yo)],

2. ¢ je stabilni,
3
4. ¢ =co,
5

Diikaz. 1. = 2.: Necht ¢ = (A, B) ¢ [vi(z0), pt1(yo)]- Potom bud plati zo ¢ A
nebo yy ¢ B. Pokud napiiklad, 2o ¢ A, potom dle véty 3.1, B = At = A7 coz
je dle vty 3.7, pravé kdyz BY = B¥/. Tim padem c € B(J), takZe c je stabilni.
Dukaz pro ptipad yo ¢ B je dudlni.

2. = 3. = 4. = b5.: Z definice, ¢ = (A, B) je stabilni, pravé kdyz
Al = AT a BY = BV 7 véty 3.7 vime, Ze podminka AT = A1 je ekvivalentni
B% = B%. Pouzitim tohoto pozorovani jsou dané implikace trividlni.

5. = 1.: Z toho, Ze ¢© = ¢ mame AV = B a AV = BWT to
ale znamena, ze ¢ € B(J), coz vylucuje pravé koncepty z [vyr(xo), pr(vo)], pro-
toze (xo,v0) ¢ J. O

Ptedchozi teorém udava popis stabilnich konceptit v B(I) a to nékolika ekviva-
lentnimi zpusoby. Obdobné lze popsat stabilni koncepty v B(.J).

Teorém 3.10 (stabilni koncepty v B(J)).
Pro libovolny koncept d € B(J) je ndsledujici ekvivalentni:

1. d je stabilnt,
d= dIZ;
d=d%,

d® je stabilni,

SR

dx je stabilni.
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Diikaz. 1. = 2.: Z definice, d = (C, D) je stabilni, pravé kdyz C17 = C1
a DY = DV Dle definice operatoru g rovnou dostavame d = dy.

2. = 3.: Z toho, 7e d = dx mame D = C"V = CM1 a C = CT¥1, takze
C = D, To ale znamen4 d = d*.

3. = 4.: Aby bylo d® stabilni, musi platit d® = (D%, D¥'1) € B(J).
Z toho, 7e d = d® mame C' = D¥ = DV a D = DV1 takze d* € B(J).

4. = 5.: Z definice, d® = (D%, D411} je stabilni, pravé kdyz DV17 = Dvitz
a DVTibr — phtiir — Dl takze DV = DV = (C. Déle z toho, ze d¥
je stabilni, musi platit d® = (D%, D¥') € B(J). Dohromady dostavdme
dg = (CTv Oy € B(J).

5. — 1. 7 definice, dg = (CT+ CM1) je stabilni, prave
kdyz Ctvits = Cctutt = Ch 5 COhvr = (W4 takze v disledku
véty 3.1 CT7 = (C% = D. Déle z toho, %e dx je stabilni musi platit

dg = (C'41 1) € B(J). Dohromady dostavame (CTrvr CT1) = (CTv1 O17) =
(DV1, D) € B(J), takZe také DY = D/ a to dle definice znamena, e d je sta-
bilni. [l

Z ptedchozich poznatkd plyne dilezité pozorovani o struktufe nestabilnich kon-
ceptu v B(I).

Dusledek 3.11.

Nestabilni koncepty v B(I) tvori pravé interval [y(xo), pr(yo)]-
Predchozi také znamend, ze koncepty z B(I) \ B(J) jsou pravé koncepty
z [v1(xo), pr(yo)], coz je vitana vlastnost. Pokud napfiklad chceme prozkoumat
vSechny nestabilni koncepty, tak vlastné zkoumame jeden dany interval. Je nutné
si uvédomit, ze pro nestabilni koncepty v B(.J) podobné tvrzeni neplati a tedy ne-
tvori interval. To je také jeden z divodii, proc¢ je vyhodnéjsi vychazet ze zuplnéni
C(I) a ne z C(J). Dalsim dtavodem je snadnéjsi popis moznych zmén, kterymi
muze koncept projit po odebrani dané incidence.

Daéle se zaméfime na nestabilni koncepty v B(J). Nasledujici teorém ukazuje,
ze pro kazdy takovy koncept existuje pravé jeden nestabilni koncept v B(I), ktery
se na néj zobrazi pomoci operatoru = nebo n.

Teorém 3.12.

Pro libovolny nestabilni koncept d = (C,D) € B(J) ezistuje prdvé jeden
¢ € [i(xo), i (yo)] takovy, Ze

c=d® = dg a platy ™ =d nebo cg=d.

Diikaz. 7 toho, Ze d je nestabilni, musi platit bud C' # C1/ nebo DV #£ D4,

Predpokladejme, ze CT1 # C1V. Z véty 3.1, mg € C, yo ¢ D a CTt = DU {y}.
Takze, d® = dg = (C, D U {y}). Polozme ¢ = d* a ihned dle definice dostdvame
M =d.
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Podobné pro p¥ipad DV # DV, Z véty 3.1, 29 ¢ C,yo € D a D = CU{x}.
Takze, d® = dg = (C' U {x0}, D). PoloZzme ¢ = dgx a ihned dle definice dostdvame

co = d. Jednoznacnost je trivialni. O]

Dle pfedchoziho teorému, pro kazdy nestabilni koncept v B(J) existuje pravé
jeden nestabilni koncept v B(I) takovy, Ze mezi sebou maji vztah dany opera-
tory =, ¥ nebo o, x. Navic v diitkazu tohoto teorému je specifikovan i presny popis
téchto nestabilnich konceptt v B(I).

Déle je nutné prozkoumat opac¢nou stranku véci, zda pro kazdy nestabilni kon-
cept v B(I), spliiujici danou podminku, existuje odpovidajici nestabilni koncept

v B(J).

Véta 3.13.
Necht ¢ = (A, B) € [v1(x0), 1(yo)] takovy, Ze ¢ = com, potom

d=cg=(A\{xo},B) € B(J) a také c=dx.
Necht ¢ = (A, B) € [vi(xg), ur(yo)] takovy, Ze ¢ = 7%, potom
d=c>= (A B\ {y}) € B(J) ataké c=d".

Diikaz. Dokazeme prvni ¢ast, diikaz druhé je dudlni. Dle véty 3.1, dostavame
BY = BY\ {xg} = A\ {z0}. Z toho, Ze ¢ = cog mame B = B!, Takze
B = B"11 = (A\ {zo})" = (A\ {zo})", tim padem d € B(J) ataké ¢ = dg. [

Dtisledkem predchozich tvrzeni je skutecnost, Ze kazdy nestabilni koncept
v B(J) lze vyjadfit pomoci operdtorit Y, 5,¥ g z pravé jednoho konceptu
v [y1(@o), p(yo)]-
Dtsledek 3.14.
Plati ¢ = (A, B) € [v1(x0), 1(yo)], ¢ = com, p-k. co = (A\ {xo}, B), ¢ = dx.
Plati c = (A, B) € [y1(x0), u1(0)], ¢ =%, p.k. & = (A, B\ {yo}), c=d*.
Necht ¢ = (A, B) € [vi(wo), ur(yo)] takovy, Ze ¢ # %, ¢ # com, potom plati
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Priklad 3.15.
Priklady kontextii s miznymi typy koncepti vzhledem k operdtorim %, 0.

’ H%\yﬂys‘yo‘

!x\\go\?ﬁ\?f\ T T <7
o4 T X | X
7 T3 X X
o)

Ty X X

(a) Nejmensi koncept je

pevnym bodem obou ope- (b) Dva koncepty jsou pevnymi

body obou operatort.

ratort.
L vl w] L vl [w] L vl v
o x | ? o || 7 | X o || 7 | X
1 x | % x| x| x| X 1 || %
To X T To
(c) Koncept je pevnym (d) Koncept je pevnym (e) Kombinace piedcho-
bodem g, ale ne U, bodem ¥ ale ne 0. zich dvou prikladi.
’ Hyl‘y2‘y3‘y4‘y0‘
! Hyo\yz\y?,‘ x X X |7
o || 7 1 X | X | X
T || X | X To X
T3 x3 || X | X X
(f) Koncept neni pevnym L4 X
bodem ani jednoho ope- (g) Dva koncepty nejsou pevnym bo-

ratoru. dem ani jednoho operatoru.

Je dobré si v§imnout, ze formalni kontexty z prikladi 1b, 1g lze dale rozsifo-
vat zjevnym zpusobem a tim ziskat priklady kontextti, které budou obsahovat
libovolny pocet konceptti s prislusnymi vlastnostmi.

3.1.2. Algoritmy pro odvozeni poc¢tu konceptiit moznych zaplnéni

Nyni jiz mame dostatecné prozkoumané zakladni pojmy k sestaveni algoritmu
pro odvozeni po¢tu koncepti B(.J) na zakladé B(I). Je tfeba projit vSechny ne-
stabilni koncepty v B(I) a uré¢it, zda jsou pevné body operatortt "%, ox. Diilezité
jsou néasledujici dvé situace:

1. Nestabilni koncept ¢ € B(I) je pevnym bodem obou operatortt ™%, og. Takze
existuji dva koncepty v B(J), které maji vztah k ¢ dany operatory ¥, w.

2. Nestabilni koncept ¢ € B(I) neni pevnym bodem ani jednoho z opera-
tortt ", gg. TakZe neexistuje zadny koncept v B(J), ktery by mél vztah k ¢

dany operatory ¥, x.
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Algoritmus 3 Pocet koncepti B(.J) na zékladé B(I).

procedure DERIVECONCEPTCOUNT(B([))

count < |B(I)];
for all ¢ € [y7(xo), nr(yo)] do
if ¢ = and ¢ = ¢y then
count < count + 1;

else if ¢ # c?™ and ¢ # cog then

count < count — 1;
end if
end for
return count;
end procedure

> Pro vSechny nestabilni koncepty.

> Koncept se rozdéli.

> Koncept zmizi.

Dale muzeme predstavit algoritmus pro vypocet ziplnéni netiplného formal-
niho kontextu na zakladé pocitani konceptti. Prvni verze pocita se znalosti B(I).
Druhd verze naopak tuto znalost nepfedpokladd a pocita jen nutnou ¢ast B([)

k odvozeni rozdilu poc¢tu konceptti mezi B(I) a B(J).

Algoritmus 4 Zuplnéni na zakladé pocitani koncepti.

procedure GETMISSINGVALUEV 1(B(T))

BJCount < DeriveConceptCount(B(I));

if |B(I)| < BJCount then
return ’x’;
else if |B(I)| > BJCount then
return '—/;
end if
return '?’;
end procedure

procedure GETMISSINGVALUEV2(C)
BJdif + 0;
for all ¢ € [y;(zg), 11(y0)] do
if c =™ and ¢ = g then
BJdif + BJdif +1;
else if ¢ # ¢™® and ¢ # cox then
BJdif + BJdif —1;
end if
end for
if BJdif > 0 then
return ’'x’;
else if BJdif < 0 then
return '—/;
end if
return '?’;
end procedure

> Pouziti algoritmu 3.

> Napf. pomoci UpperNeighbor.
> Koncept se rozdéli.

> Koncept zmizi.

36



3.1.3. Experimenty

Pomoci algoritmu 4 jsem provedl nékolik experimentti. Prvni experimenty se
tykaly ndhodnych dat s rtiznou hustotou. Zvolil jsem tii omezeni na hustotu ge-
nerovanych dat. Pro kazdé zvolené omezeni hustoty jsem vygeneroval dva tisice
nahodnych formalnich kontexti C; = (X;,Y;, I), kde | X;| € [5,15], |Yi| € [5, 10].
Pro kazdy vygenerovany formalni kontext jsem postupné umistil nezndmou hod-
notu na vSechny mozné pozice a aplikoval algoritmus 4. Poté jsem dany formalni
kontext redukoval (1.2.) a provedl stejny postup jako v predchozim ptipadé. Re-
dukci jsem provadél za tucelem zjistit, zda je tato metoda zavisla na redundanci
dat. Celkové bylo provedeno okolo pét set tisic test nad ndhodnymi daty.

’ Hustota ‘ Uspésnost ‘ Nerozhodnuto ‘ ’ Hustota ‘ Uspésnost | Nerozhodnuto
0,13 51 % 40 % 0,13 24 % 45 %
0,50 41 % 27 % 0,50 32 % 23 %
0,87 46 % 31 % 0,87 9 % 13 %
(a) Vysledky experimentti nad ndhodnymi (b) Vysledky experimentt nad klarifiko-
daty. vanymi a redukovanymi daty z experi-
mentd (a).

Tabulka 3: Vysledky experimenti zipliovani pomoci pocitani koncepti nad na-
hodnymi daty riizné hustoty.

Dalsi experimenty, které jsem provedl, se tykaly znamych ukazkovych kon-
textl a vybranych realnych dat. Pouzité formalni kontexty lze nalézt na priloze-
ném CD nebo ve zdrojich uvedenych u jednotlivych formélnich kontext.

1. Datasety ptrevzaté z UCI machine learning repository [10]:

Zoo - zvitata v zoo a jejich vlastnosti;

(a)
(b)
()

)

(d) Post-operative patients - stav pacientii po operaci.

Shuttle - druhy raketoplant a vhodnost riznych druht autopilota;

Lenses - kontaktni ¢ocky a jejich vlastnosti;

2. Formalni kontexty pfevzaté z clanku Willeho [14]:

(a) Lattices - svazy a jejich vlastnosti;

(b) Tea ladies.
3. Formalni kontexty pfevzaté z ¢lanku Bélohlavka a Trnecky [15]:
(a) Sports - sporty a jejich vlastnosti;

(b) Drinks - napoje a jejich vlastnosti;
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4. Lives in water - pfevzato z knihy Gantera a Willeho [3].

5. Digits - prevzato z ¢lanku Willeho a Stahla [16], ¢isla a jejich vybrané
vlastnosti.

Postup pfi provadéni téchto experimentti, byl stejny jako v pripadé experi-
mentd nad ndhodnymi daty. Neznamé hodnota byla umisténa na vSechny mozné
pozice a poté byla vypocitana hodnota pro zaplnéni pomoci algoritmu 4.

Dataset H Objektu | Atributu H Uspésnost | Nerozhodnuto
Zoo 101 28 84 % 10 %
Shuttle 15 23 75 % 10 %
Lenses 24 12 41 % 17 %
Post-operative patients 90 25 60 % 15 %
Lattices 14 16 86 % 6 %
Tea ladies 18 14 62 % 13 %
Sport 28 16 81 % 11 %
Drinks 68 25 87 % 6 %
Lives in water 8 9 56 % 7%
Digits 10 7 23 % 21 %

Tabulka 4: Vysledky experimentti zipliovani pomoci poc¢itani konceptti nad ukaz-
kovymi a redlnymi daty.

Vysledky experimentt napovidaji, Ze nad ndhodnymi daty dava tato metoda
nahodné vysledky, coz je oc¢ekavané. Kdyby tomu tak nebylo, znamenalo by to,
ze bud jsou experimenty Spatné navrzeny nebo je na této metodé néco podezie-
1ého. To proto, Ze z ndhodnych dat by obecné nemélo byt mozné vycist jakoukoli
strukturu (vzor v datech) a tim paddem by tato metoda méla davat nahodilé
vysledky.

Experimenty nad ukazkovymi a vybranymi realnymi daty vykazuji pomérné
zajimavou uspésnost této metody. Situace, kdy nebylo mozné rozhodnout, které
zaplnéni zvolit, nastala v praméru u 12 % experimentti. Uspé&$nost ztaplnéni byla
v pruméru okolo 65 % a ve zbylych 23 % se zvolena hodnota lisila od ptvodni.
Po klarifikaci a redukci danych kontextt se tispéSnost snizila o 1-15 %, pricemz
prumérné uspésnost se snizila o 7 %. Procento situaci, kdy nebylo mozné roz-
hodnout, se zménilo jen nepatrné (£3%). V primeéru se tspésnost této metody
po redukci zhorsila, coz naznacuje, Ze tato metoda je ovlivnéna redundanci ve
vstupnich datech.
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3.2. Transformace konceptualniho svazu

P1i zkoumani metody zuplnovani netiplného formalniho kontextu pomoci po-
¢itani konceptti se postupné ukazalo, Ze tato metoda vede ke zkoumani zmény
konceptualniho svazu pii zméné dané incidence. Na zac¢atku mého zkoumani jsem
se na tento problém snazil divat jako na pridani incidence. Podrobnéjsim zkouma-
nim jsem dosSel k zavéru, ze pohled na tento problém jako na odebrani incidence je
vyhodnéjsi. Cilem bylo vytvorit algoritmus, ktery pomoci inkrementalnich tprav
transformuje B(I) na B(J). V celé této ¢asti tedy predpokladame znalost kon-
ceptudlniho svazu B(I), ktery chceme transformovat na B(.J).

3.2.1. Transformace koncepti

Z predchozi ¢asti jiz mame zavedené vhodné pojmy, které vyuzijeme i pfi fe-
seni tohoto problému. Jednoduchy algoritmus na transformaci pouze konceptt
(bez informace o sousedech) B(I) na koncepty B(J) je v podstaté shrnuti a uce-
leni vysledkd z ptfedchozi kapitoly. Obtiznéjsi casti je transformace informace
o sousedech koncepti, ke které je potieba dokazat nékolik dalSich tvrzeni.

Na B(.J) mtzeme nahlizet jako na B(I) po uréitych transformacich. Z ptredcho-
ziho dostavame, ze vSechny mozné transformace konceptt, které mohou nastat
pfi odebrani dané incidence, lze popsat pomoci operatortt ™%, ox. Konkrétné pro
koncept ¢ € [yr(xo), 111(yo)] se jedna o nasledujici ¢tyfi mozné transformace:

1. extent ¢ se zmensi o x,

2. intent ¢ se zmensi o yy,

3. ¢ se rozdéli na dva nové koncepty,

4. ¢ zmizi a zadna jeho ¢ast nebude konceptem v B(.J).

Tabulka 5 shrnuje vSechny pfedstavené vysledky tykajici se vztahii mezi
koncepty B(I), B(J).

Ptedchozi poznatky vedou na jednoduchou metodu konstrukce B(.J) z B(I). Pro
kazdy ¢ € B(I) je potfeba udélat nasledujici:

1. Pokud je ¢ stabilni, ptidej ¢ do B(J).

2. Pokud c neni stabilni, pak kazdy nestabilni prvek z mnoziny {c", cg} ptidej
do B(J).

Touto metodou je zajisténo, Ze vSechny koncepty patiici do B(J) budou pii
konstrukci pridany a kazdy z nich bude pridan pravé jednou.
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[ d=(C,D) e B(J
Obrazek Kontext c=(A,B) € B(I) (e :<(E,F>) c B((}))
| [w]w]w]
o ? ¢ je stabilni d je stabilni
7d € B Inn B J ? )
e d € B(I)NB(J) o T T x ¢ ¢ [vi(zo) pr(yo)] | d=d® = dg
T2 X X
Y1 | Y2 | Yo
ce BI)\B(J), Z0 x |7 zmens§i se intent, zvétsi se intent,
deB(J)\B([) 1 X X X CZCD®7C¢CD® y0¢D7d¢d®:C
z2
Yi | Y2 | Yo
ce BI)\ B(J), o x |7 zmensi se extent, zvEtsi se extent,
de B(J)\ B(I) o1 % % c# M c=cog 20 ¢ C, d#£d® =¢
z2 X
Y1 | Y2 | Yo
o X ?
1 X X
ce BI)\B(), r2 ¢ se rozdéli, d a e se spoji,
d e B(J)\ B(I) ’ H " ‘W‘yo‘ c=cM®, ¢c=cox dg =B =c
xo X X ?
1
€2
y1 |y ‘ ys ‘
1
z ?
z3 ¢ zmizi
€ B(I)\ B(J ) _
¢ D\ B(J) ’ H yl‘yZ‘yO‘ c# ™ ¢ ey
o) X ?
1 X X X
) X

Tabulka 5: Shrnuti vztahi mezi koncepty B(I) a B(J).
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Algoritmus 5 Transformace B(]), bez informace o struktufe, na B(J).

procedure TRANSFORMCONCEPTS(B(I))
for all ¢ = (A, B) € [vi(z0), ps(yo)] do
B(I) < B(I) \ {c};
if ¢ = cgx then
B(I) < B(I) U{co};
end if
if ¢ = ™™ then
B(I) «+ B(I)u{c};
end if
end for
end procedure

3.2.2. Transformace struktury konceptualniho svazu

Nyni se zaméfime na rozsifeni algoritmu na transformaci koncepta B(I) na
koncepty B(J) tak, aby pracoval i s informaci o struktufe (sousedskych vzta-
zich). Cilem je tedy vytvorit algoritmus, ktery konceptudlni svaz B(I) transfor-
muje na B(J) a to véetnd struktury. VyuZijeme jiz zavedené operatory “n, ¥,
a podivame se na jejich strukturalni vlastnosti. Zejména dilezité jsou uzavérové
operatory ¥ mx. Nasledujici véta se zaméfuje pravé na tyto operatory. Kon-
krétné, pokud se vysledek aplikace operatoru ™ (gg) na koncept c lisf od ¢, jaké
jsou vlastnosti ¢7® (cog).

Véta 3.16.
Necht ¢ € B(I), ¢ # ™%, potom ™% je horni soused konceptu c.
Necht ¢ € B(I), ¢ # com, potom cox je dolni soused konceptu c.

Diikaz. Trivialné z definice operatort ™¥, 0. ]
Aplikaci operatorit ™, % na koncept ¢ tedy vzdy ziskdme jedno z nasledujicich:
e c =™ — ¢ je pevny bod operatoru 7%,

® ¢ = cox — ¢ je pevny bod operatoru pg,
e ™™ je horni soused c,
® (x je dolni soused c.

Tim padem vime, Ze [com, %] tvoii neprazdny interval. Je tedy vhodné za-
myslet se nad vlastnostmi konceptii v tomto intervalu.

Véta 3.17.
Kazdy koncept z [com, %]\ {c} je stabilni.
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Diikaz. Necht ¢ = (A, B). Piedpokladejme, ze ¢ = (A’, B') € [cog, ™®] neni
stabilni. Podle teorému 3.9, xqg € A" a yo € B’. Z toho, 7ze ¢ > cox a z faktu,
ze extent cog je roven A nebo A\ {zy} dostavame A" O A. Obdobné odvodime
B’ D B a tim padem ¢ = c. O

Jelikoz z predchoziho jiz umime identifikovat stabilni a nestabilni koncepty, tak
v dusledku predchozich tvrzeni dostavame ihned nékteré vlastnosti koncepti

z [com, ¢\ {c}-

Disledek 3.18.
Necht c € B(I) je koncept, pro ktery plati c # ™. Potom ™% & [y(z0), u(yo)]-
Necht ¢ € B(I) je koncept, pro ktery plati ¢ # com. Potom cox ¢ [v(x0), 1(yo)]-
Pro libovolny koncept ¢ € B(I) plati

Vk € [com, ]\ {c} + & & [v(20), n(yo)]-

Jak je mozné vidét v predchozich vétach, casto je tieba testovat, zda je kon-
cept pevnym bodem operatortt ™, gx. Pro feseni tohoto problému neni nutné
vypocitat samotnou aplikaci daného operatoru na piislusny koncept. Vystacime
si s jednodussimi testy, jak ukazuji nasledujici véty.

Véta 3.19.
Necht ¢ = (A, B) € B(I). Pokud xy ¢ A, pak c = 7.
Necht ¢ = (A, B) € B(I). Pokud yy ¢ B, pak ¢ = cog.

Diikaz. Trividlné z véty 3.1 a definice operatori ™, 0. O]

Zvysenou pozornost je nutné vénovat nestabilnim koncepttim, pro které je v nasle-

dujici vété uvedena vycerpavajici charakteristika pevnych bodt operatort ™, 0.

Véta 3.20.
Necht ¢ = (A, B) € B(I) je koncept, pro ktery plati xo € A. Potom

¢ =", pravé kdyz (B\ {yo})" = A.
Necht ¢ = (A, B) € B(I) je koncept, pro ktery plati yo € B. Potom
¢ = com, pravé kdyz (A\ {zo})!" = B.

Diikaz. DokadZeme prvni tvrzeni, ditkaz druhého je dudlni. Plati ¢ = ¢ pk.

A= At Dle véty 3.1, A= AT+ = (AT {yo})*' = (B\ {yo ™. O
Véta 3.21.
Pokud pro koncept c = (A, B) € B(I) plati ¢ # "%, potom yy € B.
Pokud pro koncept ¢ = (A, B) € B(I) plati ¢ # cowm, potom xy € A.
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Dikaz. Dokazeme prvni tvrzeni, dikaz druhého je dudlni. Ptredpokladejme,
ze yo ¢ B. Obménou véty 3.19 dostavame zq € A. Z predpokladu méame
B\ {y} = B, takie dle véty 3.20 musi platit B¥ = (B\ {y})"" D A, ale
to je spor s tim, Ze ¢ je koncept. O

Piimym disledkem predchozich tvrzeni je skutecnost, ze koncepty, které nejsou
pevné body operatoru ™ nebo g jsou nestabilni. Opac¢né implikace oviem ne-
plati, tzn. nestabilni koncept mize byt pevnym bodem obou téchto operatorii.

Disledek 3.22.
Necht ¢ € B(I) je koncept, pro ktery plati c # ™% nebo ¢ # com, potom

c € [vr(zo), pr(vo)]-

Nasledujici véta ukazuje dalsi vlastnost operatortt ¥, oz, kterou vyuzijeme pii

tvorbé cilového algoritmu. Konkrétné udava, ze pro koncept ¢ € B(I) vSechny
s nim srovnatelné stabilni koncepty jsou srovnatelné také s 7%, cox.
Véta 3.23.
Necht ¢ € B(I). Pro stabilni koncepty ¢ € B(I) takové, Ze c < ¢ plati ™™ < ¢.
Necht ¢ € B(I). Pro stabilni koncepty ¢ € B(I) takové, Ze ¢ < ¢ plati ¢ < cox.

Dikaz. Dokazeme prvni tvrzeni, dikaz druhého je dudlni. Necht ¢ = (A, B).
Pokud ¢ = ™™, tvrzeni plati trivialné. Pfedpokladejme, Ze ¢ # ¢~®. Podle po-
znatku 3.22, ¢ € [y7(wo), pir(yo)]. TakZe dle definice, AT+1T1 = (ATr\ {yo})H11 =
(B\ {yo})*"7. Necht ¢ = (A, B') € B(I) je stabilni koncept, pro ktery plati
¢ < atedy plati B C B ayy ¢ B, takize B C B\ {yo}. Tim padem plati
B C (B \ {yo})¥1" a dostdvame ¥ < ¢ O

Nyni se zamé&fme na zkoumani struktury pevnych bodi operatort ™%, og. Znamy

vysledek v matematice se tyka struktury pevnych boda uzévérového (vnitiko-
vého) operatoru nad danou mnozinou M v tplném svazu (2, C). Tento vysle-
dek udava, ze dané struktura je tplny infiméalni podsvaz v pripadé uzavérového
operatoru a uUplny supremalni podsvaz v pripadé vnitikového operatoru. Tuto
skutecnost ovéiuje pro nas konkrétni pripad nasledujici véta.

Véta 3.24.
Pro libovolné koncepty ¢; = (A;, B;) € B(I), i € I, ¢; = ¢;"® plati

/\ci:c:cmgz (A, B).

iel
Pro libovolné koncepty ¢; = (A;, B;) € B(I), i € I, ¢; = ¢;ox plati

\/Ci:C:C[”g: <A,B>

el
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Diikaz. Dokazeme prvni tvrzeni, diikaz druhého je dudlni. Pokud zo ¢ A, po-
tom dle véty 3.19 mame ¢ = ¥ a tvrzeni plati. Pfedpokladejme, Ze zo € A.
Dle zékladni véty FKA (véta 1.11), B = (UerB;)*'. Dle véty 3.20, po-
kud plati ((UieIBZ-)“TI\{yO})“ # A, potom ¢ # ™. Jedind moznost je
(User By)¥t\ {yo})w D A. Aby toto platilo, musi existovat objekt x € X takovy,
ze {x}' C (UierB)"11\ {yo} a zéroven ¢ A = MicA;, takze 3A; : z ¢ A,
To by ale znamenalo, Ze pro n&jaké ¢; plati (B; \ {yo})"" # A; a tedy ¢; # ™%,
coz je spor s predpokladem. O

Disledek 3.25.

Pevné body uzdvérového operdtoru = tvori tiplny infimdini podsvaz B(I).

Peuné body vnitikového operdtoru og tvori uplngy supremdlni podsvaz B(I).
Timto ziskdvame zajimavy vhled do struktury pevnych bodt obou téchto opera-
tortd. Primym diisledkem je napiiklad skutecnost, ze koncept, ktery neni pevnym
bodem operatoru ®® (gg), ma pouze jediného horniho (dolniho) souseda, ktery
je pevnym bodem daného operatoru a to pravé ¢ (cog).

Dalsi uziteény poznatek o struktufe pevnych bodu operatori ¢ (cox) je
skute¢nost, Ze pokud existuje nestabilni koncept, ktery je pevnym bodem ¥
(com), tak vSechny mensi (vétsi) koncepty musi byt také pevné body daného
operatoru.

OX

Véta 3.26.
Necht ¢ = (A, B) € [y1(0), pur(yo)] je koncept, pro ktery plati ¢ = cog. Potom

Ve, € B(I), c<c¢, i €1 plati ¢; = cinx.
Necht ¢ = (A, B) € [yi(zo), p1(vo)] je koncept, pro ktery plati c = 7. Potom
Ve, € B(I), ¢;<c, i€l plati ¢; = ¢;™%.

Diikaz. Dokazeme prvni tvrzeni, diikaz druhého je dualni. Predpokladejme, ze
tvrzeni neplati a za daného predpokladu plati 3¢ = (A", B) : ¢ <, ¢ # dox.
Dle véty 3.19 mame y, € B'. Déle dle véty 3.20 musi platit (4’ \ {zo})"" D B’
Z toho, ze ¢ = cox a z véty 3.20, (A \ {xo})“ = B. Jinymislovy, Jy €Y, y ¢ B’
takové, ze y € (A'\{xo})". Z toho, ze A\ {m} C A \ {xo} mame
B = (A\{zo})" 2 (A \ {zo}))"" D {y}, takie y € B a dohromady s =, € A
dostéavame xo € {y}"', coz je spor s y & B'. O

Pti transformaci B(I) na B(J) je nutné zkoumat, zda mezi uréitymi koncepty
jiz nelezi n€jaky koncept. Je proto uzitecné prozkoumat nékteré vlastnosti téchto
konceptli. Nasledujici véta ukazuje, ze takovéto koncepty jsou vzdy stabilni.
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Véta 3.27.
Necht ¢ € [y(xo), pr(yo)]. Potom kaZdy koncept ¢ € B(I), pro ktery plati

C/ S CD&’ C/ ﬁ c

je stabilni.
Necht ¢ € [y;(xo), p1(yo)]. Potom kazdy koncept ¢ € B(I), pro ktery plati

cm <, ctd
je stabilni.

Dikaz. Dokdzeme prvni tvrzeni, dukaz druhého je dudlni. Oznacme
¢ =(A,B), ¢ = (A",B'). Z toho, #e ¢ < 72 A C AT = (B\ {yo})". Déle
zd % c, A ¢ A = B¥Y. Celkové dostavame A’ C (B\ {yo})"" a A’ ¢ B
Takze A’ musi obsahovat néjaké objekty, které nemaji yo a tim padem yo ¢ B’
a v dusledku je ¢ stabilni. ]

Diisledkem predchozich tvrzeni jsou urcitd omezeni moznych vlastnosti sousedii
konceptit v [y7(xo), ptr(yo)]- Timto zplisobem jsme omezili mozné situace, které
je nutné pfi transformaci B(/) na B(.J) Fesit. Vysledné shrnuti je mozné nalézt
v tabulce 6. Hodnoty v jednotlivych polich tabulky 6 maji nasledujici vyznam:

e ' — koncept v prislusném sloupci muze byt hornim sousedem konceptu
v piislusném radku.

e  — koncept v prislusném sloupci miize byt dolnim sousedem konceptu
v prislusném radku.

e '/ — kombinace predchozich dvou pripadi.

e prazdné pole — prislusné koncepty nemohou byt sousedé.

koncept / sousedé | ¢ = ¢ e #+c W =T £ T
d=dmx d =y d 7é mx d 7& dmx

c=cPc=cox | S N N

c# M e=cm |V 4 e Ve

CZCD&,C#me /! a /\/ e

c#c® c# g N N 4

Tabulka 6: VSechny mozné sousedské vztahy nestabilnich konceptt v B(I).
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3.2.3. Vysledny algoritmus

Nyni jiz mame dokazano vse potifebné pro predstaveni algoritmu na transfor-
maci B(I) na B(J). Za¢neme slovnim popisem kritické ¢asti algoritmu, kterou
je transformace struktury konceptualniho svazu. V tomto popisu jsou zamérné
vynechany soumérné ¢asti jednotlivych ptipadi.

Oznac¢me ¢ = (A, B) libovolny nestabilni koncept z B(I) (¢ € [yr(xo), i1(yo)])-

e Pokud ¢ = ™™, ¢ = cox, potom se ¢ rozdéli na dva koncepty d; < ds.

Koncept d; bude spodnim sousedem konceptu ds.

Extent ¢ se stane extentem ds. Intent ¢ se stane intentem d;.

Takze dy = (Aay, Bay) = (A \ {20}, B) = co a dale dy = (Ay,, Bg,) =
(A, B\ {yo}) = .

Pokud pro néjakého spodniho souseda ¢; plati ¢; = ¢, ¢ # ¢ox
(¢; ztrati yo z intentu), potom bude spodnim sousedem ds. Déle je
nutné overit, zda dy a g budou sousedé. Urcité plati ¢oxg < dy, ale
muze existovat stabilni koncept k takovy, ze ¢ox < k < d;.

X

Pokud pro né&jakého horniho souseda ¢, plati ¢, # c¢,"%, cu = curm
(c, ztrati zo z extentu), potom bude hornim sousedem d;. Opét je
nutné oveérit, zda dy a ¢,”™ budou sousedé. Plati dy < ¢,”®, ale mutize
existovat stabilni koncept k takovy, ze dy < k < ¢,"%.

Pokud pro néjakého nestabilniho souseda Cn plati
¢ = "™, ¢, = coom, tedy plati pro néj to samé jako pro c,
¢, se rozdéli na d,,, d,,. V takovém pripadé budou d;, d,, a ds, d,,
sousedé.

Pro v8echny ostatni horni sousedy ¢; = (A;, B;) konceptu ¢ plati
A C A;. Jelikoz Ay, = A, tak Ay, C Ay, C A;. Takze vSechny tyto
koncepty budou horni sousedé konceptu ds.

Pro vSechny ostatni dolni sousedy ¢; konceptu ¢ plati B C B;. Z toho,
ze By, = B, dostavame B;, C By, C B;. Takze vSechny tyto koncepty
budou dolni sousedé konceptu d;.

e Pokud ¢ # ™™ a ¢ = cox, potom c ztrati zo ze svého extentu.

Ozna¢me transformovany ¢ jako d = (C, D) = ¢ = (A \ {xo}, B).

Pokud pro néjakého spodniho souseda ¢; plati ¢ = ¢™™, ¢ # g
(¢; ztrati yo z intentu), potom se ¢; a d stanou nesrovnatelnymi. Musime
ale ovéfit, zda ¢ a ¢ maji byt sousedé. Plati ¢;ox < 7%, ale muiize
existovat stabilni koncept k takovy, Ze ¢y < k < 7%,
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— Pro vSechny ostatni horni (dolni) sousedy ¢; konceptu ¢ plati B; C B
(B C By). Jelikoz D = B, tak plati B; C D (D C B;).

e Pokud ¢ = ™™ a ¢ # cox, potom c ztrati 3y ze svého intentu.

— Ozna¢me transformovany ¢ jako d = (C, D) = d° = (A, B\ {yo}).

— Pro vSechny stabilni horni (dolni) sousedy ¢; of ¢ plati A C A,
(A; C A). Z toho, ze C' = A, dostavame C' C A; (A; C C).

e Pokud ¢ # c™ a ¢ # ¢, potom ¢ zmizi a Zddn4 jeho ¢4st nebude koncep-

tem v B(J).

— Musime ovéfit, zda cox a ¢ budou sousedé. Koncepty cox a ¢ jsou
srovnatelné, ale miize mezi nimi jiz byt néjaky stabilni koncept.

— Ozna¢me U mnozinu vSech hornich sousedt konceptu ¢, vyjma c-%.

7 dtisledku 3.25 vime, ze zadny koncept z U nemiize byt pevnym bo-
dem operatoru ™%, jinak by ¢ musel byt pevnym bodem “®, protoze
pevné body operatoru “¥ tvoii tplny infimalni podsvaz B(I).

— Ozna¢me L mnozinu vSech dolnich sousedt konceptu ¢, vyjma cox.
Podobné jako v predchozim bodu dostavame, ze zadny koncept z L
nemiize byt pevnym bodem operatoru x.

— Z4dné dva koncepty ¢, € U, ¢; € L nebudou sousedé.
Koncepty z U nejsou pevné body operatoru “¥, takze bud zmizi
(nejsou ani pevné body operdtoru gg) nebo ztrati xg z extentu.
Obdobné, koncepty z L nejsou pevné body operatoru og, takze bud
zmizi (nejsou pevné body operdtoru ™) nebo ztrati yy z intentu.
Dale vime, ze extenty konceptti z L jsou podmnoziny extentti konceptii
z U, které obsahuji xg, protoze nejsou pevné body operatoru px. Po-
kud tedy odebereme x( z extentt konceptt z U, tak koncepty z U, L
se stanou nesrovnatelnymi.

Dokonce ani neni nutné ovétovat, zda nékteré koncepty z U (L) a né-
ktefi stabilni spodni (horni) sousedé koncepti L (U) budou sousedé,
protoZe diisledkem véty 3.23 mezi nimi urc¢ité lezi koncept cog (7).
Ptedchozi neni nutné ovérovat ani pro nestabilni sousedy danych kon-
cepti, protoze ti mohou byt dle tabulky 6 pouze jednoho typu, pro
ktery jiz vime, ze takovéto koncepty nebudou sousedé.

— Plati Ve, € L@ ¢ < ¢ < ™, ale musime ovéfit, zda mezi nimi jiz
nelezi néjaky koncept.

— Obdobné, plati Ve, € U : cox < ¢ < ¢p,, ale opét musime ovérit, jestli
mezi nimi jiz nelezi néjaky koncept.
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Priklad 3.28.
Priklady netrividlnich transformaci koncepti B(I) na koncepty B(J).

08
Cu = CyOx
1
¢ = ClD& B —
N
\
A0x
(a) Koncepty se stanou nesrovnatel-
nymi.
o el
_
(c) Prostfedni nestabilni koncept zmizi. (d) Prostfedni nestabilni koncept se roz-
déli. Stabilni koncept jiz propojuje sou-

sedy.

V algoritmu 6 jsou pouzity nasledujici funkce:
e UpperNeighbors(c) - vraci horni sousedy konceptu ¢;
e LowerNeighbors(c) - vraci dolni sousedy konceptu ¢;
e Link(cy,c2) - zavede sousedsky vztah mezi ¢; a ca;
e Unlink(cy,cy) - zrusi sousedsky vztah mezi ¢; a cs.

Implementace téchto funkci zavisi na konkrétni datové reprezentaci koncepti
a proto ji nebudeme uvadét a vystacime si s uvedenym slovnim popisem jejich

funkcénosti.
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Algoritmus 6 Transformace B([), véetné informace o struktufe, na B(.J).

procedure LINKIFNEEDED(c1, c2 € B)
if pk € B(I):c1 < k < c2 then
Link(c1, c2);
end if
end procedure

procedure SPLITCONCEPT(c = (A, B) € [yr(z0), n1(yo)])

dy = cg; da = 5

Link(dy, d2);

for all uw = (C, D) € Upper Neighbors(c) do
Link(d2,u); Unlink(c,u);

end for

for all | = (C, D) € LowerNeighbors(c) do
Link(l,d1); Unlink(l, c);

end for

for all uw = (C, D) € Upper Neighbors(dz) do
if u # u"¥ then

Unlink(dg,u); Link(dy,u); LinkIfNeeded(dz,u™®);

end if

end for

for all | = (C, D) € LowerNeighbors(d,) do
if yo ¢ D then

Unlink(l,d1); Link(l,d2); LinklfNeeded(lgm,d1);

end if

end for

return dj, ds;

end procedure

procedure RELINKREDUCEDINTENT(c = (A, B) € [v1(z0), 1(v0)])
for all u = (C, D) € Upper Neighbors(c) do
if u # u"¥ then
Unlink(c, u);
Linkl f Needed(cog, u);
LinkI f Needed(c, u™®);
end if
end for
end procedure

procedure UNLINKVANISHEDCONCEPT(c = (A, B) € [yr(z0), 11 (yo)])
for all uw = (C, D) € Upper Neighbors(c) do
Unlink(c,u); LinkI f Needed(cox, u);
end for
for all | = (C, D) € LowerNeighbors(c) do
Unlink(l, c);
end for
end procedure

procedure TRANSFORMCONCEPTLATTICE(B(I))

for all c = (A, B) € [v1(z0), p1(yo)] from least to largest by levels do

ifc=c¢ and ¢ = ¢y then
B(I) « B(I)\ {c};
B(I) «+ B(I) U SplitConcept(c);

else if ¢ # ¥ and ¢ = ¢og then
A+ A \:‘%0};

else if c=¢ and ¢ # cOox then
RelinkReducedIntent(c);
B« B\{yo}

else if ¢ # ¥ and ¢ # c¢og then
B(1) < B(D)\ {c};
UnlinkV anishedConcept(c);

end if

end for
end procedure

> Koncept se rozdéli.

> Zmensi se extent.

> Zmensi se intent.

> Koncept nebude v B(J).
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V algoritmu 6 jsou nestabilni koncepty (tvofi interval) zpracovavany po trov-
nich. V disledku tohoto se nestabilni koncept zpracuje az jsou zpracovany vsechny
mensi (vzhledem k usporadéani koncept) nestabilni koncepty. Obecné neni nutné
prochazet nestabilni koncepty v poradi jak je tomu v algoritmu 6. Lze navrhnout
algoritmus, ktery pfi nedeterministickém vybéru konceptu pro zpracovani dospéje
ke korektnimu vysledku. Takovy algoritmus lze jednoduse odvodit z predstave-

Y

Priklad 3.29.
Beh algoritmu 6 na konceptudlnim svazu prislusnem formdlnimu kontextu 1g.

KaZdy obrazek zachycuje stav svazu po transformaci jednoho nestabilniho kon-
ceptu.

Y2

(a) Pocatecni stav B(I). (b) Transformace kon- (¢) Zmizi jeden koncept.
ceptu (o).

(d) Zmizi druhy kon- (e) Transformace kon-
cept. ceptu pr(yo)-
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Zaveér

Predstavil jsem tvod do problematiky neuplnych dat z pohledu forméalni kon-
ceptualni analyzy a s tim spojené vybrané metody pro praci s takovymi daty.
Zejména jsem se zaméril na metody zuplnovani netplnych dat. Pii studiu téchto
metod jsem se zaroven snazil dospét k vlastnim vysledkiim z této oblasti, coz mé
dovedlo ke zkouméani experimentalni metody zaplnovani pomoci pocitani kon-
ceptli. Analyza této metody mé déle vedla k souvislym problémim a ve vysledku
jsem se vice vénoval zkoumani téchto problémi nez samotnému studiu jiz zna-
mych metod. Celkové prace obsahuje nékolik vysledk tykajicich se ztiplnéni ne-
uplného formalniho kontextu, ktery obsahuje pravé jednu neznamou hodnotu.

Prvnim vysledkem jsou experimenty se zuplnovanim na zékladé pocitani kon-
ceptl. Vysledky téchto experimenti vykazuji zajimavou tspésnost predikce ne-
znamé hodnoty pomoci této metody. V priiméru byla jeji ispésnost 65 %, ve 12 %
neslo na jejim zakladé rozhodnout.

Podrobnéjsi zkoumani vedlo ke druhému vysledku, coz je analjza moznych zmén
v konceptualnim svazu pfi odebrani incidence. Zejména se jedna o identifikaci
konceptti, které jsou odebranim ovlivnény, a o analyzu zmény struktury koncep-
tualniho svazu. Za timto ucelem jsem predstavil ¢tyfi operatory, které udavaji
urcity vztah mezi koncepty moznych zuplnéni. Tyto vysledky poté vedly na néko-
lik algoritmti. Prvni z téchto algoritmt provadi vypocet poctu konceptti jednoho
zuplnéni ze druhého. Na tento algoritmus navazuje dalsi, ktery pocita zuplnéni
neuplného formalniho kontextu pomoci pocitani konceptt. Déle je predstaven
algoritmus, ktery transformuje koncepty jednoho ziplnéni na koncepty druhého
zuplnéni. Posledni z predstavenych algoritmt transformuje konceptuélni svaz pii-
slusny jednomu ztplnéni na konceptualni svaz prislusny druhému zuplnéni.

U predstavenych algoritmti jsem se nezabyval otazkou jejich ¢asové slozitosti, ale
pouze aplikaci vlastnich vysledkd. Avsak hrubé odhady lze ve vétsiné pripadii
snadno urcit. U vSech algoritmi, vyjma posledniho (transformace celého koncep-
tualniho svazu), je nutné prozkoumat jeden cely interval (v nejhorsim piipadé cely
konceptualni svaz) a pro kazdy jeho prvek uréit, zda je pevnym bodem nékterého
ze dvou danych uzavérovych operatori. Z tohoto dostavame, ze asymptoticka
horni hranice ¢asové slozitosti téchto algoritmit nemize byt vyssi nez v pripadé
vypoctu celého konceptualniho svazu pomoci nékteré ze znamych metod. Tento
odhad je mozné zpfesnit, pokud vezmeme v ivahu vSechny ptredstavené vysledky
jako naptiklad zjednodusSeni testovani, zda je koncept pevnym bodem nékterého
z danych uzavérovych operatort.

Jak jiz bylo zminéno, predstavené vysledky se tykaji netiplnych formalnich kon-
textl s pravé jednou neznamou hodnotou. Konkrétné, vétsina z nich vychazi
ze znalosti zuplnéni, kde je neznama hodnota nahrazena prislusnou incidenci.
Rozsiteni na netplné formalni kontexty s libovolnym poc¢tem neznamych hodnot
lze jednoduse, avsak naivné, realizovat. Staci vzit vychozi zuplnéni takové, ze
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vSechny nezndme hodnoty jsou nahrazeny piislusnymi incidencemi. Poté 1ze po
jedné tyto incidence odebirat a aplikovat predstavené vysledky. Takovéto rozsi-
feni je naivni kvili jeho zjevné neefektivité. Efektivnéjsi rozsifeni predstavenych
vysledkt, stejné jako jejich pfizpusobeni pro FKA s fuzzy atributy, je otazkou
budouci prace.
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Conclusions

In real applications, one may need to process incomplete data. Unfortunately,
most data processing methods consider only complete data as a valid input. This
thesis provides an introduction to the topic of processing incomplete data by
formal concept analysis. However, main results of my work are new theoretical
findings in this area, considering incomplete formal contexts with exactly one
unknown value.

The first result is a set of experiments with an experimental method for computing
completion of incomplete context, based on counting concepts. Outcome of these
experiments shows an interesting success rate of this method. In average, the
success rate was around 65 %, in 12 % it was not possible to compute completion
based on this method.

Further analysis of this method led to the second result, which is an analysis
of all possible changes that can a concept lattice undergo after a removal of
one incidence from the corresponding formal context. Based on this result, one
can identify concepts that are affected by the removal and one has complete
description how these changes are reflected in the structure of corresponding
concept lattice. Those results were basis for several algorithms presented in this
thesis. Specifically, there is an algorithm for computing the number of concepts
of a completion from the other one. There is also an algorithm transforming
concepts of a completion to concepts of the other completion. And finally, there
is an algorithm transforming whole concept lattice.

There is no complexity analysis for presented algorithms, because their purpose
is only to apply presented theoretical findings. However, one can easily get rough
estimate for almost all of them (excluding the one for transformation of whole
concept lattice). By an easy inspection, one can conclude that their asymptotic
upper bound for the time complexity can not be higher than for computing the
whole concept lattice from the scratch. In fact, the estimate could be better, if one
will take in account all the results, which simplify any part of these algorithms.

As I mentioned before, my results apply to incomplete contexts with exactly one
unknown value. Specifically, presented results are usually based on the knowledge
of the completion with unknown value replaced by a corresponding incidence.
An extension, which applies to the incomplete contexts with arbitrary number of
unknown values, could be simply done in a naive way. One can take a completion,
where all unknown values are replaced by corresponding incidences. Then remove
these incidences one by one and apply presented findings. This kind of extension
is naive, because of its obvious inefficiency. An efficient extension, as well as
adaptation of these findings to FCA with fuzzy attributes, is the matter of the
future research.
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A. Obsah prilozeného CD

V samotném zavéru prace je uveden struény popis obsahu prilozeného
CD/DVD, tj. zdvazné adresarové struktury, dulezitych soubort apod.

doc/
Dokumentace prace ve formatu PDF, vytvorena dle zavazného stylu KI
PTF pro diplomové prace, véetné vSech priloh, a vSechny soubory nutné pro
bezproblémové vygenerovani PDF souboru dokumentace, tj. zdrojovy text
dokumentace, vlozené obrazky, apod.

experiments/
Vybrané datasety, které jsem pouzil pro experimenty uvedené v této praci.

readme.txt
Soubor s popisem obsahu pfilozeného CD/DVD.

U veskerych odjinud pfevzatych materiala obsaZenych na CD/DVD jejich za-
hrnuti dovoluji podminky pro jejich sifeni nebo pfilozeny souhlas drzitele copy-
rightu. Pro materidly, u kterych toto neni splnéno, je uveden jejich zdroj (webova
adresa) v textu dokumentace préace.
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