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Abstrakt

V préci studujeme operéciu stvorec na deterministic-
kych, alternujtcich a booleovskych konecnostavovych au-
tomatoch. Najskor sa venujeme tesnosti horného odhadu
(n —k)-2" + k- 2! pre zloZitost $tvorca jazyka repre-
zentovaného minimalnym deterministickym n stavovym
automatom na bindrnej abecede, v ktorom je k konco-
vych stavov, kde 1 < k < n — 2. Pre kazdé takéto n a
k popiseme binarny jazyk akceptovany n stavovym de-
terministickym automatom s k& koncovymi stavmi taky,
ze minimalny deterministicky automat pre jeho stvorec
mé (n — k) - 2" + k- 2"~ stavov. Preskimame aj pripad
stvorca na jazykoch reprezentovanych deterministickymi
automatmi, v ktorych iba jeden stav je nekoncovy. Tam
dostavame horny odhad (n + 2) - 272 v pripade, Ze po-
Ciatotny stav je koncovy, a horny odhad (n + 3) - 272,
ak pociatocny stav je nekoncovy. V obidvoch pripadoch
dokazeme tesnost tychto odhadov. Na dokaz tesnosti po-
uzivame v prvom pripade binarnu abecedu a ternarnu v
druhom. Zaroven v druhom pripade najdeme binarny ja-
zyk, ktorého Stvorec dosahuje hodnotu (n + 3) - 2772 — 1.

Dalej zhrnieme uz zndme poznatky ohladom boole-
ovskych a alternujicich automatov. Budeme sa venovat
hornému odhadu 2™ + n + 1 stavovej zlozitosti zretaze-
nia kvoli uvedeniu otvoreného problému tesnosti tohto od-
hadu, ktory formulovali Fellah, Jiirgensen, Yu [1990, In-
ternat. J. Computer Math. 35, 117-132]. Vyuzitim nasho
jazyka, ktory je tazky pre Stvorec na deterministickych
automatoch definujeme taky bindrny jazyk akceptovany
n stavovym alternujicim automatom, ze kazdy alternu-
juci automat pre jeho stvorec méa aspon 2" +n + 1 stavov.
Zovseobecnenim tohto nasho vysledku ukazeme tesnost
horného odhadu 2™ + n + 1 pre zlozitost zretazenia jazy-
kov reprezentovanych alternujicimi automatmi s m a n
stavmi. Tymto vyrieSime uz spominany otvoreny problém
z roku 1990.

Klucové slova: regularne jazyky, operacia stvorec, de-
terministické, alternujiice a booleovské konecnostavové au-
tomaty, stavova zlozitost



Abstract

We study the square operation on languages represen-
ted by deterministic, alternating, and boolean finite auto-
mata. First, we examine the tightness of the upper bound
(n—k)-2"+k-2"1 on the state complexity of the square
on binary languages represented by a minimal determi-
nistic automaton with n states and k final states, where
1 < k < n—2. For every such n and k, we describe a binary
language accepted by an n state deterministic automaton
with & final states such that the minimal deterministic
automaton for its square has (n — k) - 2" + k- 2"~! states.
Then we investigate the square of languages accepted by
deterministic automata with only one nonfinal state. We
obtain two results: the tight upper bound (n + 2) - 272
on the state complexity of the square of languages re-
presented by binary deterministic automata with n — 1
final states, where the initial state is final; and the tight
upper bound (n + 3) - 272 on the state complexity of the
square of languages accepted by ternary deterministic au-
tomata, where the initial state is the only nonfinal state.
The bound (n + 3) - 22 — 1 is reachable with binary
alphabet.

In the second part of our thesis, we summarize known
results on boolean and alternating automata. We explain
the upper bounds 2™ + n + 1 for the concatenation to be
able to formulate an open problem of its tightness sta-
ted by Fellah, Jurgensen, Yu [1990, Internat. J. Compu-
ter Math. 35, 117-132]. Using our binary language that
is hard for the square operation on deterministic auto-
mata we define a binary language accepted by alternating
automaton with n states such that every alternating au-
tomaton for its squate has at least 2" + n + 1 states. By
generalizing this result we are able to prove the tightness
of the upper bound 2™ +n-+1 for the concatenation of lan-
guages represented by alternating automata with m and
n states. This resolves the mentioned open problem from
1990.

Keywords: regular languages, square operation, deter-
ministic, alternating, and boolean finite automata, state
complexity
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Uvod

Stvorec je zékladna unarna operacia na formalnych jazykoch definovana ako
L? = {uwv | u € L,v € L}. Kazdy regularny jazyk vieme charakterizovat
jeho stavovou zlozitostou, ¢o predstavuje pocet stavov v minimalnom deter-
ministickom automate, ktory akceptuje tento jazyk. Je zndme, Ze ak jazyk L
je akceptovany n stavovym deterministickym konecnostavovym automatom,
tak potom jazyk L? je akceptovany deterministickym automatom, ktory ma
najviac n - 2" — 2"~! stavov [9].

Toto horné ohranicenie je odvodené z horného ohrani¢enia m - 2* — 271
stavovej zlozitosti zretazenia KL = {uv | u € K av € L} jazykov K a L,
ktoré su akceptované m a n stavovymi deterministickymi automatmi [8, 11].
Yu et al. [11] taktiez ukézali, Ze horné ohraniceni m - 2" — 2"~ pre zretazenie
sa nedosahuje, ak prvy jazyk v zretazeni je akceptovany deterministickym
automatom s viac ako jednym koncovym stavom. V takom pripade ukazali
horné ohranicenie (m — k) - 2" + k- 2"~ kde prvy jazyk v zretazenf je repre-
zentovany m stavovym deterministickym automatom s £ koncovymi stavmi
a minimalny deterministicky automat pre druhy jazyk ma n stavov. Toto
horné ohranicenie je tesné pre kazdé k také, ze 1 < k < n — 1 na kazdej
abecede, ktora obsahuje aspon dva znaky [4].

Tieto vysledky boli pouzité na definovanie jazykov, ktoré by boli tazké
pre zretazenie aj na alternujicich automatoch, na ktorych je zname horného
ohranicenie 2™ + n + 1 [3]. Jeho tesnost formulovali autori z [3] ako otvo-
reny problém, ktory bol takmer vyrieSeny v [5], kde bola dosiahnuté stavova
zlozitost zretazenia 2™ + n. Jazyky pouzité v [5] boli akceptované 2™ a 2"
stavovymi deterministickymi automatmi, kde v obidvoch automatoch bola
polovica stavov koncova. AvsSak zrefazenie tychto jazykov nedosahuje horné
ohranicenie stavovej zlozitosti pre zrefazenie, preto tieto jazyky nie su vhod-
nymi svedkami.

Nasou motivaciou je rovnaky problém stvorca na alternujicich automa-
toch, preto v tejto praci studujeme tito operaciu detailnejsie. Z prace Ram-
persada [9] je zndmy bindrny jazyk akceptovany n stavovym deterministic-
kym automatom s jednym koncovym stavom taky, Ze minimalny determinis-



ticky automat pre jeho $tvorec ma n-2"—2""! stavov. Ak minimalny automat
pre jazyk L méa k koncovych stavov, kde k£ > 1, tak zlozitost jeho Stvorca
nedosahuje uvedenti hornti hranicu. V takom pripade je zloZitost jazyka L2
najviac (n — k) - 2" + k- 271 [11].

V nasej predoslej préaci [2] sme nasli terndrny jazyk akceptovany n sta-
vovym automaton s k koncovymi stavmi, ktorého Stvorec dosahuje horné
ohranicenie zlozitosti pre tuto operaciu. Ukazali sme tak tesnost tohto ohra-
nicenia, avsak az od ternarnej abecedy. Nase vypocty z tejto prace vsak
naznacili, ze existuje jazyk akceptovany n stavovym deterministickym auto-
matom s k£ koncovymi stavmi, ktorého stvorec dosahuje horné ohranicenie uz
na bindrnej abecede. Dalej sme z vipoétov zistili, Ze na binarnej ani ternarnej
abecede sa ohranicenie (n — k) - 2" + k - 2"~ nedosahuje, ak povodny jazyk
bol akceptovany automatom s n — 1 koncovymi stavmi.

V prvej casti prace sa budeme venovat tesnosti horného odhadu zlozitosti
(n —k)-2" + k- 2" pre Stvorec jazyka, ktory bol povodne akceptovany
n stavovym deterministickym automatom a mal k& koncovych stavov. Pre
kazdé n a k také, ze 1 < k < n — 2, ndjdeme bindrny jazyk akceptovany
n stavovym deterministickym automatom s k koncovymi stavmi taky, ze
pocet stavov miniméalneho deterministickeho automatu pre jeho Stvorec je
(n—k)-2" + k- 2"! Toto je hlavny vysledok naSej prace, ktory neskor
pouzijeme pri skimani Stvorca na alternujucich a booleovskych automatoch.

Nasledne prestudujeme stavovu zlozitost Stvorca jazykov, ktoré su repre-
zentované n stavovymi deterministickymi automatmi s jedinym nekoncovym
stavom. Rozlisime dva pripady. Najskor preskimame, ¢o sa deje v pripade,
ak pociatoény stav patril medzi koncové stavy. Vtedy ukazeme horny odhad
(n 4+ 2) - 2772 ktory bude tesny na binarnej abecede. Potom preskiimame
pripad, ked len pociatoény stav je nekoncovym stavom. Vtedy dostavame
horny odhad (n + 3) - 272 a dokdZeme, 7e je tesny na terndrnej abecede. Na
bindrnej abecede sa dopracujeme k hranici (n + 3) - 2"~ — 1, ktord je len
o jedna mensia od maximalnej moznej zlozitosti v tomto pripade.

V druhej casti prace sa budeme venovat booleovskym a alternujicim au-
tomatom. Zhrnieme zédkladné poznatky o nich a ukazeme, ze ak jazyk L je
akceptovany n stavovym alternujicim automatom, potom jazyk L? je akcep-
tovany alternujicim s najviac 2" +n + 1 stavmi [3]. Na$§ automat pouzity na
dokaz tesnosti pre odhad (n—k)-2" +k-2"~1 pouzijeme znova pri definovani
binarneho jazyka, ktory uz bude akceptovany n stavovym alternujicim auto-
matom a pomocou tohto jazyka ukazeme tesnost horného odhadu 2" +n +1
stavovej zlozitosti stvorca akceptovaného alternujicim automatom. Zovse-
obecnenim potom vyrieSime uz spominany otvoreny problém tesnosti hor-
ného odhadu zlozitosti zretazenia z [3]. Nakoniec este ukazeme, ze zlozitost
operacie stvorec na booleovskych automatoch je 2" + n.
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Kapitola 1

Definicie a zakladné pojmy

Pod abecedou rozumieme Iubovolni koneé¢ntt mnozinu. Jej prvky nazyvame
znaky (symboly). Slovo v danej abecede ¥ je Tubovolné a koneéna postupnost
symbolov abecedy . Mnozinu vsSetkych slov v danej abecede oznac¢ime »*.
Jazyk nad danou abecedou X je lubovolnd podmnozina >*.

Definujme deterministicky konecnostavoy automat (deterministic finite
automaton, DFA) ako usporiadani paticu M = (Q, %, 4, s, F'), kde @ je ko-
necna mnozina stavov, ¥ je vstupna abeceda, ¢ : Q X ¥ — @ je prechodova
funkcia, s € Q) je pociatocny stav, F' C () je mnozina akceptujicich stavov.
Prechodovi funkciu vieme rozsirit na  : @ x X* — @ rekurzivne: §(q,¢) = ¢,
pre vsetky ¢ € Q; a d(q, wa) = §(d(q,w), a), pre vSetky stavy g € @, vsetky
slova w € ¥* a pre kazdé pismeno a € . Pod jazykom akceptovanym auto-
matom M rozumieme mnozinu slov taku, ze L(M) = {w € ¥* | i(s,w) € F'}.

Stav ¢ v automate M nazyvame dosiahnutelny, ak existuje w € ¥* také,
ze §(s,w) = q. Stav q je nedosiahnutelny, ak nie je dosiahnutelny. V automate
M = (Q,3%,0,s, F) povazujeme stavy p, q za ekvivalentné, p ~ q, ak plati
d(p,w) € F prave vtedy, ked §(q, w) € F pre vsetky slova w € ¥*. Automaty
M a M’ povazujeme za ekvivalentné, ak L(M) = L(M').

Automat M je minimdlny, ak kazdy s nim ekvivalentny automat ma aspon
tolko stavov ako M. Je zndme, ze DFA je minimélny, ak spliia nasledujice
podmienky: Vsetky jeho stavy st dosiahnutelné a ziadne dva stavy nie st ek-
vivalentné. Pod stavovou zloZitostou (state complezity) jazyka L, oznac¢ujeme
sc(L), rozumieme pocet stavov minimalneho DFA pre jazyk L.

Nedeterministicky konecnostavovy automat (nondeterministic finite auto-
maton, NFA) N je usporiadand patica N = (Q, %, 0,1, F'), kde @ je konetna
mnozina stavov, 3 je vstupna abeceda, 6 : Q x ¥ — 29 je prechodova funkcia
(29 oznacuje mnozinu vsetkych podmnozin Q), I C @ je mnoZina pociatoc-
nych stavov a F' C @ je mnozina koncovych stavov. Analogicky rozsirime
prechodovii funkciu § : 29 x ¥* — 29 rekurzivne: (R, ) = R, pre vietky



R C Q; 0(R,wa) = U,c5r.u) (¢, @), pre vietky mnoziny R C Q, vietky slovd
w € X* a pre kazdé pismeno a € Y. Potom jazyk akceptovany NFA N je
mnozina slov L(N) = {w € ¥* : 6(I,w) N F # 0}.

Ku kazdému NFA N = (Q, X, 9,1, F') existuje s nim ekvivalentny DFA
M = (Q,%,§,s, F"), ktory mozno ziskat tzv. podmnoZinovou konstrukciou
[10] nasledovne: Za stavy zoberieme vietky podmnoziny Q, Q' = 2%. Pre-
chodovti funkciu definujeme ako &' (R, a) = J,.p (r, a), pre vietky R € 29 a
pre vsetky a € Y. Poc¢iatoénym stavom s sa stane mnozina I, s = [. Mnozinu
koncovych stavov budud tvorit tie podmnoziny, ktorych aspon jeden prvok
patri v N medzi koncové stavy, I’ = {R € 29 | RN F = (}. Automat
M nazyvame podmnozinovym automatom k NFA N. Tento automat nemusi
byf minimalnym, lebo niektoré jeho stavy moézu byt nedosiahnutelné alebo
ekvivalentné.

Lemma 1.1 Nech N = (Q,%,4,1,F) je NFA taky, Ze ku kazdému stavu
q € @ existuje slovo wy, ktoré je akceptované iba zo stavu gq, t. j.:

(a) 6(q,w) N F #0;

(b) ak p # q, tak §(p,w) N F = ().
Potom podmnozinovy automat k NFA N nema ekvivalentné stavy.

Dokaz.

Ak S a T st dve rozne podmnoziny (), tak existuje stav g taky, Zze bez ujmy na
vSeobecnosti ¢ € S ale ¢ ¢ T. Potom slovo w, je v podmnozinovom automate
akceptované zo stavu S a zamietnuté zo stavu 7.

U]

Pod zretazenim dvoch jazykov K a L rozumieme jazyk, ktorého slova
vieme rozdelit na dve casti, kde prva je z jazyka K a druha z L. Formalne
KL ={w | v € K,v € L}. Pod Stvorcom jazyka L rozumieme zretazenie
jazyka samého so sebou, teda L? = LL.

Zrkadlovy obraz w® (reverse) slova w je definovany indukciou na dlzku
slova takto: e = e aak w = av, pre a € ¥ a v € X%, tak w?® = av’.

Zrkadlovy obraz jazyka L je jazyk L = {w® |w € L}.

1.1 Konstrukcia NFA pre Stvorec

V tejto casti uvedieme postup, pomocou ktorého vyrobime z DFA A pre L
novy automat N akceptujici uZ jazyk L2 Tento automat bude sice najskor
nedeterministicky, ale pomocou podmnozinovej konstrukcie vieme Tahko vy-
tvorit z NFA N pre L? deterministicky automat M pre L.



Majme teda DFA A = (Q, 3,0, s, F') pre jazyk L, s n stavmi, ktoré ozna-
¢ime qo, q1, - - -, Gn_1, pricom s = qy. Potom nedeterministicky kone¢nostavovy
automat N = (Q', %, ¢, 5", F') pre jazyk L? skonstruujeme takto:

Na vytvorenie N pouzijeme dve képie automatu A. Stavy v prvej koépii
ponechame v povodnom znaceni, v druhej len precislujeme na 0,...,n — 1.
Teda Q' vyzerd nasledovne @ = {qo,...,¢n-1,0,...,n — 1}. Podiatocnym
stavom N bude S" = {q}, ak ¢o ¢ F, inak N bude mat dva pociatocné
stavy, o a 0, 8" = {qo,0}. Koncovymi stavimi N sa stani koncové stavy
druhej kopie A. Inymi slovami, ak ¢; € F' pre nejaké i € {0,...,n — 1}, tak
i € F'. Vsetky stavy z prvej kopie {qo, ..., qn-1} teda budi nekoncové.

Zostava nam este definovat prechodovi funkciu. Prechody v ramci képii
zostavani nezmenené, avsak po docitani ¢asti slova v prvej kopii potrebujeme
doéitat slovo v druhej képii. Prechodovi funkciu 0" definujeme nasledovne:

 V druhej képii nemenime ni¢ §'(7,a) = {j}, ak 6(¢;, a) = g;.

o V prvej kopii priddme prechod do pociatoc¢ného stavu druhej kopie, ak
sme v stave ktory bol pévodne koncovym.

Formélne teda pre 7, j z mnoziny {0,1,...,n — 1} méme:
0(qi,a)}, ak 0(q;,a) ¢ F;
5(gi.a) = {0(gi, a)} (4, 0) ¢
{6(gi,a),0}, ak d(g;,a) € F;
8 (i,a) ={j}, kde j je také, ze 6(g;, a) = g;.
Teraz uz vieme skonstruovat nedeterministicky automat pre stvorec Iubo-
volného jazyka L akceptovany n stavovym DFA. Tuato konstrukciu budeme

dalej vyuzivat v nasledujucich dékazoch pri vytvarani NFA pre Stvorec kon-
krétnych jazykov.
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Kapitola 2

Stvorec na deterministickych
automatoch

V tejto kapitole sa budeme venovat hornym odhadom stavovej zlozitosti
stvorca jazykov, ktoré st reprezentované deterministickymi s viacerymi kon-
covymi stavmi. Je zname, ze ak L je akceptovany n stavovym DFA s k konco-
vymi stavmi, tak potom L? je akceptovany DFA s najviac (n—k)-2"+k-2"!
stavmi [11]. V préci [2] sme pre kazdé n a k také, ze 1 < k < n — 2 nasli
ternarny jazyk, ktorého Stvorec dosahuje tuto hodnotu. V prvej casti tejto
kapitoly tento vysledok vylepsime pouzitim binadrneho jazyka. V druhej casti
rozoberieme otvoreny pripad horného odhadu zlozitosti stvorca, ak povodny
jazyk ma n — 1 koncovych stavov.

b
8/& a a a (L/_} a a /(L
b

a

Obr. 2.1: DFA A s k koncovymi stavmi taky, ze sc(L(A)?) = (n—k)2"+k2" 1.

Lemma 2.1 Nechn > 3,1 <k <n —2 a nech L je jazyk nad abecedou X2
taky, ze sc(L) = n a minimalny DFA pre L ma k koncovych stavov. Potom
sc(L?) < (n—k)-2"+k-2""! a tdto hranica je tesnd, ak |Z| > 2.
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Dokaz.

70 sposobu vytvorenia NFA pre stvorec podla konstrukcie v stati 1.1 a néasled-
nej podmnozinovej konstrukcie vieme, ze st dosiahnutelné len mnoziny dvoch
typov: {¢;}US; S C{0,1,2,...,n—1},0 < i <n—k—1, takychto podmno-
zin je spolu (n—k)-2"; {¢;,0}US;n—k <i<n-1;5 C{1,2,3,...,n—1},
takychto podmnozin je spolu k - 2"~ 1. Priestor tychto mnoZin budeme ozna-
¢ovat ako R. Vidime, 7e v R je presne (n — k) - 2" + k- 2"~! mnoZin. Tym
sme ukazali horny odhad.

Pre tesnost zoberme jazyk L akceptovany DFA A podla obrazka 2.1.
Zostrojme NFA N pre jazyk L?. Pre korektny dokaz potrebujeme ukézat, Ze
podmnozinovy automat M k NFA N ma (n—k)-2"+k-2"~! dosiahnutelnych
stavov, ktoré si navzajom neekvivalentné. Zacnime s dosiahnutelnostou.

Obr. 2.2: NFA N pre L2, ¢iarkované sipky sa doplnia len v pripade ak k=n—2.
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Matematickou indukciou podla velkosti mnozin teraz ukazeme, ze v M
st vSetky mnoziny z R dosiahnutelné. Jedno- a dvojprvkové mnoziny st
dosiahnutelné pretoze v podmnozinovom automate mame:

— {qo} = {a} 5SS {tn—r-1} % {@n—r, 0},

(@00} 2 {Gn i1, 0} 5 -+ 5 {gu 9,0} 5 {g 1,0},
{ga-1.0} = {a0. 1}, {a0,1} = {200},
(@01} % 01,2} 2 {00,3} > {00, 4} 2 - B {qo,n — 1} B {g0,2},
(g0 — i} S {gjtprei=0,1,....n—k—1,aj=01,...,n—1.

Predpokladajme, ze vsetky ¢ prvkové mnoziny z R su dosiahnutelné. Ukéa-
zeme, ze potom su vsSetky ¢ + 1 prvkové mnoziny z R dosiahnutelné. Nech
S ={¢,51,8,.--, S}, kde g €Q,a0< s < s << <n—1ljet+1
prvkova mnozina z R. Rozlisime niekolko pripadov.

(1) Nech i = n — k a kedze S € R, tak s; = 0. Zoberme t prvkovi
mnozinu z R, {¢n_k-1,52 — 1,83 — 1,..., s, — 1}, ktord je podla indukéného
predpokladu dosiahnutelna. Potom:

{qn,k,ng — 1,53 — 1, e, St — 1} i) {qn,k,O, S9,83,... St} = S

Vsimnime si, ze z povodne t prvkovej, ndm vznikla uz t + 1 prvkova mnozina.

(2) Nech n — k < i < n — 1. Indukciou podla i ukédzeme, ze kazda t + 1
prvkova mnozina {¢;, 0, S2, ..., s} z R je dosiahnutelnd. Prvy krok indukcie,
teda i = n—k, sme ukazali v bode (1). Predpokladajme, Ze kazda t+1 prvkova
mnozina {¢;,0,82,...,5} z R, kde n — k < i < n — 2, je dosiahnutelna.
Ukézeme, ze potom aj kazdé ¢t + 1 prvkovad mnozina {g;11,0,s2,...,5} 2 R
je dosiahnutelnd. Nech S = {¢;11,0, s9, ..., s;}. RozliSime dva pripady:

(2a) Nech s, = 1. Potom mame

{qi,0,83—1,...,st—1}i>{qi+1,0,1,33,...,3t}:S.

Mnozina vlavo je dosiahnutelnd podla indukéného predpokladu z indukcie
podla t, ma t prvkov, obsahuje 0, teda je z R.
(2b) Nech sy > 2. Potom

{4:,0,0(sq, b”_3), ooy 08ty b”_3)} 2 {qi+1,0,82,83,...,8} =2S.

Pritom mnozina vlavo je dosiahnutelnd podla indukéného predpokladu pre .
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Poznamka KedZe prechody na b tvoria cyklus dizky n — 2 na prvkoch
2 a viac, takze 0(j,b"3) je vlastne 6(j,b~1). To znamend, Ze &§(j,b"3) nés
posunie zo stavu j do stavu j — 1.

(3) Nech i = 0. Rozoberieme niekolko pripadov.
(3a) Ak s; =0, so = 1, potom

{qn_l,O,s;g—1,...,st—1,n—1}i>{qo,0,1,33,...,st}:S.

Mnozina vlavo je t + 1 prvkova a je dosiahnutelna podla bodov (1) a (2).
(3b) Ak s; =1, s9 > 2, potom

{Gn-1,0,80 — 1,53 —1,...,5, — 1} = {qo,1,52,...,5}=S.

Mnozina vlavo je t 4+ 1 prvkova a je dosiahnutelna podla bodov (1) a (2).
(3c) Ak s; =0, s > 2, potom

{00, 1,8(50,6™3), .. 6(56, ")} D {40, 0, 89, ..., 5} = S.

Mnozina vlavo je dosiahnutelnd podla (3b).
(3d) Ak s; =2 (s > 3), potom

a pn—2
{90,1,82—1,...,8: — 1} = {q1,2,59,...,8} —> {q0,2,52,...,5:} = S.

Mnozina vlavo je dosiahnutelna podla (3b).
(3e) Ak s; > 3, potom podla bodu (3d)

s1—2
{90,2,80 — 51+ 2,...,5 — s1 + 2} b1—>{q0,31,32,...,3t}:5'.
(4) Nech 1 <i<n—k—1, potom

{QQ,Sl—i,...,St—i} a%{qi,sl,...,st}:S.

Mnozina vlavo je dosiahnutelna podla (3). Tym je dokdzand dosiahnutelnost.

Teraz ukazeme rozlisitelnost stavov v podmnozinovom automate M. Zo-
berme teraz dva rozne stavy p = {¢;}US a ¢ = {¢;}UT z R. Ukazme najskor,
ze slovo w = b(ab™ 2)"3 je v NFA N akceptované len zo stavu n — 1. Kedze

-1y 5 20 & 30 U0 13y 0 gy 0 sy A ),

slovo w je akceptované zo stavu n — 1. Ak by sme vSak zacali z iného stavu
t,2 <t <mn-—2, tak potom 6(¢,b) € {3,4,...,n — 1}, odkial kazdy stav sa
dostane do {0} na slovo (ab™~2)"~3. Podobne, {0, 1} na slovo w prechadza do
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{0}. Pre stavy z povodnej képie mame 6({¢;},w) € {¢;,0},kde 0 <i <n—1
apre j plati, ze bud j = 0, ak i < n—1, alebo j =n—1, aki =n—1. Dalejsi
vSimnime, Ze slovo a”~17tw je v N akceptované len zo stavu t, 0 <t < n—2.
Z toho nam vyplyva, ze stavy p a ¢ su rozlisitelné, ak S # T.

Uvazujme teraz pripad ked S = T. Mame teda {¢;} U S, {¢;} U S, kde
0<i<j<n—1aSC{0,1,...,n—1}. Zavedme oznacenie z znamenajice,
ze x moze alebo nemusi byf v mnozine, v zavislosti od poc¢tu koncovych
stavov. Rozoberme pripady:

(1) Nechi=0a j = 1. Potom

{QD}US M) {q0707n__1} i> {Q1797 1} ﬂ) {anlmoan_k_lan_k}a

(abn—Q)n—Q

a an—k—l
{Q1}US — {qn—17 Oa n— 1} — {q07Qa 1} — {Qn—k—bn_k_l?n_k}'
Taktto dvojicu stavov vieme rozlisit, lebo sa lisia v stave z druhej kopie.

(2) Nech i =0 a j > 2. Potom

{@}us LA {0} U Sy RN {1} U 5y,

a

{3 US 5 {gui} US] % {qo} U Sy

Ak st mnoziny Sy a 57, respektive Sy a S), rovnaké, tak pokracujeme ako v
pripade 3a. Ak st rozne, tak pokracujeme ako v pripade ked S # T.

(3) Nechi>1ai<j.
(G US T 10 US S {qo} USs, x<n—1,

{g3US 5 (g} U S, (g} USh,

Ak st mnoziny Sy a S7, respektive Sy a S), rovnaké, tak pokracujeme ako v
pripade 3a. Ak st rozne, tak pokracujeme ako v pripade ked S # T.
]

Ukézali sme tesnost horného odhadu (n — k) - 2" + k - 2"~ pre Stvo-
rec. Tymto sme zlepsili vysledok z [2] z roku 2014, kde bola nutnd ternérna
abeceda. Tento dokaz vsak nepokryva stavovu zlozitost stvorca v pripade
jediného nekoncového stavu v minimalnom DFA pre L.
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2.1 Stvorec a jeden nekoncovy stav

Rozobrali sme uz zlozitost Stvorca pre k koncovych stavov. V predpokladoch
lemy 2.1 sme vSak pocet koncovych stavov deterministického automatu pre
jazyk L ohranicili na najviac n — 2. Ked mame DFA pre L s n — 1 koncovymi
stavmi, tak zo vztahu pre stavovi zlozitost Stvorca dostavame, ze DFA pre
L? moze mat najviac (n—n+1)-2"+ (n—1)-2""1 = (2n+2) - 2”2 stavov.
Nase vypocty na zoznamoch neizomorfnych automatov vsak ukazali, ze tato
hranica sa nedosahuje. Vo vypoctoch sme nasli automaty (Obr. 2.3, 2.5)
s n — 1 koncovymi stavmi, ktorych stvorec bol najtazsi spomedzi ostatnych
binarnych automatov s n — 1 koncovymi stavmi.

Problém zlozitosti Stvorca jazyka akceptovaného DFA s n — 1 koncovymi
stavmi sme rozdelili na dve c¢asti, podla toho, ¢i pociatocny stav patri medzi
povodne koncové stavy alebo nie. V prvej casti sa zaoberame pripadom, ked
podiatoény stav je koncovym a dostdvame tesny horny odhad (n + 2) - 272
zlozitosti Stvorca v tomto pripade. Na ukazanie tesnosti pouzijeme binarny
automat z Obr. 2.3. M6zeme si vSimnuf, Ze jeho prechody si rovnaké ako pri
automate na Obr. 2.1, no vSetky jeho stavy st koncové, okrem stavu ¢;.

V druhej casti sa zaoberame pripadom, ked pociatoény stav je jedinym
nekoncovym stavom v DFA pre jazyk L. V tomto pripade ukazeme, ze horny
odhad pre zlozZitost Stvorca je (n+3)-2""2. Pre dokaz tesnosti tohto horného
odhadu vyuzijeme DFA na Obr. 2.5. Na konci tejto kapitoly zhrnieme nase
vysledky a ziskame tesny horny odhad (n + 3) - 2”72 zloZitosti Stvorca, ak
povodny jazyk bol akceptovany deterministickym automatom s jedinym ne-
koncovym stavom. Navyse pre binarnu abecedu dostane iba o jednotku mensi
dolny odhad. Vidime teda, Ze hranica (2n+2)-2"2 sa v tomto pripade vobec
nedosahuje.

2.1.1 Zlozitost Stvorca ak |[F|=n—1agqg € F

Rozoberme teraz situéciu, ked jazyk L je akceptovany DFA s n—1 koncovymi
stavmi, a vieme, ze pociatocny stav v DFA je koncovy. V nasledujtcej leme
ukézeme horny odhad zlozitosti Stvorca v tomto pripade a jeho tesnost.

Lemma 2.2 Nech n > 3 a nech L je regularny jazyk nad abecedou X taky,
ze s¢(L) = n a minimdlny DFA pre L. ma n — 1 koncovych stavov a qg € F.
Potom sc(L?) < (n+2) - 2" a tdto hranica je tesnd, ak |X| > 2.

Dokaz.

70 sposobu vytvorenia NFA pre stvorec podla konstrukcie v stati 1.1 a na-
slednej podmnozinovej konstrukcie vieme, ze si dosiahnutelné len tieto mno-
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Obr. 2.3: DFA A s n — 1 koncovymi stavmi taky,7e sc(L(A)?) = (n+2)2" 2.

ziny: {qo,0}US;S C{1,2,....,n—1}; {1, 1} US;S € {0,2,3,...,n— 1};
{¢;,0,1}US;2<i<n—-1;5 C{1,2,...,n—1}\{i}. Priestor tychto mnozin
budeme oznacovat ako R. Vidime, Ze v R je presne 2"~ 142" 714 (n—2).2""2 =
2" 4 (n —2)-2"2 = (n+2) - 272 mnozin. Z toho vyplyva horny odhad.

Obr. 2.4: NFA N pre L2

Na dokaz tesnosti zoberme DFA A podla Obr. 2.3, ktory bude akceptovat
jazyk L. Zostrojme NFA N pre jazyk L2 Pre korektny dokaz potrebujeme
ukazat, Ze podmnozinovy automat M k NFA N ma 2" + (n — 2) - 22 do-
siahnutelnych stavov, ktoré si navzajom neekvivalentné.

Matematickou indukciou podla velkosti mnozin ukazeme, ze v M st
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vsetky mnoziny z R dosiahnutelné. Najmenej prvkové mnoziny v M su dvoj-
prvkové a tie st dosiahnutelné, kedze — {qo, 0} = {q1, 1}. Predpokladajme,
ze vsetky t prvkové mmnoziny z R st dosiahnutelné. Ukazeme, Ze potom st
vSetky £+ 1 prvkové mnoziny z R dosiahnutelné. Nech S = {¢;, s1, s2, . . ., St },
kde ¢; € Q je t+1 prvkova mnozina z R. V pripade, ze S je prvého typu, pre
jej prvky plati 0 < 57 < s9 < --- < s, < n — 1. V pripade, ze S je druhého
typu, pre jej prvky plati s; =0 a sqg < s9 < --- < s <n—1.V pripade, ze S
je tretieho typu, pre jej prvky plati s =0, 8, =7a0 < s3<--- < s <n—1.
Rozlisime niekolko pripadov.

(1) Nechi=2as; =0asy=i=2 Potom {g,1,s5 —1,...,8 —1} =
{42,0,2,53,...,8}. Mnozina vlavo je t prvkova a teda dosiahnutelnd podla
indukéného predpokladu.

(2) Nech i > 3 a teda s; = 0 a s = i. Potom dostédvame

{q2,0,2,0(s3, 0" 2712) .. §(sy, P22 LA {4,0,1,83,...,5} Mnozinu
vlavo sme vyrobili v bode (1).

Poznamka KedZe prechody na b tvoria cyklus dizky n — 2 na prvkoch
2 a viac, takze §(j,0"27"2) je vlastne §(j,b7""2). To znamend, Ze 6(j, b">)
nas posunie zo stavu j do stavu j — i + 2.

(3) Nech i = 0 a sy = 1. Potom {g,_1,0,n — 1,53 —1,...,8 — 1} &

{q0,0,1,s3,...,8}. Mnozinu vlavo sme vyrobili v bode (2).

(4) Nech i = 0 a s, = 3. Potom {qo,0,1,53 —2,...,5 —2} =
{@1,1,2,83—1,...,8—1} LN {40,0,3,53,...,8}. Mnozinu vlavo sme vyrobili
v bode (3).

(5) Nech i =0 a 3 < s9 < n — 1. Indukciou podla sy ukdzeme, ze kazda
t + 1 prvkova mnozina {q, 0, s9, ..., $¢} z mnoziny R je dosiahnutelnd. Prvy

krok indukcie, teda sy = 3, sme ukéazali v bode (4). Predpokladajme, ze
kazd4 t + 1 prvkova mnozina {qo, 0, S2,..., 8} 2z R, kde 3 < 55 < n —2, je
dosiahnutelna. Ukazeme, Ze potom je dosiahnutelna aj kazda t + 1 prvkova
mnozina {qo, 0,82 +1,...,8} 2R . Nech S = {q,0,s2+1,3,...,5}. Potom
{q0,0,82,83 — 1,...,8 — 1} 2 {q0,0,82 + 1,83,...,8} =S. Mnozina vlavo
je dosiahnutelna podla indukcie podla ss.

(6) Nech i = 0 a sy = 2, s3 > 4. Potom {qo,0,n—1,55—1,...,8 —1} >
{40,0,2,s3,...,8}. Mnozinu vlavo sme vyrobili v bode (5).
(7) Nechi = 0 a sy = 2, s3 = 3. Potom {q,0,n—2,1,5,—2,...,5—2} &

{g,L,n—1,2,84—1,...,8 — 1} LN {q0,0,2,3,84,...,5} Mnozinu celkom
vlavo sme vyrobili v bode (3).
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(8) Nech i = 1 (s; = 1). Potom {qo,0,85 — 1,85 — 1,...,8 — 1} =
{q1,1, 52, 83,...,5:}. Mnozinu vlavo sme vyrobili v bodoch (3)-(6). Tym sme
ukazali dosiahnutelnost.

Este ukazeme rozlisitelnost stavov v podmnozinovom automate M. Treba
si uvedomit, Ze len jediny stav je zamietajtci a to {qy, 1}, vSetky ostatné stavy
su akceptujuce.

Zoberme teraz dva rozne stavy p = {¢;} US a ¢ = {¢;} UT z R. Vsimnime
si v8ak, ze pre kazdé ¢, 0 < t < n—1, slovo a” 17tb(ab™2)" "3 je akceptované
v NFA N len zo stavu t. Z toho vyplyva, ze stavy p a ¢ st rozlisitelné, ak
S # T. Uvazujme teraz pripad ked S = T. Mame teda {¢;} US, {g;} US, kde
S C{0,1,...,n—1}. Nutne 7 # j. Najprv si dokdzme nasledujiice pomocné
tvrdenie.

Lemma 2.3 Majme dva rozne prvky r a j z mnoziny {2,3,..,n-1}. Potom

bnflf'rabr72 i bnflf'rabr72
r —— 0;

Dokaz.

Prvok r sa posunie do 0, lebo r S n—13%0 ﬁ 0. Prvok j je po
prvom kole bécok urcite mensi ako n — 1 a vacsi ako 2. Preto urcite bude
po jednom acku rézny od 0 a 1. Zostane teda v béckovom cykle. Po dalsich
béckach sme j spolu posunulion—1—r—+14r—2, ¢o je n— 2, ¢o je velkost
cyklu na b, a teda sa j vrati samé do seba.

U]

Toto tvrdenie dalej vyuzijeme v dokaze neekvivalencie, ak i # j. RozliSime
niekolko pripadov:

1) Nechi>2,j=0a5=1{0,i} US;. Potom
{Qanai}Usl EM) {Qanai} E} {%»Qn—l} i> {fh»O, 1} i> {QQ,O, 17 2}7

{g:,0,3}US1 2% {4, 0,1} = {g1,0,n=1} % {g0,0,1} > {q1,1,2}.
Vysledné mnoziny sa vsak lisia v 0, a teda st rozlisitelné.
2) Ostatné pripady prevedieme, aby sme dostali situaciu ako v bode 1).
2a) Nech i = 0, j = 1 a kedze oba stavy st z R, tak S = {0,1} U S;.
Potom {q,0,1} U S; = {q,1,2} U S, 2 {g0,0,3YU S5 a {q,0,1}U S &

{g2,0,1,2} U Sy % {g5,0,3} U S
2b) Nech j = 1, 7 > 2 a kedZe oba stavy st z R, tak S = {0,1,i} U 5.

Potom {q1,0,1,i} US; 2 {g0,0,i+ 1} U Ss a {g;,0,1,i} U Sy 2 {gi1,0,i +
1} U Ss.
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2¢) Nech i > 2, j > 2,. Kedze oba stavy st z R, tak S = {0,4,j} U S;.

{qz,o,l,j}U51 Q {QO707n_27]+n_Z}USQ a {QJJ()?Za]}USl g
{qj+n—i707n _27] +n— Z} USQ
L]

Ukazali sme, ze ked DFA pre L ma n — 1 koncovych stavov a ¢g € F, tak
sc(L?) = (n+2)2" 2. V dal3ej casti ukdzeme, Ze tento odhad pre Stvorec vieme
prekonat, ak jedinym nekoncovym stavom v DFA pre L zostane pociatocny
stav qq.

2.1.2 Zlozitost Stvorca ak |F|=n—1aq ¢ F

V tejto casti rozoberieme stavovu zlozitost Stvorca, ak pévodny jazyk bol
akceptovany DFA s jedinym nekoncovym stavom ¢qy. V nasledujicej leme
ukazeme horny odhad stavovej zlozitosti stvorca v tomto pripade. Jeho tes-
nost ukazeme vsak az na ternarnej abecede. Na binarnej abecede dosiahneme
iba o jedna mensiu hodnotu pre zlozitost Stvorca.

Lemma 2.4 Nech n > 3 a nech L je regularny jazyk nad abecedou ¥ taky,
ze sc(L) = n a minimélny DFA pre L ma n—1 koncovych stavov, kde qo ¢ F'.
Potom sc(L?) < (n + 3) - 2"2 a tdto hranica je tesnd, ak |%| > 3. Hranicu
(n+3)-2"2 — 1 vieme dosiahnut na bindrnej abecede.

Dokaz.

Najskor ukazeme horny odhad zlozitosti. Vsimnime si, ze ak v podmnozi-
novom automate pre L? mame dva rozne stavy {¢;} US a {¢;} U S, zjavne
i # j také, ze {i,j} C S, tak tieto stavy su ekvivalentné: Ak w je zamiet-
nuté z p, tak potom pre vietky prvky s € S plati, Ze s = 0, teda aj pre
i, a j. To znamena, Ze {q¢;} U S = {qo,0}, z ¢oho vyplyva, 7e aj stav ¢ za-
mieta slovo w. Analogicky, ak w je zamietnuté z ¢, tak je zamietnuté aj z p.
7 toho vyplyva, ze p a ¢ su ekvivalentné. Spocitajme teraz mnoziny, ktoré
zostanu neekvivalentné: {¢o} U X, kde X C {0,1,...,n — 1} a {¢;,0} UY,

LD

Obr. 2.5: DFA B.
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kde i =1,2,...,n—1,aY C {1,2,...,n — 1} \ {i}. Takychto mnozin je
2"+ (n—1)-2""2 = (n+3) - 2”2 Priestor tychto mnozin budeme nazyvat R.

Zoberme DFA B podla obrazka 2.5, ktory bude akceptovat jazyk L. Zo-
strojme NFA N pre jazyk L2. Matematickou indukciou podla velkosti mnozin
ukazeme, ze v M st vSetky mnoziny z R dosiahnutelné. Jedno- a dvojprvkové
mnoziny su dosiahnutelné lebo v podmnozinovom automate mame

= {0} 2 {a1,0} 2 {32,0} 2 - B {0 2,0} 5 {g0,0};
{qn—270} i> {Qn—1707 1} i> {qn—17072} i> e i> {qn—hOan_Q} i> {qn—l}a

{gn-1,0} 2 {g0, 1} 5 {0, 2} > -+ 5 {qo,n — 2}

Vsimnime si, Ze sme nevyrobili mnozinu {qo,n — 1}. Takd mnozina ndm ani
nebude chybat pri vyrabani dalsich. Napriklad hned v bode (1) potrebujeme
nanajvys mnozinu {qo,n — 2}, ktort sme vsak uz dosiahli.

Predpokladajme, Ze vsetky ¢ prvkové mnoziny z R su dosiahnutelné. Uka-
zeme, ze potom su vSetky ¢ + 1 prvkové mnoziny z R st dosiahnutelné. Nech
S ={q¢,81,8,.-- ., S}, kde g €Q,a0< s <s9<--<s<n—1jet+1
prvkova mnozina z R. Rozlisime niekolko pripadov.

(1) Nech i = 1, s, > 2. Potom {qg, 50— 1,...,5,— 1} % {q1,0,52,...,5}.
Mnozina vlavo je t prvkova, teda je dosiahnutelna podla indukéného predpo-
kladu.

(2) Nech 1 < i < n—2. Indukciou podla i ukdzeme, ze kazda t+ 1 prvkova
mnozina {¢;, 0, S2, ..., 8} z R je dosiahnutelnd. Prvy krok indukcie, 1 = 1,
sme ukézali v bode (1). Predpokladajme, ze kazdd ¢ + 1 prvkovd mnozina
{¢,0,89,...,5} 2R, kde 1 <i<n-—3,jedosiahnutelnd. Ukdzeme, Ze potom
aj kazda t+1 prvkovd mnozina {¢; 11,0, 2, . .., $;} z R je dosiahnutelna. Nech
S ={¢i+1,0, 82,...,5:}. Rozlisime 3 pripady:

(2a) Nech s,=1. Potom {g;,0,s3—1,..., 51} 5 {gi11,0,1,53,...,5}=35.
Vsimnime si, ze mnozina vlavo je len ¢ prvkova, no je dosiahnutelna podla
indukéného predpokladu z indukcie podla ¢.

(2b) Nech s > 2 a s, < n — 2. Potom {¢;,0,s0 — 1,...,s — 1} LN
{¢i+1,0, s2,83,...,8} = S. Mnozina vlavo je dosiahnutelna podla indukéného
predpokladu z indukcie podla i.

(2¢) Nech sy > 2 a sy = n—1. Potom {¢;,0,s0—1,...,5.1—1,n—1} LN
{¢i+1,0,82,83,...,8_1,n — 1} = S. Mnozina vlavo je dosiahnutelnd podla
indukéného predpokladu z indukcie podla <.

(3) Nech i = n — 1. Rozlisime 3 pripady:

(3a) Nech s, = 1. Potom dostdvame {g,_2,0,s3 —1,...,5 — 1} &
{qn-1,0,1,53,...,5}=.S5. Mnozina vlavo je dosiahnutelna podla bodu (2).
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(3b) Nech s3 > 2 a sy <n—2. Potom {¢,_1,0,1,83—so+1,...,8—s3+1}
E) {qn-1,0, 89, 53,...,8} =5. Mnozinu vlavo sme dosiahli v bode (3a).

(3c) Nech s3 >1a s;=n—1. Potom {¢,_1,0, 1, sg—sot+1, ..., $4_1—So+l, n—1}
so—1
LA {qn-1,0,82,83,...,8_1,n—1} = S. Mnozina vlavo je dosiahnutelna

podla bodu (3a).

(4) Nech i = 0. Rozlisime niekolko pripadov:

(4a) Nech s; = 0 a s; < n — 2. Potom {¢,_2,0,80 — 1,...,8 — 1} LN
{q0,0, 82, ...,5}=S. Mnozina vlavo je dosiahnutelna podla bodu (2).

(4b) Nech s; = 0a s, = n—1. Potom {g,,_2,0,80—1,...,8.1—1,n—1} LN
{q0,0,82,...,8_1,n — 1} = S. MnozZina vlavo je dosiahnutelna v bode (2).

(4¢) Nech s; = 1. Potom {qo, 0, so—1,...,s,—1} 2 {q0,1,892,...,8}=2>5.
Mnozina vlavo je dosiahnutelna podla bodu (3).

ps1—1

(4d) Nech s1 > 2 a s; < n—2. Potom {qo, 1, so—s1+1,...,8—81+1} —

{qo, 51, 82, - .., 8} = S. Mnozina vlavo je dosiahnutelna podla bodu (4c).
(4e) Nech s1> 2 a s;= n—1. Potom {qo, 1, so—s1+1,...,8_1—s1+1,n—1}
LN {qo, 51,82, .. .,8-1,n—1} = S. Mnozina vlavo sme dosiahli v bode (4c).

Tym sme ukazali dosiahnutelnost. Teraz ukazeme, zZe vSetky dosiahnu-
telné stavy v M st navzajom neekvivalentné. Zoberme teraz dva rozne stavy
p={¢}US aq={g}UT. Vsimnime si, ze slovo b" je akceptované v NFA N
len zo stavu n — 1. Slovo a® '~*b" je akceptované len zo stavu 0 < ¢t < n — 1.
7 toho vyplyva, ze p a ¢ st rozlisitelné, ked S # T

Rozoberme teraz situaciu, ked S = T. Vtedy nutne ¢ # j. Predpokla-
dajme,ze 0<i<j<n-la{ij} €S Nechi=0aSC{0,1,...,n—1}.
Potom j ¢ S a mame

{QD} U S E} {anlfj} U SI £n_> {q070} i> {q17 07 1})

{4308 “—5 {gu1 3 US"5 {gu1, 01 2 {go, 1}.

Vysledné mnozZiny sa ligia v 0. Ak ¢ > 1, pouzijeme slovo a7, aby sme sa
dostali do pripadu vyssie.

Zatial sme dosiahli vietky mnoziny z R okrem {qo,n — 1}. Odtial dost4-
vame hornt hranicu v bindrnom pripade, a to (n+3)-2"2—1. Na dosiahnutie
stavu {qo,n — 1} priddme dalsie pismeno do B a dodefinujeme prechody na
¢ nasledovne: 6(qo,c) = qo; 6(¢i,¢) = ¢iy1, ak 1 < i < n — 2, a nakoniec
d(qn—1,¢) = qo. V takto doplnenom automate vieme dosiahnut {go, n — 1} zo
stavu {qo,n — 2} na c. Dostéavame tak tesni hornt hranicu (n + 3) - 2772

U]

Vysledky lemy 2.2 a 2.4 zhrnieme v nasledujicom tvrdeni.
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Veta 2.5 Nech n > 3 a nech L je regularny jazyk nad abecedou . taky,
ze s¢(L) = n a minimdlny DFA pre jazyk L md n — 1 koncovych stavov.
Potom sc(L?) < (n + 3) - 2"2 a tdto hranica je tesnd, ak |%| > 3. Hranicu
(n+3)-2"2 — 1 vieme dosiahnut na bindrnej abecede.

V bindarnom pripade sme pre kazdé n nasli n stavovy DFA s jedinym
nekoncovym stavom taky, Zze minimalny deterministicky automat pre jeho
Stvorec ma (n + 3) - 2% — 1 stavov. Z nasich predoslych vypoctov vieme, Ze
tato hranica sa na binarnej abecede nepresiahne ak n < 5. Domnievame, ze
pre vicsie hodnoty n to tiez plati, ale zatial to nevieme dokézat.
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Kapitola 3

Booleovské a alternujuce
automaty

V tejto kapitole zhrnieme zname vysledky tykajuce sa hlavne alternujtcich
automatov a predstavime tak motivaciu hladania jazyka tazkého pre Stvorec.

Najskor sa venujeme uvodu do problematiky, kde rozoberieme prechod
medzi booleovkymi/alternujicimi a (ne)deterministickymi automatmi, a s
tym stvisiacu zavislost stavovej zlozitosti. Dalej sa budeme venovat zretaze-
niu a predstavime otvoreny problém z roku 1990 ohladom tesnosti horného
odhadu 2™ +n + 1 pre tito operéciu na alternujicich automatoch podla [3].
Nasledne ukazeme riesenie tohto problému pre Stvorec, teda ukazeme tesnost
ohranicenia 2"+n+1. Tento dokaz aj zovSeobecnime pre zretazenie. Nakoniec
ukazeme, ze zlozitost Stvorca na booleovskych automatoch je 2™ + n.

Zacnime teda s definiciami zakladnych pojmov. Ich detailnejsi popis mozno
najst v [1, 3,5, 7, 8.

3.1 Definicia

Nech n > 1. Booleovsky automat A definujeme ako paticu A = (Q, X, 9, gs, F),
kde @) je mnozina stavov qq, ... q,, 2 je vstupna abeceda, F' C () st koncové
stavy. Oznacme B, ako mnozinu vsetkych booleovskych funkcii n booleov-
skych premennych ¢y, . .., g,. Potom lahko zapiseme, Ze g; € B, je poCiato¢na
funkcia a prechodovi funkciu § mézme definovat ako zobrazenie do booleov-
skych funkcii, § : Q x 3 — B,,. Prechodovt funkciu teraz rozsirime na B,, x 3*
indukciou vzhladom na dlzku slova. Nech g € B,,, a € &, w € ©*:

(1) 0(g.¢) = g;

(2) ak g = g(q1, G2, - - -+ qn) tak 0(g,a) = g(6(q1,a),6(g2,a), ..., 0(qn, a));

(3) 6(g,aw) = 6(6(g, a), w).
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Budeme potrebovat este vektor finality f = (f1, f2,..., fn) € {0,1}", taky,
ze fi=1,ak ¢; € F a f;=0, ak ¢; ¢ F, ktory znadi, ktoré stavy st koncové
a ktoré nie. Slovo w je z jazyka akceptovaného AFA A, ak po dosadeni finality
vektora do d(s, w) dostaneme 1, formalne L(A) = {w € X* | §(s,w)(f) = 1}.

Ak pociatocnou funkciou BFA je len jediny stav, vtedy takyto automat
nazyvame alternujici automat(AFA). Tieto pojmy ilustrujeme na nasleduji-
com priklade:

Priklad 3.1 Majme alternujici automat s dvoma stavmi na binarnej abe-
cede, A = ({q1,q2},{a,b},9,q1,{q2}). Prechodovi funkciu si definujeme ta-
bulkou. Podme zistif, ¢i je slovo w = abb akceptované. Zacneme z pocia-

) a b

G| 1V Qo Q1
q2 q2 a1 N\ g2

toéného stavu s = qi, teda d(s,w) = 0(qi,abb). Podla tabulky d(q1,a) je
¢1 V @2, dostavame teda (g, abb) = 6(q1 V ¢q,bb). Pokracujme takto dalej:
(g1 V q2,00) = 0(q1 V (@1 A =g2),b) = 1 V (1 A —(q1 A g2))-

Teraz vyhodnotime vyraz dosadenim finality vektora f = (0,1). Za kon-
cové stavy dosadime 1, za nekoncové 0. Dostdvame ¢; V (¢1 A —(q1 A q2)) =
OV(OA=(0AL)=0V(0AL1)=0VO0=0. Vyledok je 0, teda slovo w = abb

nas alternujici automat A zamieta.

Hovorime, ze AFA A je minimdlny, ak kazdy AFA pre jazyk L(A) mé
aspol tolko stavov ako A. Alternujica stavovd zloZitost jazyka L, asc(L), je
pocet stavov v minimélnom AFA pre L. Booleovskd stavovd zloZitost jazyka
L, bsc(L), je pocet stavov v minimalnom booleovskom automate pre L.

V nasledujucej vete ukazeme konstrukciu, ktora nam dovoli prejst od boo-
leovského automatu k nedeterministickému s viacerymi pociato¢nymi stavmi

(NNFA).

Veta 3.2 ([5, Lema 1]) Ak L je akceptovany n stavovym BFA (AFA), tak
L je akceptovany 2" stavovym NNFA N (s 2! pociatocnymi stavmni).

Dokaz.
Mame dany n stavovy BFA A = (Q, %, 4, g5, F) so svojim vektorom finality
f="f,fo s fn) € {0,1}" kde Q@ = {q1,42,--.,¢n}- K nemu zostrojime
2" stavovy NNFA N = ({0,1}",%,0",I,{f}) a ukdzeme, ze L(A) = L(N).
Za stavy v N zoberieme vietky retazce nil a jednotiek dlzky n, je ich
presne 2". Mnozinu pociatocnych stavov budu tvorif tie retazce, ktoré vy-
hovuji pociatocnej funkcii gs v A, teda I = {p € {0,1}" | gs(p) = 1}.
Koncovy stav bude len jeden, a to bindarny vektor f. Prechodovi funkciu
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ey o+ {0,1}* x ¥ — {0,1}" definujeme ako ¢'(p,a) =

9 {p' € {0,1}" | (0(q1,0q),6(qa,a),...,0(gn,a))(p)) = p}.
V@ Co znamend, 7e ak chceme zistit, aké $ipky vchadzajt
do stavu p’ € {0,1}" na pismenko a, tak vyhodnotime
d(q,a)(p’), pre kazdé ¢ € Q. Dostaneme tak novy bi-

narny vektor p € {0, 1}", pre ktory bude platit ¢'(p,a) — p'.
Ukazeme najskor pomocné tvrdenie, ktoré hovori, ze ked sa vieme v N do-

staf zo stavu p do f na slovo w, tak je to ekvivalenté s tym, ze v A po dosadeni
finality  vektora f na slovo w dostaneme  p. Teda

@\NWW@ s (8(qr,w), (g2, w), ..., 0(gn, w))(f) = p.

Lemma 3.3 V NNFA N existuje vypocet prevadzajiici stav p na stav f na
slovo w prave vtedy, ked v BFA A plati (5(q1, w), (g2, w), ..., 0(qn, w)) (f)= p.

Dokaz.
Tvrdenie ukazeme indukciou podla dlzky slova w € 3*.

1. Nech |w| = 0, teda w = . Z toho vyplyva, Ze p — f. To znamena, Ze
p = f. Potom (3(q1,€), ..., 0(an,€))(f) = (a1, -, q)(f) = f =p.
2. Indukény predpoklad: Ak |w| = [, tak plati nase tvrdenie, ze

pSf e (8q,w),8(g,w),. ... 0(g.,w)(f) =p.

Ukézeme, Ze potom tvrdenie plati pre slova dlzky [ + 1. Zoberme slovo w

dlzky [ 4 1, ktoré vieme rozdelift na w = a - v, kde a € ¥ a v je slovo dlzky [.
P

Zoberme p = (5(q1,w), e 5(qn,w))(f). Ukézeme, Ze existuje cesta p ~> f

na slovo w.

p=(0(q,w), .-, 0(gn, ) (f) = (8(a1,a),- ., 6(gn, a)) (8(a1,v),- .., 8(gn,v)) (f)

N

'
pl

Na (5((]1,1)), e ,(5(qn,v))(f) sa vztahuje indukény predpoklad, lebo |v| = I,
a teda existuje cesta p’ ~ f na slovo v, ¢ize p = ((5((11, a),...,0(qn, a))(p’).
Potom podla nasej definicie &' v N, mozeme pisat, Ze existuje p = p = f, z
¢oho vyplyva, ze p — f.

=
Vieme, 7e existuje cesta p — f. T vieme rozdelil na p % p' = f. Kedze

26



|v| = [ vyuzijeme indukény predpoklad (5(q1, V), ..., 0(qn, v)) (f) =1 Kedze
p = p/, tak plati aj p = (6(q1,a), o ,5(qn,a))(p’), z toho

p=(0(q1,a), -, 0(qn,a))(6(q1, ), .., 6(qn,v))(f)=(0(q1, w), .., 0(qn,w))(f).
[]

Teraz este ukazme, Ze naozaj plati, ze slovo w je akceptované pomocou
BFA A, prave vtedy, ked je akceptované v NNFA N.

Lemma 3.4 Nech L(A) je jazyk akceptovany BFA A a L(N) je jazyk ak-
ceptovany NNFA N. Potom L(A) = L(N).

Dokaz.
=
Nech w € L(N). Existuje teda vypocet z pociatoéného stavu p taky, zZe
—p = f. Ci BFA A akceptuje slovo w rozhodne vysledok d(gs, w)(f).
5(95, w)(f) = 95( (6(Q1> w)> s vd(qm w)) (f) ) = 98(p)

J/

~-
p

KedZe p je pociatocny stav a pre pociatocné stavy v N plati, ze vyhovuju
podiato¢nej funkcii g v BFA A, tak vysledok je §(gs, w)(f) = gs(p) = 1. Pre
nas to ale znamena, ze ak je slovo akceptované v NNFA N tak je akceptované

aj v BFA A.
=
Nech w € L(A). Plati teda 1 = 0(gs, w)(f) = gs(\(d(ql,w), o ,5(qn,w))(f2).

V N teda existuje cesta p = f do jediného koncového stavu v N. K tomu este
plati gs(p) = 1, z ¢oho je jasné, Ze p musi byt pociatoénym stavom v N. Slovo
w teda tiez padne do jazyka L(N). Dostavame, ze ak je slovo akceptované v
BFA A, tak je akceptované aj v NNFA N.

]

Dosli sme teda k tomu, ze ak mame n stavovy BFA, vieme k nemu zo-
strojit 2" stavovy NNFA, ktory akceptuje rovnaky jazyk. VSimnime si, ze ak
dany BFA bol alternujuci, tak potom mal jediny pociato¢ny stav ¢;. Z toho
vyplyva, Ze konstruovany NNFA bude mat presne 2"~! pociatoénych stavov,
lebo pociatoénymi stavmi budu tie booleovské vektory, ktorych i-ta zlozka
je 1.

L]

Tuto transformdciu z booleovského automatu na NNFA teraz ukdZeme
na priklade.
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Priklad 3.5 Majme BFA A = {Q,%,0,9s, F' = {g3}} na bindrnej abecede
definovany nasledovnou tabulkou.

) a b
— Q1 q3 q1
@2 | @V q3
q3 A

Vidime, ze g; = ¢1, vektor finality je f = (0,0,1). Zostrojme k A NNFA
automat N = {Q', 3,0, I, F'}, ktory bude tiez rozoznavat jazyk L(A). Vy-
uzijeme predchadzajicu vetu.

Stavy budi bindrne retazce dlzky 3, Q' = {0,1}* = {000,001, 010, 011, 100,
101,110, 111}. Mnozina pociatocnych stavov bude I'={p € {0,1}]| g;(p)=1}
= {100,101, 110, 111}. Mnozinu koncovych stavov bude tvorit jediny retazec
F ={f}={001}. Ur¢ime este prechodovii funkciu ¢'.

(5<Q17 CL), 6(Q27 CL), 5(Q37 CL)) (000) = <q3<000)7 @V Q2<000)7 —q1 (00())) = <07 07 1)
§'(001,a) > (000)
(0(q1,b), (g2, ), (gs,)) (000) = (g1(000), ¢35(000), g1 A —~g2(000)) = (0,0,0)
5'(000,5) > (000)
Ked pocitame ¢'(p, a), tak by sme mali zobrat postupne vsetky retazce
p' z {0,1}* a do mnoziny & (p,a) by padli len tie, spltiajice podmienku
(5(q1, a),d(qz,a),0(qs, ))(p) = p. My si vSak urychlime vypocet a pytame
sa, ¢o vchadza (aky stav p) na pismeno a do stavu p'. )
Navyse §(q1,a),6(qe, a), 0(gs, a) nie je ni¢ iné, ako prvy stlpec prechodove;j
funkcie v booleovskom automate A. Dopocitajme ¢'.
(5(Q17 Cl), 5((127 (I), 5(Q3> a)) (O()l) = (q3(001)7 qi Vv q2(001)7 —q1 (001>) = (L 07 1)
§'(101,a) > (001)
(5((]17 b)7 5(Q27 b)a 6(Q3, b)) (00]—> - (QI(OO]-)’ q3(00]—)7 TAN _‘Q2(001)) = (07 17 0)
5'(010,) > (001

(5<‘11> a),6(q2,a), (g3, a
§'(011, a) (01

(010) = (g5(010), g1 V 2(010), —¢1(010)) = (0,1,1)

0

(6(q1,b), (g2, b),6(gs,b))
§'(000,b) > (010)

(5(611, ) 5(Q2, Q37
§'(111, a) (011

(6(q1,b),0(q2,b),0(qs,b)) (011) = (q1(011), g3(011), g1 A =g2(011)) = (0,1,0)
5(010,) 3 (011)

010) = (¢1(010), g3(010), g1 A =¢2(010)) = (0,0,0)

)
a))(
)
(
a))(011) = (g3(011), ¢ V g2(011), =1 (011)) = (1,1,1)
)
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Obr. 3.6: NNFA N (vlavo) a N® (vpravo) z prikladu 3.5.

(5((]17 a)? 5((]27 a)? 5((]37 CL)) (100) = (Q3<100)7 @V QQ<100)7 _'QI(loo)) = (07 L 0)
(5’(010,&) ) (100)

(0(q1,),0(g2,0), 8(g3, b)) (100) = (1(100), g3(100), g1 A =g2(100)) = (1,0, 1)
5/(101 b) > (100

(6(q1,a),0(g2,a),6(gs,a))(101) = (gs(101), g1 V g2(101), =1 (101)) = (1,1,0)
§'(110, a) (1

(6(q1,0),6(g2,b),0(gs, b)) (101) = (g1(101),g3(101), g1 A —g2(101)) = (1,1, 1)
§'(111,b) > (101)

(6(q1,a),6(q2,a), 6(gs, a))(110) = (g3(110), q1 V ¢2(110), =¢1(110)) = (0, 1,0)

(5(611,5)75((127 b),d(gs, )) 110) = (Q1(110)a93(110)>Q1/\ﬁ(h(llo)) = (1,0,0)
§'(100,0) > (110)
(5(Q1> a),0(qe,a),0(qs, a
§'(110, a) (1

(6(q1,b),0(g2,b),6(g3, b)) (111) = (g1 (111), g5(111), 1 A —g2(111)) = (1,1,0)
§'(110,b) > (111)

)
a))(
01)
(
1
a))(
&'(010, a) (110)
(
10
a))(111) = (g3(111), q1 V g2(111), ¢y (111)) = (1, 1,0)
11)
(

3.1.1 Zrkadlovy obraz

Vseobecne vytvorime automat M% pre zrkadlovy obraz jazyka L(M) akcep-
tovan¢ho automatom M, tak Ze v automate M oto¢ime kazdu jednu sipku,

a koncové stavy budi pociatoénymi a pociatoéné koncovymi.
Formalne, ak povodné M = (Q,%,5,1, F) tak M? = (Q,X, 6%, F, I), kde
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FQxY — 29 68(q,a) = {p € Q| q € 6(p,a)}. Potom je plati, Ze
L(M™) = (L(M))".

Uvedomme si, ze zkradlovy obraz NNFA N, podla konstrukcie podla lemy
3.2, je uplny DFA lebo:

e V NNFA N je len 1 koncovy stav, takze N m4 len jeden pociatocny.

o V N plati, ze do kazdého stavu vchadza prave jedna Sipka pre kazdé
a € Y. Potom, po otofeni automatu v N® plati, Ze z kazdého stavu
vychadza prave jedna Sipka pre kazdé a € X.

Dostavame teda nasledujtci vysledok:

Veta 3.6 Ak jazyk L je akceptovany n stavovym BFA (AFA), tak L% je
akceptovany 2" stavovym DFA (2" stavovy DFA, v ktorom je 2"~ stavov
koncovych).

Dosledok 3.7 Nech L je reguldrny jazk. Potom bsc(L) > [log(sc(LT))] a
asc(L) > [log(sc(L®))].

Dokaz.
Ak by nejaky BFA pre L mal k stavov, kde k < log(sc(L%)), tak potom podla
vety 3.6 jazyk L by bol akceptovany DFA s 2% < sc(L%) stavmi, ¢o by bol

spor. Dokaz pre asc by bol rovnaky.
]

Doésledok 3.8 Nech jazyk L je akceptovany n stavovym AFA. Potom mini-
méalny DFA pre L® mé& najviac 2"~! koncovych stavov.

Doékaz.
Podla vety 3.6 je L® akceptovany 2" stavovym DFA, v ktorom 2"~ ! stavov
je koncovych. Minimalizaciou tohto DFA pocet koncovych stavov mdze iba
klesnuf.

U]

Uz vieme prejst od n stavového BFA pre L k 2" stavovému DFA pre L
podla vety 3.2. Teraz ukazeme, Ze je mozny aj opacny prechod.

Veta 3.9 ([5, Lema 2]) Ak L je akceptovany 2" stavovym NNFA N a plati,
7e N® je DFA. Potom L je akceptovany n stavovym BFA. Navyse, ak N m4
2"=1 stavov koncovych, tak potom L je akceptovany n stavovym AFA.
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Obr. 3.7: NNFA N z prikladu 3.5

Dokaz.

Nech NNFA N vyzerd takto N = (Q, 3,6, [, F = {f}, f € Q). NNFA N musi
mat prave jeden koncovy stav, lebo z predpokladov vety N je uz DFA. Stavy
v NNFA N si oéislujeme. Tym padom @ = {0,1,2,...,2" — 1} a F = {k}.

Ozna¢me BIN(7) € {0, 1}" binadrny zapis ¢isla ¢ na n bitov, zlava doplne-
nych nulami. Zrejme f = BIN(k) = f1, fo, ..., fa, kde f; € {0,1}. Definujme
si teraz BFA A = (@', %, ¢, g5, F') nasledovne:

e Nech @ ={aq,...,q,}. Mame teda n stavovy BFA.

e Mnozina koncovych stavov F' = {¢q; | fi = 1}.

« Pociatoénu funckiu g predpiSeme takto: g5(BIN(7)) = 1 préave vtedy,
ked i € I a podobne g4(BIN(i)) = 0 prave vtedy, ked i ¢ I. Vznikne
tabulka pre gs, z ktorej uz vieme vycitat jej funkcny zapis.

e Prechodovu funkciu ¢’ : Q' x ¥ — B, takto

(6'(q1,a),8'(g2,a), ..., 8 (qn, a)) (BIN(3)) = BIN(j) = BIN(6"(i,a)), pre a € %,

takého stavu j, ze j — i v N, a taky je len jeden, lebo N je DFA,
kedze 6% je deterministicka funkcia.

Indukciou, podobne ako vo Vete 3.2 ukdzeme, ze L(A) = L(N).
O

Priklad 3.10 Vytvorme teraz BFA k NNFA N z prikladu 3.5, ktory mame
zadany na obrazku 3.7.

Mame 8 stavov, 8 = 23, takZe nase budice BFA A, bude mat tri stavy
{q1,q2,q3}. Taktiez NNFA N splnia predpoklady vety, to jest, Ze jeho oto-
¢enim vznikne DFA. M4 len jeden koncovy stav, a to 001. Ocislujme si
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stavy v N. Napriklad podla toho, aké decimélne cislo konkrétny binarny
vektor predstavuje. Mame teda NNFA N = (Q,{a,b},d,I,F = {f}), kde
Q=1{0,1,2,3,4,5,6,7} a v tomto pripade je FF = {001} = {1}.

Prejdime teraz k definovaniu BFA A = (@', 3,0, gs, F'). Ako sme uz
povedali, Q" = {q1, g2, g3 }. Vytvorme teraz mnozinu koncovych stavov ¢;, kde
i-ty bit vo vektore f je jednotka. V nasom pripade F’' = {¢s3}.

V povodnom automate tvorili mnozinu pociatocnych stavov binarne vek-
tory 100,101,110,111. Vytvorme teda tabulku pravdivostnych hodnét pre g,.

(41,42, q3) | s Mame ¢, zadant tabulkou, potrebujeme najst jej
000 0 funkény zapis. Spravime disjunkciu (OR) riadkov, kde
001 0 je gs = 1. V nasom pripade
010 0 9s = (1 A2 AN=q3) V (a Aga ANgs) V (1 Aga A —gs) V
011 0 (1 A g2 A gs).

100 1 Pre definovanie prechodovej funkcie ¢’ : Q' x ¥ —
101 1 B, takisto najskor vytvorime tabulku z ktorej po-
110 1 tom budeme vediet vycitat funkény predpis. Z pre-
111 1 doslej vety vieme, ze prechodovt funkciu zadefinujeme

ako

((5’((]1,a),(5’(q2,a),(5’(q3,a))(BIN(i)) = BIN(j) = BIN(6%(i,a)) takého stavu
j, 7e j =i, kde i, j st stavy v N.

,a), | 8'(g2,a) | 9'(q

(91 42,45) [ 9'(a ) [ 9'(q1,b) | 9"(g2,b) | 9'(gs,b) |
000
001
010
011
100
101
110

111

N
w
[y
[\
w

[ e I N S =]
—_ === =m0 O
OO O R K~ R -

[ T s R e R e Wl

—R O RO R, ORO

OO R EFEF OO OO

—
)
e}

Zoberme si napriklad prvy riadok. Ten odpoveda zapisu
(5’(q1,a), 6’(q2,a),5'(q3,a))(000) = (001).

V povodnom automate N to odpoveds prechodu 000 <= 001. Stipec ' (qu, a)
je tabulka pravdivostnych hodn6t booleovskej funkcie ktord aplikujeme v
BFA A pri ¢itani pismena a zo stavu ¢;.

Pozndme uz vSetko v novom BFA A = (@', {a,b},d, g5, F'), takze mo-
zeme zapisat, ze Q" = {q1, ¢2, ¢3}, mnozina koncovych stavov F’ obsahuje len
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stav g3. Pociatocna funkcia je gs = ¢ a prechodovu funckiu vieme zapisat
a b
0 as 0
92 | 1 Vg3 q3
B "¢ | AN

tabulkou:

3.2 Zretazenie na alternujicich automatoch

V tejto stati sa budeme venovat zretazeniu na alternujicich automatoch.
Najskor uvedieme lemu o zretfazeni jazyka akceptovaného NFA a jazyka ak-
ceptovaného AFA. Na zaklade tohto poznatku budeme vediet odvodif horny
odhad stavovej zlozitosti pre zretazenie jazykov, ktoré su akceptované m a n
stavovymi alternujicimi automatmi.

Ak A= (Q,%,0,s,F) je AFA, kde d(q, a) je konstanta alebo booleovska
funkcia iba s V-operatorom pre kazdé g € () a a € X, potom sa A sprava ako
NFA. Hovorime, ze A je NFA v AFA reprezentdcii.

Lemma 3.11 ([3, Veta 9.2]) Nech A; = (Q1,%, 91,51, F1) je NFA v AFA
reprezentdcii a nech Ay = (Q2,%, 02,82, Fy) je Iubovolny AFA taky, zZe
Q1N Qs = 0. Uvazujme AFA Ay - Ay = (Q1 U Q2,%,0, 51, Fy) taky, Ze pre
vsetky stavy q € Q1 U Q2 a vSetky pismend a € ¥ je prechodova funkcia
takato:

01(q, a), akqge Qi aq¢ I
§(q,a) = € 61(q,a) V 0a(s2,a), akqe€ Qy aqée I
52(Qa CL)7 ak q < QQ'

Potom L(Al : Az) =L Al) . L(Ag)

Dokaz.
Pripomenme, ze AFA A; a A; maju svoje prislusné vektory finality f; a fs.
AFA A, - Ay ma svoj vektor finality dizky |fi| + |f2|, kde prvych fi prvkov
st nuly a dalsich f, prvkov si presne prvky vektora fs, kedze koncové stavy
AFA A, - A, st tvorené mnozinou F,.

Nech w € L(A;) - L(Ay). Potom w = zy, kde x = x5 ... 2 € L(A;) a
Y =11y Yo € L(A).

Vypocet na AFA A; - Ay pre w bude:
d(s1,w)(f) =0(s1,zl...xpyr ... ye)(f) = 6(6(s1,x)xe ... xy1 - .. ye)(f).

Kedze s; € )1, podla predpisu ¢ sa prvych k pismen, teda xq,...,xx
bude citat ako v NFA Ay, ¢o vytvara disjunkciu stavov z Q). Ak prejdeme
cez nejaky koncovy stav z Fj, tak do disjunkcie pribudni ¢leny ds(s2,a),
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¢o mozeme zapisat ako booleovski funkciu g =V ¢V V cpp 02(52,24),
kde R je podmnozina stavov z ()i, ktoré pri ¢itani x dosiahneme. Kedze
x € L(A;), tak v g sa urcite bude vyskytovat aspon jeden koncovy stav z Fj.

Po precitani slova x dostavame:
o(s1,w)(f) =---=0(g,y)(f) = 0(2(s2,y1), Y2 - - - ye) (f) = 02(52,9)(f2) = 1.
Funkcia g je len disjunkciou stavov z ()1 a inych booleovskych funkcii d,. Pri
vyhodnocovani vo finality vektore f preto mdézeme zabudnit na nuly, ktoré
vznikni zo stavov z 1 a zamietajicich vypoctov z dy. Slovo y € L(As), ¢o
znamena, ze 0y(S2,y)(f2) = 1. Slovow € L(A;)L(A2) nas alternujici automat
Aq - Ay akceptuje.

Teraz ukazeme opacnu stranu, a to, co sa deje pre slovda, ktoré nepatria
do zretazenia L(A;) a L(Az). Nech w ¢ L(A;)L(Az). Oznaéme y1, 92, ..., Yn
také slova, ktoré si sufixami w a patria do jazyka L(A,).

Ak n = 0, tak w nemd ziaden sufix, ktory by bol v L(Ay). Vtedy AFA
Aq - Ay zamieta w, lebo vysledné funkcia, ktora sa vyhodnoti vo vektor f je
disjukcia stavov z ()1, ¢o pridava len nuly, a booleovskych funkcii d9, ktoré
tiez prispievaji len nulami, lebo w nem4 sufix z L(A,).

Ak n > 0, potom existuju navzajom rozne slova x1, s, ..., xr, € %* také,
ze x;y; = w pre ¢ = 1,2,... . n. Zjavne x; ¢ L(A;), lebo potom by w €
L(A1)L(Ay). KedZze z; nie je z jazyka L(A;) pre kazdy sufix y; € L(As), tak v
Ajq- Ay nenastane situacia, ze po docitani prvej casti slova bude vo vznikajicej
disjunkcii koncovy stav z Fj, ktory by sposobil akceptovanie druhej casti
slova. Z toho vyplyva, ze w ¢ L(A; - Ay).

L]

Pre zretazenie dvoch alternujicich automatov A; s m stavmi a Ay s n
stavmi vyuzijeme predchadzajicu lemu, no potrebujeme zrefazit NFA v AFA
reprezentacii. Alternujuci automat A; vsak vieme podla vety 3.2 prerobit na
2™ stavovy NNFA. Takyto NNFA moze mat nekolko pociatocnych stavov.
Tych sa zbavime pridanim jedného pociatoc¢ného stavu, ktory dalej napriklad
na ¢ prechody prejde do pévodnych pociatoénych stavov. Ziskali sme 2™ + 1
stavovy NFA A/, ktory vieme zapisat do AFA reprezentacie a jazyk nim
akceptovany sa nezmenil L(A]) = L(A;). Na zretazenie jazykov L(A)) a
L(A3) uz moézeme priamo pouzit lemu 3.11. Dostdvame teda nasledujiice
tvrdenie.

Veta 3.12 ([3, Veta 9.3]) Nech A; a Ay st AFA s m a n stavmi. Potom
existuje AFA A s najviac 2™+n+1 stavmi, ktora akceptuje jazyk L(A;)L(As).

7 tejto vety vyplyva horny odhad stavovej zlozitosti zretazenia. Autori
z [3] vSak tesnost tohto odhadu nechali otvorenou. V praci [5] z roku 2012
bola dosiahnuté zlozitost 2™ 4+n na binarnej abecede. Tam pouzité automaty
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avsak nedosahuji horni hranicu pre zrefazenie ak v druhom z nich je viac
nekoncovych stavov. Takze problém zostava nevyrieseny.

Dalsfm priamym dosledkom tejto vety je horny odhad 2" + n + 1 pre
zlozitost Stvorca na alternujucich automatoch. Tymto problémom sa budeme
zaoberat v nasledujtcej casti.

3.3 Stvorec na alternujicich automatoch

V [3] je formulovany problém tesnosti horného ohranicenia 2™ + n + 1 pre
zrefazenie na AFA. Pre stvorec na alternujucich automatoch z toho vyplyva
podobny problém tesnosti horného ohranic¢enia 2™ + n 4+ 1. V nasledujicej
vete podavame ddkaz tohto problému pre stvorec. Vyuzijeme nas vysledok
o fazkom jazyku pre Stvorec na deterministickych automatoch, ktory sme
ukazali v kapitole 2.

Veta 3.13 Nech L je reguldrny jazyk nad abecedou X taky, ze asc(L) = n,
kde n > 2. Potom asc(L?) < n + 2" + 1, a tdto hranica je tesnd, ak |X| > 2.

Dokaz.

Pre dokaz tesnosti vyuZijeme automat z Obr. 2.1. Nech L% je jazyk akcep-
tovany DFA A z Obr. 2.1 s 2" stavmi, kde polovica stavov (k = 2"71) je
koncovych. Podla vety 3.9, ze L je akceptovany n stavovym AFA. Vytvorme
teraz $tvorec pre nas jazyk L. Lahko vidno, 7e (L - L)F = L. L® = (L%)2.
Podla dokazu Lemy 2.1 spocitajme, kolko stavov by potreboval DFA pre
takyto jazyk:

sc((L)?) = (2" —2"71) - 22" 4 (2n71) - 221,

Podla désledku 3.7 z toho vyplyva, ze ak prejdeme k alternujicim automa-
tom, tak

asc(L?) > [log((2" — 27" -2*" + (2" - 22" )] = n+ 2"

7Z (3] vsak vieme, Ze asc(L?) < 2" + n + 1. Predpokladajme sporom, Ze
L? je akceptované 2" + n stavovou AFA. Potom (L?)% je akceptovany 2"+2"
stavovym DFA s 1/ - (2"2") koncovymi stavmi. V minimdlnom DFA pre
(L?)® je teda mnajviac 1/2 - (2"*2") koncovych stavov. Minimalny DFA pre
(L?)E ma (2 — 2n=1) . 22" 4 (2n71) . 2271 = gn=1 . 92" 4 on=1. 92"~ gtavov.
7 toho je 2n=1. 22" " 4 9n=1. 92" 'L pekoncovych. Ked odéitame jedno od
druhého, tak po tpravach zistime, ze koncovych stavov je

2”—1.(22n—22n_1)+2”_1-(22n_1—22n_1_1) =2"1.2%" <1+%_227{—1 _22"}1+1> '
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To vieme zdola odhadnuf pre n > 2 takto:

n—1 2 n—1 2 n+2"—1

Teraz ndm vsak vychadza, ze mame mat urcite viac koncovych stavov ako
/5. (27F2%)) Co je spor s predpokladom, 7e AFA pre jazyk L? ma 2" + n
stavov. TakZe asc(L?) > n + 2" + 1.

]

Tymto sme ukézali, Zze horny odhad 2" + n + 1 pre zlozitost operacie
stvorec na alternujicich automatoch je tesny na binarnej abecede.

Tento nas vysledok mozeme zovseobecnit na zretazenie a to tak, ze zobe-
rieme automaty A a B ako na obrazku 2.1 modifikované takto: DFA A bude
maft m stavov, z ktorych poslednych k, kde 1 < k£ < m — 2, je koncovych.
DFA B bude mat n stavov, z ktorych poslednych ¢, kde 1 < ¢ < n —1, je
koncovych.

Potom ddkaz lemy 2.1 pozmenime tak, ze vieme ukazat, Ze zretazenie
tychto dvoch jazykov dosahuje zloZitost (m—k)-2"+k-2"~1. Z toho vyplyva,
ze podobne ako vo vete 3.13 vieme definovat dva binarne jazyky K a L
akceptované m a n stavovymi AFA tak, Ze minimalny AFA pre ich zrefazenie
potrebuje 2™ 4+ n + 1 stavov. Tymto dostavame nasledujice tvrdenie, ktoré
riesi otvoreny problém z [3, str. 131].

Veta 3.14 Nech K a L su jazyky nad abecedou ¥ také, ze asc(K) = m a
asc(L) = n, kde m,n > 2. Potom asc(KL) < n+ 2™+ 1, a tdto hranica je
tesnd, ak |X| > 2.

3.4 Stvorec na booleovskych automatoch

V tejto stati sa budeme venovat zretazeniu a stvorcu na booleovskych auto-
matoch. Horny odhad stavovej zlozitosti Stvorca na booleovskych automatoch
priamo odvodime zo stavovej zlozitosti zretfazenia na booleovskych automa-
toch, no zatial sme pracovali len s alternujicimi automatmi. Budeme vsak
postupovat velmi podobne a preto najskor uvedieme lemu o zretazeni jazyka
akceptovaného NNFA a jazyka akceptovaného BFA.

Ak A= (Q,%,4,gs F) je BFA  kde (g, a) je konstanta alebo booleovska
funkcia iba s V-operatorom pre kazdé ¢ € Q a a € X a zaroven pre pociatocnia
funkciu g, plati, Ze je to disjunkcia stavov z ), potom sa A sprava ako NNFA.
Hovorime, ze A je NNFA v BFA reprezentdcii.
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Lemma 3.15 Nech A; = (Q1,%, 61, ¢1, F1) je NNFA v BFA reprezentacii a
nech Ay = (Q2, %, 02, g2, F») je lubovolny BFA taky, ze Q1NQy = 0. Uvazujme
BFA Ay - Ay = (Q1 U Q2, %, 9, g1, Fy) taky, Ze pre vsetky stavy q € Q1 U Qs
a vsetky pismena a € X je prechodova funkcia takato:

51((]’@)7 akqulangl;
6(q,a) = 61(q,a) V 82(g2,a), akqe Qy aqe Fi;
62<Q7a’)7 ak qc Q?-

Potom L(A; - Ay) = L(Ay) - L(As).

Dokaz.

Dokaz tejto lemy prebieha takisto ako v Leme 3.11, kde sme zretavovali
jazyky akceptované NFA v AFA reprezentacii a AFA. Jedinym rozdielom je
to, ze vypocet pre slovo w € L(A; - Ay) nezac¢iname v jednom stave, ale
pociatocnej booleovskej funkcii g1, ¢o ale predstavuje podmnozinu stavov z

Q1.
]

Pre zretazenie dvoch booleovskych automatov automatov A; s m stavmi a
Ay s n stavmi vyuzijeme predchadzajicu lemu 3.15, no potrebujeme zretazit
NNFA v BFA reprezentacii s booleovskym automatom. Booleovsky automat
Ay vsak vieme podla vety 3.2 prerobif na 2™ stavovy NNFA. Dostavame
teda nasledujice tvrdenie o hornom odhade stavovej zlozitosti zretazenia na
booleovskych auomatoch.

Veta 3.16 Nech A; a Ay sit BFA s m a n stavmi. Potom existuje BFA A s
najviac 2™ + n stavmi, ktory akceptuje jazyk L(A1)L(As).

Priamym dosledkom tejto vety je horny odhad 2" +n pre zlozitost Stvorca
na booleovskych automatoch. Jeho tesnost ukazeme v nasledujicom tvrdeni.

Veta 3.17 Nech L je regularny jazyk nad abecedou ¥ taky, Ze bsc(L) = n,
kde n > 2. Potom bsc(L?) < 2" + n, a tdto hranica je tesnd, ak |X| > 2.

Dokaz.
Tento dokaz prebieha rovnako ako dokaz vety 3.13, v ktorej sme ukézali
tesnost odhadu pre zlozitost stvorca na alternujicich automatoch.

Nech L je jazyk akceptovany DFA A z Obr. 2.1 s 2" stavmi, kde po-
lovica stavov (k = 2"71) je koncovych. Z toho vyplyva, Zze L je akcepto-
vany n stavovym BFA. Vytvorme teraz $tvorec pre nas jazyk L. Vidime,
7e (L?)® = (LT)?. Spocitajme, kolko stavov by potreboval DFA pre takyto
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jazyk: sc((LF)?) = (27 — 2n71) - 22" 4 (2n71) - 22"71. Z toho vyplyva, Ze ak
prejdeme k booleovskym automatom, tak bsc(L?) > [log((2" —2"1) - 22" +
(2 1) -2 N =2"+n.

(]

Ukéazali sme tesné horné ohranicenia 2" +n + 1 a 2" + n pre Stvorec na
alternujtcich a na booleovskych automatoch. Vsimnime si, Ze tieto hodnoty
sa od seba lisia len o jednotku. Analdégiou pre nas moze byt zjednotenie
jazykov, ktoré su zadané dvoma nedeterministickymi automatmi s m a n
stavmi. NNFA pre ich zjednotenie bude mat nanajvys m + n stavov, avsak
NFA pre toto zjednotenie uz bude prinajhorsom potrebovat m+n-+1 stavov,
lebo musime mat len jeden pociatocény stav.
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Zaver

V tejto préaci sme studovali operaciu stvorec na formalnych jazykoch repre-
zentovanych deterministickymi, alternujicimi a booleovskymi koneénostavo-
vymi automatmi.

Najskor sme sa venovali Stvorcu na deterministickych automatoch, ktoré
mali n stavov, z ktorych bolo £ koncovych. Ukazali sme, ze ak koncovych
stavov nie je privela, teda 1 < k < n — 2, tak minimalny deterministicky
automat pre Stvorec ma najviac (n — k) - 2" + k- 2"~ stavov. Pre kazdé také
n a k sme nasli bindrny n stavovy DFA s k koncovymi stavmi o ktorom sme
ukazali, Ze minimdlny DFA pre jeho $tvorec ma prave (n — k) - 2" + k- 27!
stavov. Toto je hlavny vysledok nasej prace, ktory sme v druhej casti pouzili
na definovanie jazyka tazkého pre stvorec na alternujicich automatoch.

Nasledne sme sa venovali Stvorcu na jazykoch, ktoré si akceptované deter-
ministickymi automatmi s n — 1 koncovymi stavmi. Zistili sme, ze v takom
pripade minimalny DFA pre Stvorec takychto jazykov ma vzdy menej ako
(n—(n—1))-2"+(n—1)-2""1 = (2n + 2) - 22 stavov. Rozobrali sme dva
pripady, a to ked v pévodnom DFA pre L je pociatoény stav koncovy alebo
v poévodnom DFA pre L je jedinym nekoncovym stavom pociatocény stav.

V prvom pripade sme ukazali, Ze minimalny DFA pre Stvorec takého
jazyka moze mat najviac (n + 2) - 2"72 stavov a naSli sme bindrny DFA
s n — 1 koncovymi stavmi, kde pociatocny stav je koncovy o ktorom sme
dokazali, ze minimalny DFA pre jeho stvorec méa presne tolko stavov.

V druhom pripade sme zistili, Ze vieme prekrocit hodnoty z predoslého
pripadu ale nie o velmi vela. Pocet stavov miniméalneho deterministického
automatu pre Stvorec jazyka, kde len pociatocny stav je nekoncovy sme ohra-
ni¢ili zhora vztahom (n+3)-2"~2. Nagli sme ternarny jazyk vyhovujici pod-
mienkam, Ze minimalny DFA pre jeho $tvorec potrebuje (n+3)-2" 2 stavov.
Len o jednotku mensiu hodnotu pre zlozitost Stvorca vieme vSak dosiahnut
aj pre binarny automat. Nase vypocty ukazali, Ze tito hranicu nevieme v
bindrnom pripade presiahnut pre n < 5. Ci toto je pravda aj pre vyssie hod-
noty n zostava otvorenym problémom. Domnievame sa vsak, ze tito hodnotu
nemozno ani pre vacsie n v binarnom pripade presiahnuf.

39



V druhej casti prace sme sa venovali booleovskym a alternujticim auto-
matom. Po tivode do problematiky sme sa zaoberali zrefazenim alternuju-
cich automatov, kde sme ukazali, Zze ak jazyky K a L su akceptované m a
n stavovymi alternujicimi automatmi, tak potom ich zretazenie K L mozno
akceptovat alternujicim automatom, ktory ma najviac 2™ + n + 1 stavov.
Problém, ¢i tito hodnotu mozno dosiahnut zostal v praci [3] otvoreny.

Tento problém pozmeneny pre Stvorec bol nasou motivaciou pre stadium
stvorca na deterministickych automatoch. Na jeho vyriesenie sme vyuzili
nami najdeny binarny jazyk akceptovany n stavovym deterministickym au-
tomatom s k koncovymi stavmi, o ktorom sme predtym ukézali, Ze minimalny
DFA pre jeho $tvorec ma (n — k) - 2" + k - 2"~ stavov. Tento jazyk sme po-
zmenili tak, Zze sme mu dali 2" stavov a polovica z nich bola koncovych.
Takto sme dostali binarny jazyk, ktory je akceptovany n stavovym alternu-
jucim automatom, pricom minimalny alternujici automat pre jeho Stvorec
ma 2" +n+ 1 stavov. Pomocou takéhoto jazyka sme ukazali tesnost horného
odhadu 2" 4+ n 4+ 1 pre stvorec na alternujicich automatoch. Zovseobecnim
sme nasledne vyriesili otvoreny problém tesnosti horného odhadu 2™ +n +1
pre zretazenie formulovany v [3]. Nakoniec sme ukézali, ze zloZitost operacie
stvorec na booleovskych automatoch je 2™ + n.
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